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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.1: Einfiihrung ins Thema

Logik als “Fundament der Mathematik”

Hilberts Programm (ca. 1900-1928, initiiert von David Hilbert)

Ziel: formale Grundlegung der Mathematik

Mittel:  mathematische Logik:
® mathematische Strukturen als logische Strukturen
® mathematische Aussagen als logische Formeln

® mathematische Beweise durch “syntaktisches SchlieRen”
(Symbolmanipulation: Axiome, Schlussregeln)

Ansatz: Riickfiilhrung der Mathematik auf Arithmetik und Mengenlehre
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.1: Einfiihrung ins Thema

Logik als “Fundament der Mathematik”

Hilberts Programm (ca. 1900-1928, initiiert von David Hilbert)

Ziel: formale Grundlegung der Mathematik

Mittel:  mathematische Logik:
® mathematische Strukturen als logische Strukturen
® mathematische Aussagen als logische Formeln

® mathematische Beweise durch “syntaktisches SchlieRen”
(Symbolmanipulation: Axiome, Schlussregeln)

Ansatz: Riickfiilhrung der Mathematik auf Arithmetik und Mengenlehre

Zwei Kernfragen:

1. Kann jede mathematische Aussage durch mathematisches SchlieBen
bewiesen oder widerlegt werden?

2. Gibt es ein Verfahren, das zu jeder mathematischen Aussage entscheidet,
ob sie wahr oder falsch ist?
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Eine andere Formulierung des Entscheidungsproblems (2) ist das
Allgemeingiiltigkeitsproblem — hier fiir die Logik erster Stufe:

Allgemeingiiltigkeitsproblem der Logik erster Stufe
Eingabe: Eine Formel o der Logik erster Stufe

Frage: Gilt fiir alle zu ¢ passenden Interpretationen Z: Z erfiillt 7
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Eine andere Formulierung des Entscheidungsproblems (2) ist das
Allgemeingiiltigkeitsproblem — hier fiir die Logik erster Stufe:

Allgemeingiiltigkeitsproblem der Logik erster Stufe
Eingabe: Eine Formel o der Logik erster Stufe
Frage: Gilt fiir alle zu ¢ passenden Interpretationen Z: Z erfiillt 7

Beispiel
Sei ¢ die Formel

Vxﬂyﬂz( X<y ANz=y+1+1 A

YuVv ((u-v:y vV u-v:z) — (u:l vV v:l))).
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Eine andere Formulierung des Entscheidungsproblems (2) ist das
Allgemeingiiltigkeitsproblem — hier fiir die Logik erster Stufe:

Allgemeingiiltigkeitsproblem der Logik erster Stufe
Eingabe: Eine Formel o der Logik erster Stufe
Frage: Gilt fiir alle zu ¢ passenden Interpretationen Z: Z erfiillt 7

Beispiel
Sei ¢ die Formel

Vxﬂyﬂz( X<y ANz=y+1+1 A

YuVv ((u-v:y vV u-v:z) — (u:l vV v:l))).

Beachte
¢ besagt “es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge”.
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Zwei “Spielverderber”:

1. Kurt Godel (1931)

+ : jede giiltige Aussage kann durch syntaktisches SchlieBen bewiesen werden
(Vollsténdigkeitssatz)

. in der Arithmetik gibt es Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar
sind (Unvollstindigkeitssatz)

= Hilberts (1) funktioniert nicht!
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Zwei “Spielverderber”:

1. Kurt Godel (1931)

+ : jede giiltige Aussage kann durch syntaktisches SchlieBen bewiesen werden
(Vollsténdigkeitssatz)

— : in der Arithmetik gibt es Aussagen, die weder beweisbar noch widerlegbar
sind (Unvollstindigkeitssatz)

= Hilberts (1) funktioniert nicht!

2. Alan Turing (1936)

+ : Der Begriff “automatisch entscheiden” Idsst sich einfach und sauber
definieren (Turingmaschine)

— : Fur die Arithmetik gibt es kein automatisches Verfahren — sie ist
unentscheidbar

= Hilberts (2) funktioniert nicht!
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Logik und Mathematik: Geschichte

um 325 v. Chr.:

um 1700:

um 1850:
1854:
1879:

um 1880:

um 1900:

e Aristoteles: Syllogismen

e Euklid: Versuch einer Axiomatisierung der Geometrie
Leibniz formuliert das Ziel einer universellen Sprache zur For-
mulierung aller mathematischen Aussagen und eines Kalkiils
zur Herleitung aller wahren Aussagen.

Axiomatisierung der Analysis

Boole: Formalisierung der Aussagenlogik
Frege: Formalisierung der Logik erster Stufe

Cantorsche Mengenlehre, Riickfiihrung der Analysis und
Arithmetik auf die Mengenlehre

Antinomien: Cantorsche Mengenlehre fiihrt zu Widersprii-
chen

(vgl. die Russellsche Antinomie zur “Menge aller Mengen,
die sich nicht selbst als Element enthalt”)

— Notwendigkeit einer neuen Grundlegung der Mathema-
tik/Mengenlehre
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um 1900:

um 1910:
um 1920:
1930:
1931:
1936:

Hilberts Programm. Ziel:
® Formalisierung der Mathematik
® Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik

Russel, Whitehead: Mengenlehre mit Typen
Zermelo, Fraenkel: Axiomatische Mengenlehre
Godels Vollstandigkeitsatz

Godels Unvollstindigkeitsdtze

Church/Turing: Es gibt kein Programm, das fiir alle ma-
thematischen Aussagen entscheidet, ob sie wahr oder falsch
sind.
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Logik in der Informatik

Anwendungsbereiche der Logik in der Informatik

® Logische Programmierung

® Automatisches Beweisen

® Programm-Verifikation

® Model Checking (automatische Verifikation)
® Logik als Datenbank-Anfragesprache
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Model Checking

Zwei Beispiele zur Motivation:
1. Der Pentium-Fehler

Pentium-Prozessor (1993):
® Zur Effizienz-Steigerung der Division wurden Wertetabellen verwendet.
® ABER: 5 Eintrdge waren falsch!
~» ca. 1 Fehler je 9 Milliarden Divisionen
(= Fehler durch “Testen" nicht leicht zu finden)
Kosten: ca. 475 Millionen US-Dollar
Intel hat danach viele Experten fiir automatische Verifikation gesucht!
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Model Checking

Zwei Beispiele zur Motivation:
1. Der Pentium-Fehler

Pentium-Prozessor (1993):

® Zur Effizienz-Steigerung der Division wurden Wertetabellen verwendet.
® ABER: 5 Eintrdge waren falsch!
~» ca. 1 Fehler je 9 Milliarden Divisionen
(= Fehler durch “Testen" nicht leicht zu finden)

Kosten: ca. 475 Millionen US-Dollar
Intel hat danach viele Experten fiir automatische Verifikation gesucht!

2. Die Ariane 5-Rakete (1996)

Messwerte wurden von 64-Bit-Zahlen in 16-Bit-Zahlen umgewandelt.
® Das hatte bei Ariane 4 gut funktioniert.

® ABER: aufgrund der technischen Anderungen waren die Werte bei Ariane 5

groler als erwartet
~+ Uberlauf! Das System schaltete sich ab und die Rakete stiirzte ab.

Kosten: ca. 370 Millionen US-Dollar
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Prinzip der automatischen Verifikation

1. Modelliere das zu testende System durch ein Transitionssystem 7
(eine bestimmte logische Struktur; ein beschrifteter Graph).

2. Driicke die (erwiinschte oder unerwiinschte) Systemeigenschaft
durch eine Formel ¢ einer geeigneten Logik aus.

3. Teste, ob T die Formel ¢ erfiillt.
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Logik als Grundlage fiir Datenbank-Anfragesprachen

Grundprinzip:
® Datenbank = logische Struktur A
® Anfrage = Formel ¢ einer geeigneten Logik
e Auswerten der Anfrage auf der Datenbank = Testen, ob “A erfiillt
" gilt
Details: Vorlesungen Logik in der Informatik und Einfiihrung in die
Datenbanktheorie .
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In dieser Vorlesung

Kapitel 1 Der Vollstandigkeitssatz

Kapitel 2 Der Endlichkeitssatz & die Satze von Léwenheim und Skolem
Kapitel 3 Die Grenzen der Berechenbarkeit

Kapitel 4 Godels Unvollstandigkeitssatze

Kapitel 5 Ordnungsinvarianten
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Syntax und Semantik der Logik erster
Stufe



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Strukturen



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Die Objekte, iiber die Formeln der Logik erster Stufe Aussagen treffen kdnnen,
heiBen Strukturen. Viele Objekte lassen sich auf natiirliche Weise durch solche
Strukturen reprasentieren, beispielsweise

® Graphen G = (V, E) oder Bdume B = (V, E),

¢ die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation: (N, +,-),

® die reellen Zahlen mit Addition, Multiplikation und Konstanten 0 und 1:

(R,+,-,0,1),
® relationale Datenbanken.
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Definition 0.1

Eine Signatur (auch Symbolmenge bzw. Vokabular) ist eine Menge o von
Relationssymbolen, Funktionssymbolen und/oder Konstantensymbolen. Jedes
Relationssymbol R € o und jedes Funktionssymbol f € o hat eine Stelligkeit
(bzw. Aritdt, engl. arity)

ar(R) € N3, bzw. ar(f) € Ny;.

Wir benutzen hier folgende Notation: N :={0,1,2,3,...} und
N21 =N \ { 0 }
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Notation 0.2

Der griechische Buchstabe o bezeichnet in diesem Vorlesungsskript stets
eine Signatur.

Fiir Relationssymbole verwenden wir normalerweise GroBbuchstaben wie
R,P.E,Q,R,Rs,...

Fiir Funktionssymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie
f,g,h fi,fa,. ..

Fiir Konstantensymbole verwenden wir meistens Kleinbuchstaben wie
c,d,c, 0. ...

Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymbole auch
Zeichen wie < (2-stelliges Relationssymbol) bzw. +, - (2-stellige
Funktionssymbole), und als Konstantensymbole Zahlen wie 0, 1.

Die Stelligkeit eines Relations- oder Funktionssymbols deuten wir hiufig an,
indem wir sie unter das Symbol schreiben.

Beispiel

Die Notation lz? deutet an, dass R ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
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Definition 0.3
Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) A besteht aus

® ciner nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Tréger,
Grundbereich; engl. domain) von A und folgenden Komponenten:
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.3
Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) A besteht aus

® ciner nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Tréger,
Grundbereich; engl. domain) von A und folgenden Komponenten:

® fiir jedes Relationssymbol R € o eine ar(R)-stellige Relation R4 C A2r(R),
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.3
Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) A besteht aus

® ciner nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Tréger,
Grundbereich; engl. domain) von A und folgenden Komponenten:

® fiir jedes Relationssymbol R € o eine ar(R)-stellige Relation R4 C A2r(R),
e fiir jedes Funktionssymbol f € o eine Funktion 4 : A2(f) — A
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.3
Eine o-Struktur (bzw. Struktur iiber o) A besteht aus

® ciner nicht-leeren Menge A, dem so genannten Universum (bzw. Tréger,
Grundbereich; engl. domain) von A und folgenden Komponenten:

® fiir jedes Relationssymbol R € o eine ar(R)-stellige Relation R4 C A2r(R),
e fiir jedes Funktionssymbol f € o eine Funktion 4 : A2(f) — A

e fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ein Element ¢ € A.
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Notation 0.4

e Strukturen bezeichnen wir meistens mit kalligraphischen Buchstaben
A,B,G,...; das Universum der Strukturen durch die entsprechenden
lateinischen Buchstaben A, B, G, .. ..

® Ist A eine o-Struktur, so schreiben wir oft A = (A, (5*)se,), um die
Komponenten von A anzugeben. Falls o endlich und von der Form

g = {R17...Rk7f1,...,f[,C1,...,Cm}
ist, so schreiben wir auch
A A A A A A
A= (AR, ...ROE . ch ),

um eine o-Struktur A zu bezeichnen.
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Beispiel 0.5 (Arithmetische Strukturen)

Sei oar :={<,+,-,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol, +, - zwei
2-stellige Funktionssymbole und 0,1 zwei Konstantensymbole sind.

(a) Das Standardmodell der Arithmetik ist die oa,-Struktur
N = AN = (N7 gNa—i_NfNaoN?lN)v

wobei <V die natiirliche lineare Ordnung auf N ist, +N und V die
Addition bzw. die Multiplikation auf N sind und 0 bzw. 1V die Zahlen 0
bzw. 1 sind.

(b) Entsprechend kénnen wir oa,-Strukturen Z, Q, R mit Universum Z,Q, R
definieren.
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Beispiel 0.6 (Graphen und Biume)

Sei 0Graph 1= { E }, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Jeder gerichtete
Graph bzw. gerichtete Baum (V/, E) (mit Knotenmenge V und Kantenmenge
E C V x V) lasst sich als ograph-Struktur A = (A, EA) mit

® Universum A:= V und

® Relation EA = E

auffassen.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 15
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Beispiel 0.6 (Graphen und Biume)

Sei 0Graph 1= { E }, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Jeder gerichtete
Graph bzw. gerichtete Baum (V/, E) (mit Knotenmenge V und Kantenmenge
E C V x V) lasst sich als ograph-Struktur A = (A, EA) mit

® Universum A:= V und
® Relation EA = E
auffassen.
Beispiel:
Graph: zugehdrige 0Graph-Struktur:
A= (A EA) mit
e A={a,b,c}

o E4={(ab),(b,b),(a,c)(c,a)}
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Isomorphie

Frage
Wann sind zwei Strukturen A und B “prinzipiell gleich” (Fachbegriff: isomorph)?
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Isomorphie

Frage
Wann sind zwei Strukturen A und B “prinzipiell gleich” (Fachbegriff: isomorph)?

Antwort
Falls B aus A entsteht, indem man die Elemente des Universums von A
umbenennt.
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Definition 0.7

Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von A nach B ist eine Abbildung
m: A — B mit folgenden Eigenschaften:

(a)  ist bijektiv.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.7

Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von A nach B ist eine Abbildung
m: A — B mit folgenden Eigenschaften:
(a)  ist bijektiv.
(b) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und alle k-Tupel
(a1, ..., ax) € Ak gilt:

(317...,31() S RA — (7‘((81)7...,71'(8[()) S RB.
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Definition 0.7
Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von A nach B ist eine Abbildung
m: A — B mit folgenden Eigenschaften:

(a)  ist bijektiv.
(b) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und alle k-Tupel

(a1, ..., ax) € Ak gilt:

(317...,ak) S RA — (7‘((81)7...,71'(8[()) S RB.

(c) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und alle k-Tupel
(a1, .., ax) € Ak gilt:

W(fA(al,...,ak)) = fB(W(al),...,w(ak)).
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Definition 0.7
Seien A, B o-Strukturen. Ein Isomorphismus von A nach B ist eine Abbildung
m: A — B mit folgenden Eigenschaften:

(a)  ist bijektiv.
(b) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und alle k-Tupel

(a1, ..., ax) € Ak gilt:

(317...,ak) S RA — (7‘((81)7...,71'(8[()) S RB.

(c) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und alle k-Tupel
(a1, .., ax) € Ak gilt:

W(fA(al,...,ak)) = fB(W(al),...,w(ak)).

(d) Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o gilt:
m(ct) = P
Folie 17
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Notation
Seien A, B o-Strukturen. Wir schreiben 7 : A = B um auszudriicken, dass 7 ein

Isomorphismus von A nach B ist.

Definition 0.8
Zwei o-Strukturen A und B sind isomorph (kurz: A 22 B), wenn es einen
Isomorphismus 7 von A nach B gibt.
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Satz 0.9

Isomorphie (=) ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller o-Strukturen,
d.h. fiir alle o-Strukturen A, B und C gilt:

(a) A= A (Reflexivitit).
(b) Falls A= B, so auch B = A (Symmetrie).
(c) Falls A= B und B=C, so auch A= C (Transitivitit).

Beweis: Ubung.
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Syntax der Logik erster Stufe
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Bestandteile:
® aussagenlogische Junktoren

-, A, V, —
Lnicht*  ,und” ,oder ,wenn ..., dann"

® Variablen vg, vq, va, ... um Elemente aus dem Universum einer Struktur zu
bezeichnen

® Quantoren: 3 (“es existiert”), V (“fiir alle”)

® Symbole fiir Elemente aus der Signatur o
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Definition 0.10 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe)

(a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir i € N.
Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit VAR. D.h.

VAR = {v; : ieN} = {w,vi,v,v3,...}
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Definition 0.10 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe)

(a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir i € N.
Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit VAR. D.h.

VAR = {v; : ieN} = {w,vi,v,v3,...}

(b) Sei o eine Signatur. Das Alphabet Aro[,] der Logik erster Stufe liber o
besteht aus
® den Variablen in VAR
den Symbolen in o
den Quantoren 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor)
dem Gleichheitssymbol =
den Junktoren —, A, V, —
den Klammern (, )
dem Komma ,
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.10 (Variablen und Alphabet der Logik erster Stufe)

(a) Eine Individuenvariable (kurz: Variable) hat die Form v;, fiir i € N.
Die Menge aller Variablen bezeichnen wir mit VAR. D.h.

VAR = {v; : ieN} = {w,vi,v,v3,...}

(b) Sei o eine Signatur. Das Alphabet Aro[,] der Logik erster Stufe liber o
besteht aus
® den Variablen in VAR
den Symbolen in o
den Quantoren 3 (Existenzquantor) und V (Allquantor)
dem Gleichheitssymbol =
den Junktoren —, A, V, —
den Klammern (, )
dem Komma ,

D.h.:

Aro] = VAR U o U {3, ¥} U {=}U{-,AV,=}U{()}U{,}
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Notation
A”’F‘O[U] bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten iiber Aro[,.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Notation
A”’F‘O[U] bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten iiber Aro[,.

Definition 0.11 (Terme der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge T, aller o-Terme ist die folgendermalen
rekursiv definierte Teilmenge von A;O[U]:

® Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist c € T,.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Notation
A”’F‘O[U] bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten iiber Aro[,.

Definition 0.11 (Terme der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge T, aller o-Terme ist die folgendermalen
rekursiv definierte Teilmenge von A;O[U]:

® Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist c € T,.
® Fiir jede Variable x € VAR ist x € T,.
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Notation
A”’F‘O[U] bezeichnet die Menge aller endlichen Zeichenketten iiber Aro[,.

Definition 0.11 (Terme der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge T, aller o-Terme ist die folgendermalen
rekursiv definierte Teilmenge von A;O[U]:

® Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € o ist c € T,.

® Fiir jede Variable x € VAR ist x € T,.

® Fiir jedes k € N> und jedes k-stellige Funktionssymbol f € o gilt:
Sindt; € T,,...,tx € Ty, soist auch f(t1,...,t) € Ty.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.12 (Formeln der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o] aller Formeln der Logik erster Stufe iiber
der Signatur o (kurz: FO[o]-Formeln; ,,FO" steht fiir die englische Bezeichnung
first-order logic) ist die folgendermaRen rekursiv definierte Teilmenge von

AFO[U] :
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.12 (Formeln der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o] aller Formeln der Logik erster Stufe iiber
der Signatur o (kurz: FO[o]-Formeln; ,,FO" steht fiir die englische Bezeichnung
first-order logic) ist die folgendermaRen rekursiv definierte Teilmenge von

A;O[a]:
Basisregeln:
® Fiir alle o-Terme t; und t, gilt

ty =t € FO[o].
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.12 (Formeln der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o] aller Formeln der Logik erster Stufe iiber
der Signatur o (kurz: FO[o]-Formeln; ,,FO" steht fiir die englische Bezeichnung
first-order logic) ist die folgendermaRen rekursiv definierte Teilmenge von

A;O[a]:
Basisregeln:
® Fiir alle o-Terme t; und t, gilt

ty =t € FO[o].

® Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle o-Terme

t1,..., tx gilt:
R(t,...,t) € FO[o].
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.12 (Formeln der Logik erster Stufe)

Sei o eine Signatur. Die Menge FO[o] aller Formeln der Logik erster Stufe iiber
der Signatur o (kurz: FO[o]-Formeln; ,,FO" steht fiir die englische Bezeichnung
first-order logic) ist die folgendermaRen rekursiv definierte Teilmenge von
AFole]’

Basisregeln:

® Fiir alle o-Terme t; und t, gilt

ty =t € FO[o].

® Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle o-Terme

t1,..., tx gilt:
R(t,...,t) € FO[o].

FO[o]-Formeln der Form t; = t, bzw. R(t1,. .., tx) heilen auch atomare

Formeln.
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Rekursive Regeln:

® Ist ¢ € FO[o], so auch —¢ € FOlo].
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Rekursive Regeln:

® Ist ¢ € FO[o], so auch —¢ € FOlo].

® Ist ¢ € FO[o] und ¥ € FO[o], so ist auch
* (pn9) € FO[o],
* (pVe) € FO[o],
* (¢ =) € FO[o].

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Folie 24
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Rekursive Regeln:

® Ist ¢ € FO[o], so auch —¢ € FOlo].

® Ist ¢ € FO[o] und ¥ € FO[o], so ist auch
* (pn9) € FO[o],
* (pVe) € FO[o],
* (¢ =) € FO[o].

® Ist ¢ € FO[o] und ist x € VAR, so ist auch
® 3x ¢ € FO[o],
® Vx ¢ € FO[o].
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Beispiel 0.13
(a) Seio = {g, ¢ }. Folgende Worte sind FO[o]-Formeln:

® f(w,v1)=c
® Vv, f(va,c) = w2
® —Hys (f(VZ,V3) =vi A w3 :C)
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Beispiel 0.13

(a) Seio = {g, ¢ }. Folgende Worte sind FO[o]-Formeln:
® f(w,v1)=c
® Vv, f(Vz,C) = Vv
® —Hys (f(VQ,V3) =vz A vz = C)

Folgende Worte sind keine FO[o]-Formeln:

* (f(vo,v1) =¢)

® f(vo,v1) (dies ist ein o-Term, aber keine FO[o]-Formel)
L4 (sz (f(Vg, C) = V2))

[ ]

de f(vo,€) = wo
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(b) Sei 0Graph = {15:} Folgendes ist eine FO[ograpn]-Formel:

Vvo Vg ((E(Vo,vl)/\E(Vl,Vo)) — V0:V1>.
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(b) Sei 0Graph = {IE:} Folgendes ist eine FO[ograpn]-Formel:

Vv Vvi ((E(vo,vl)/\E(vl,vo)) — Vg = vl).

Intuition zur Semantik (die formale Definition der Semantik wird auf den
nichsten Seiten angegeben):
In einem gerichteten Graphen A = (A, EA) sagt die Formel

Yvo Vg ((E(vo,vl)/\E(vl,vo)) — Vo= vl)

Folgendes aus:
,Fiir alle Knoten ag € A und fiir alle Knoten a; € A gilt:

Falls (ag,a1) € E* und (a1, a0) € E*, so ist ag = a1

Die Formel sagt in einem Graphen A = (A, EA) also gerade aus, dass die
Kantenrelation antisymmetrisch ist. Ein Graph A = (A, E4) erfiillt die
Formel genau dann, wenn die Kantenrelation E* antisymmetrisch ist.
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Notation 0.14

Statt mit vg, v1, va, ... bezeichnen wir Variablen oft auch mit
X5 YyZy X1, X2, - - -
Formeln bezeichnen wir meistens mit griechischen Kleinbuchstaben

<p’ w’ X? MR
Formelmengen mit griechischen GroRbuchstaben ®, W, .. ..

Beziiglich Klammerung verwenden wir folgende Bindungsregeln:

(a) — bindet stérker als alle anderen Junktoren.

(b) A und V binden stérker als — und <.

Die duReren Klammern einer Formel lassen wir manchmal weg.

D.h. wir schreiben z.B. ¢ A¢) — x an Stelle von ((¢ A¥) — X)).
Bei Termen und atomaren Formeln schreiben wir manchmal

® Rty...tx an Stelle des (formal korrekten) R(t1,. .., t«),
® ft; ...t an Stelle des (formal korrekten) f(t1, ..., t).
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® Fiir gewisse 2-stellige Funktionssymbole wie +,- € oa, und gewisse
2-stellige Relationssymbole wie < verwenden wir Infix- statt
Prafixschreibweise und setzen Klammern dabei auf natiirliche Weise, um
die eindeutige Lesbarkeit zu gewahrleisten.

Beispiel
® An Stelle des (formal korrekten) Terms -(+(v1, v2), v3) schreiben wir (v1 + v2) - v3.
® An Stelle der (formal korrekten) atomaren Formel <(vi1, v2) schreiben wir vi < va.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.15 (Subformeln bzw. Teilformeln)
Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(y) C FO[o] aller
Subformeln (oder: Teilformeln) von ¢ wie folgt:

® |st ¢ eine atomare o-Formel, so ist sub(y) = {p}.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.15 (Subformeln bzw. Teilformeln)
Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(y) C FO[o] aller
Subformeln (oder: Teilformeln) von ¢ wie folgt:
® |st ¢ eine atomare o-Formel, so ist sub(y) = {p}.
® Ist ¢ von der Form =) fiir eine FO[o]-Formel 1), so ist
sub(i) = {p} U sub(x).
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Definition 0.15 (Subformeln bzw. Teilformeln)

Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(y) C FO[o] aller
Subformeln (oder: Teilformeln) von ¢ wie folgt:

® |st ¢ eine atomare o-Formel, so ist sub(y) = {p}.

® Ist ¢ von der Form =) fiir eine FO[o]-Formel 1), so ist
sub(p) = {1} U sub(y).

® Ist ¢ von der Form (1)1 % 1) fiir x € { A,V, —} und FO[o]-Formeln
und 1z, so ist sub(y) := {¢} U sub(e1) U sub(t)z).
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Definition 0.15 (Subformeln bzw. Teilformeln)

Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge sub(y) C FO[o] aller
Subformeln (oder: Teilformeln) von ¢ wie folgt:

® |st ¢ eine atomare o-Formel, so ist sub(y) = {p}.

® Ist ¢ von der Form =) fiir eine FO[o]-Formel 1), so ist
sub(¢) = {p} U sub(y).

® Ist ¢ von der Form (1)1 % 1) fiir x € { A,V, —} und FO[o]-Formeln
und 1z, so ist sub(y) := {¢} U sub(e1) U sub(t)z).

® Ist ¢ von der Form Qx ¢ fir Q € {3,V },x € VAR und ¢ € FO[o], so ist

sub(p) = {@} U sub(¢)).
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Beispiel

sub ( Yvo Vv ((E(vo, vi) A E(vi,v)) = vo = v1> ) =
{VV()VVl ((E(vo, vi) A E(wvy, Vo)) - v = Vl);
Yvq ((E(vo, vi) A E(vy, vo)) — Vo= vl),

((E(Vg7 Vl) A E(Vl7 Vo)) — Vo = V1>,
(E(vo,vl)/\E(vl,vo)),

Vo = V1,

E(V(;,7 Vl)7
E(Vl, Vo) }
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Definition 0.16 (Variablen in Termen)

Fiir jeden o-Term t € T, definieren wir die Menge var(t) C VAR der Variablen
von t wie folgt:
® Fiir x € VAR ist var(x) := { x }.
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Definition 0.16 (Variablen in Termen)

Fiir jeden o-Term t € T, definieren wir die Menge var(t) C VAR der Variablen
von t wie folgt:

® Fiir x € VAR ist var(x) := { x }.

e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € ¢ ist var(c) := 0.
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Definition 0.16 (Variablen in Termen)

Fiir jeden o-Term t € T, definieren wir die Menge var(t) C VAR der Variablen
von t wie folgt:

® Fiir x € VAR ist var(x) := { x }.
e Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € ¢ ist var(c) := 0.

® Ist t € T, von der Form f(t1,...,tk), wobei f € o ein k-stelliges
Funktionssymbol ist und t1,...,t € T,, so ist
var(t) :=var(t;) U --- Uvar(tg).
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Definition 0.17 (Freie Variablen in Formeln)

Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge frei(p) C VAR aller freien

Variablen von ¢ wie folgt:
® [st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t, € T,, so ist

frei(p) = var(t1) Uvar(ty).
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Definition 0.17 (Freie Variablen in Formeln)

Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge frei(p) C VAR aller freien

Variablen von ¢ wie folgt:
® [st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t, € T,, so ist

frei(p) = var(t1) Uvar(ty).

., tk), wobei R € o ein k-stelliges

® st ¢ von der Form R(ty,..
.tk € Ty, so ist

Relationssymbol ist und ty, ..

frei(p) = var(ty) U--- Uvar(tk).
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Definition 0.17 (Freie Variablen in Formeln)

Fiir jede FO[o]-Formel ¢ definieren wir die Menge frei(p) C VAR aller freien

Variablen von ¢ wie folgt:
® [st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t, € T,, so ist

frei(p) = var(t1) Uvar(ty).
® Ist ¢ von der Form R(ty,..., tk), wobei R € o ein k-stelliges
Relationssymbol ist und ty,...,tx € T, so ist

frei(p) = var(ty) U--- Uvar(tk).

® Ist ¢ von der Form =1 mit ¢ € FOJo], so ist

frei(p) = frei(y).
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® Ist  von der Form (11 x12) mit x € { A,V,— } und 11,1, € FO[o], so ist

frei(p) = frei(ep1) U frei(e)z).
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® Ist © von der Form (11 *12) mit x € { A,V,— } und v1, 1, € FO[o], so ist
frei(p) = frei(ep1) U frei(e)z).
® Ist ¢ von der Form @xv¢ mit Q € {3,V }, x € VAR und ¢ € FO[o], so ist

frei() = frei(v) \ {x}.
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® Ist © von der Form (11 *12) mit x € { A,V,— } und v1, 1, € FO[o], so ist
frei(p) = frei(ep1) U frei(e)z).
® Ist ¢ von der Form @xv¢ mit Q € {3,V }, x € VAR und ¢ € FO[o], so ist

frei() = frei(v) \ {x}.

Beispiel
o = ( f(vo,c)=vs A v f(w,vn)=c )
S——— S————
freie Variablen: vg, v3 freie Variablen: vg, v1

freie Variablen: vq

freie Variablen: vo, v1, v3
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Definition 0.18 (Satze)

Eine FO[o]-Formel ¢ heiRt Satz (genauer: FO[o]-Satz), falls frei(¢) = 0.
Die Menge aller FO[o]-Satze bezeichnen wir mit S, .
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Definition 0.19 (Belegungen und Interpretationen)

(a) Eine Belegung in einer o-Struktur A ist eine Abbildung 5: D — A mit
Def(8) := D C VAR.

(b) Eine Belegung 3 heilt passend zu t € T,, falls Def(3) 2 var(t).

(c) Eine Belegung § heiRt passend zu ¢ € FO[o] (bzw. eine Belegung fiir ),
wenn Def(3) D frei(y).

(d) Eine o-Interpretation ist ein Paar Z = (A, 3) bestehend aus einer
o-Struktur A und einer Belegung 3 in A.

(e) Eine o-Interpretation Z = (A, 3) heift passend zu (oder Interpretation
fiir) ¢ € FO[o] (bzw. t € T,), falls 8 passend zu ¢ (bzw. t) ist.
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Definition 0.20 (Semantik von o-Termen)
Rekursiv iiber den Aufbau von T, definieren wir eine Funktion [-]", die jedem
o-Term t € T, und jeder zu t passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen

Wert [t]* € A zuordnet:
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Definition 0.20 (Semantik von o-Termen)
Rekursiv iiber den Aufbau von T, definieren wir eine Funktion [-]", die jedem
o-Term t € T, und jeder zu t passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen
Wert [t]* € A zuordnet:

® Fiir alle x € VAR ist [x]% := B(x).
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Definition 0.20 (Semantik von o-Termen)
Rekursiv iiber den Aufbau von T, definieren wir eine Funktion [-]", die jedem
o-Term t € T, und jeder zu t passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen
Wert [t]* € A zuordnet:

® Fiir alle x € VAR ist [x]% := B(x).

® Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist [c]? := c*.
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Definition 0.20 (Semantik von o-Termen)

Rekursiv iiber den Aufbau von T, definieren wir eine Funktion [-]", die jedem
o-Term t € T, und jeder zu t passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen

Wert [t]* € A zuordnet:
® Fiir alle x € VAR ist [x]% := B(x).
® Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist [c]? := c*.
® Fiir alle k € N>, alle k-stelligen Funktionssymbole f € ¢ und alle o-Terme
t1,....tx € T, ist

[F(tr, ..., t)]F = FA([t]% ..., [&]F).
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Beispiel
Sei o :={ g, c} undsei A:= (A fA cA) mit A:=N, f4:= 4+ (die Addition
auf N), ¢4 :=0.

Sei /3 die Belegung mit S(v1) =1 und B(v2) =7, und sei Z := (A, ). Sei
t:= f(w, f(v1,¢)) € T,. Dann gilt

[t = A (vl [f(v, o)
[val® + [f (w1, )"

= B(v2) + FA ([wl* []*)
= 7+ (B(v1) +c?)

= 74+(1+0)

= 8.
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Definition 0.21

(a) Ist B eine Belegung in einer o-Struktur A, ist x € VAR und ist a € A, so sei
32 die Belegung mit Def (32) := Def(3) U {x}, die fiir alle
y € Def (32) definiert ist durch

a falls y = x

pIy) = { B(y) sonst

(b) Ist Z = (A, B) eine o-Interpretation, ist x € VAR und ist a € A, so sei

72 = (A,ﬂf) .
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Definition 0.22 (Semantik der Logik erster Stufe)

Rekursiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir eine Funktion [-]", die jeder
FO[o]-Formel ¢ und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen
Wabhrheitswert (kurz: Wert)

[¢]* € {0,1} zuordnet:
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Definition 0.22 (Semantik der Logik erster Stufe)

Rekursiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir eine Funktion [-]", die jeder
FO[o]-Formel ¢ und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen
Wabhrheitswert (kurz: Wert)

[¢]* € {0,1} zuordnet:

Rekursionsanfang:
® Fiir alle o-Terme t; und t, in T, gilt:

1, falls [t;]* = [t2]*
[a=t]" = { - falls [a ] =t
0, sonst
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Definition 0.22 (Semantik der Logik erster Stufe)

Rekursiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir eine Funktion [-]", die jeder
FO[o]-Formel ¢ und jeder zu ¢ passenden o-Interpretation Z = (A, 3) einen
Wabhrheitswert (kurz: Wert)

[¢]* € {0,1} zuordnet:

Rekursionsanfang:
® Fiir alle o-Terme t; und t, in T, gilt:

1, falls [t;]* = [t2]*
[a=t]" = { - falls [a ] =t
0, sonst

® Fiir jedes Relationssymbol R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle o-Terme
ty,...,t € T, gilt:

, falls 1J%, ..., z RA
[[R(tl,...,tk)]]z = { é, conet ([[t]] Htk]] ) c
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Rekursionsschritt:
e Fiir alle ¢, € FO[o] ist
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Rekursionsschritt:
e Fiir alle ¢, € FO[o] ist

1, falls [¢]* =0

- 7 =
[l 0, sonst
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Rekursionsschritt:
e Fiir alle ¢, € FO[o] ist

1, falls [¢]* =0
[Fel™ = 1,
, sonst

T . 1, falls [[@]]IZI und [[w]]lzl
[onv)l o 0, sonst
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Rekursionsschritt:
e Fiir alle ¢, € FO[o] ist

[~el* =

[(en)* =

[(eve)]* =

[N

[N

= O

falls [¢]* =0

sonst

falls [¢]Z =1 und [¢]% =1
sonst

falls [o]f =0 und [¢]Z =0
sonst
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Rekursionsschritt:
e Fiir alle ¢, € FO[o] ist

o - {3 b
[ = )F = { (1’ Zz'r'lsstﬂso]lz—l und [¢]* =0
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® Ist ¢ € FO[o]o und ist x € VAR, so ist

1, falls es (mind.) ein a € A gibt, so dass [¢]?* =1

Ix o]t =
[Bx¢] 0, sonst
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® Ist ¢ € FO[o]o und ist x € VAR, so ist

[y

)

[Bx el =

[

[Vx o] = ’

o

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

falls es (mind.) ein a € A gibt, so dass [¢]** =1
sonst

falls fiir jedes a € A gilt: [p]** =1
sonst
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Beispiel

Betrachte die Formel ¢ :=VxVy (E(x,y) — E(y,x)) liber der Signatur
o= {g} und die o-Struktur A := (A, EA4) mit A={1,2,3},

EA ={(1,2),(2,1),(2,3)} (im Folgenden auch graphisch dargestellt).

Skizze:
izze A

Sei Z := (A, 8), wobei 3 die Belegung mit Def(8) = 0 sei.
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Dann gilt: [p]Z =1 <= fiiralle a € A, fiir alle b € A gilt:
ab

[(ECx.y) = E(yo))] 7 =1
< firalle a € A, fiir alle b € A gilt:

(a, b) & E4 oder (b,a) € EA
< fiir alle a € A, fiir alle b € A gilt:

falls (a, b) € EA, so auch (b, a) € EA
<= E# ist symmetrisch.

Da in unserem konkreten Graphen A fiir a =2, b = 3 gilt: (a, b) € E*, aber
(b,a) & EA, ist hier [¢]* = 0.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 43



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.23 (Modell, Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit)
Sei ¢ eine FO[o]-Formel.

(a) Eine o-Interpretation Z = (A, 3) erfiillt ¢ (bzw.: ist ein Modell von ¢,
kurz: Z |= ¢), falls Z passend zu ¢ ist und [¢]* = 1.

(b) ¢ heilit erfiillbar, falls es eine o-Interpretation gibt, die ¢ erfiillt.
© heilt unerfiillbar, falls ¢ nicht erfillbar ist.

(c) ¢ heit allgemeingiiltig, wenn jede zu ¢ passende o-Interpretation ¢
erfiillt.
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Definition 0.23 (Modell, Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit)
Sei ¢ eine FO[o]-Formel.

(a) Eine o-Interpretation Z = (A, 3) erfiillt ¢ (bzw.: ist ein Modell von ¢,
kurz: Z |= ¢), falls Z passend zu ¢ ist und [¢]* = 1.

(b) ¢ heilit erfiillbar, falls es eine o-Interpretation gibt, die ¢ erfiillt.
© heilt unerfiillbar, falls ¢ nicht erfillbar ist.

(c) ¢ heit allgemeingiiltig, wenn jede zu ¢ passende o-Interpretation ¢
erfiillt.

Beobachtung
Fiir alle ¢ € FO[o] gilt:
® o allgemeingiiltig <= — ¢ unerfiillbar.
e o erfiillbar <= — ¢ nicht allgemeingiiltig.
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Beispiel 0.24

(Graphen)
Sei o :={ g} und A = (A, EA) eine o-Struktur.

(a) Fiir alle a, b € A gilt: Es gibt in A einen Weg der Linge 3 von a nach b
— (A,8p)) E VxVy 3z Iz (E(X,Zl) NE(z1,22) A E(zz,y)).

Hierbei ist 3; die Belegung mit Def(8y) = 0.
(b) A hat Durchmesser < 3, d.h. zwischen je zwei Knoten von A gibt es einen

Weg der Linge < 3
— (A,8p)) E VxVy (X:y vV E(x,y) V 3z (E(X,Z)/\E(z,y))
V dz; 3z (E(x,zl) N E(z1,22) A E(Z2,y)) )
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Beispiel 0.25 (Arithmetik)

Sei oar = { <, +,+,0,1}, sei N := (N, <V, +V, N 0V, 1Y), seien a,b,c € N,
und sei 8 die Belegung mit 3(v1) = a, B(w2) = b, B(v3) = c.

(a) alb (“ateilt binN") < (N,B) E ¢reie(vi, v2) mit

Greit(vi,v2) = Fvgvi-w =wvo.
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Beispiel 0.25 (Arithmetik)

Sei oar = { <, +,+,0,1}, sei N := (N, <V, +V, N 0V, 1Y), seien a,b,c € N,
und sei 8 die Belegung mit 3(v1) = a, B(w2) = b, B(v3) = c.

(a) alb ("ateilt binN") <= (N,8) E ¢reir(vi, v2) mit

Greit(vi,v2) = Fvgvi-w =wvo.

(b) c=a—b <= (N,B) E ¢—_(v1,v2,v3) mit

o_(vi,vo,v3) = Vot v3=vi.
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Beispiel 0.25 (Arithmetik)
Sei oar = { <, +,+,0,1}, sei N := (N, <V, +V, N 0V, 1Y), seien a,b,c € N,

und sei 3 die Belegung mit B(v1) = a, B(v2) = b, B(vs) = c.
(a) a|b ("ateilt binN') <= (N,B) E ¢reik(vi, 2) mit
Greit(Vi, v2) = TJwowvi-vg = va .
(b) c=a—b « (N,B8) E o_(v1,v2,v3) mit
o_(vi,va,v3) = wvatvz=vg.
(c) aist eine Primzahl < (N,8) E ©prim(v1) mit

=0 A —vy=1 A

Pprim(v1) =
Vv Vs (vl =vi-vs = (u=1V v = 1))

(d) Es gibt unendlich viele verschiedene Primzahlen <=

WN,8) E Yvwivn (w<wvi A Qprim(1)),

wobei 3 eine beliebige Belegung in N ist.
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Das Koinzidenzlemma prazisiert den (anschaulich offensichtlichen) Sachverhalt,
dass die Frage, ob eine FO[o]-Formel ¢ von einer o-Interpretation Z = (A, 3)
erfiillt wird (d.h. ob Z |= ¢ gilt), nur abhdngt von
® der Belegung der in ¢ frei vorkommenden Variablen (d.h. fiir Variablen
x ¢ frei(p) ist egal, welchen Wert S(x) annimmt) und
e der Interpretation S* der Symbole S € o, die in ¢ vorkommen (d.h. fiir
Symbole S’ € o, die nicht in ¢ erwdhnt werden, ist egal, wie (S’)A
aussieht).
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Definition 0.26

Seien o1, 02 zwei Signaturen. Sei Z; = (Aj, 81) eine o1-Interpretation und sei

T> = (Ay, B2) eine op-Interpretation mit A; = A, (d.h. A; und A, haben

dasselbe Universum).

(a) Z;1 und Z, (bzw. A; und Ay) stimmen auf einem Symbol S iiberein,
wenn S € o1 Ny und §A4r = S§Az,

(b) Z; und I, (bzw. 1 und 32) stimmen auf einer Variablen x iiberein,
wenn x € Def(51) N Def(B2) und B1(x) = Ba(x).
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Satz 0.27 (Koinzidenzlemma)

Seien o, 01, 02 Signaturen mit o C o1 Noy. Fiiri € {1,2} sei Z; = (A;, 5;) eine

oj-Interpretation, so dass Ay = As.

(a) Seit € T,, sodass Iy und I, auf allen in t vorkommenden Symbolen und
Variablen iibereinstimmen. Dann gilt: [t]** = [t]Z=.

(b) Sei ¢ € FO[o], so dass Iy und I, auf allen in ¢ vorkommenden Symbolen
und auf allen freien Variablen von ¢ iibereinstimmen. Dann gilt:
1 ': O <= 1> ': Q.
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Satz 0.27 (Koinzidenzlemma)

Seien o, 01, 02 Signaturen mit o C o1 Noy. Fiiri € {1,2} sei Z; = (A;, 5;) eine

oj-Interpretation, so dass Ay = As.

(a) Seit € T,, sodass Iy und I, auf allen in t vorkommenden Symbolen und
Variablen iibereinstimmen. Dann gilt: [t]** = [t]Z=.

(b) Sei ¢ € FO[o], so dass Iy und I, auf allen in ¢ vorkommenden Symbolen
und auf allen freien Variablen von ¢ iibereinstimmen. Dann gilt:
1 ': O <= 1> ': Q.

Bemerkung 0.28

Wegen des Koinzidenzlemmas kdnnen wir einerseits 0.B.d.A. annehmen, dass
Belegungen “minimal” sind (d.h. ihr Definitionsbereich enthilt gerade die freien
Variablen einer Formel oder eines Terms). Andererseits kdnnen wir aber auch
annehmen, dass ihr Definitionsbereich “maximal” ist (d.h. alle Variablen aus
VAR enthilt). Beides wird gelegentlich niitzlich sein.
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Notation 0.29
(a) Firr ¢ € FO[o] schreiben wir ¢(x1,...,x,), um auszudriicken, dass

frei(y) C {x1,...,Xn}.
Sei Z = (A, B) eine o-Interpretation mit Def(8) D {x1,...,x1} D frei(y).
Fir i € {1,...,n} sei a; := B(x;). An Stelle von Z = ¢ schreiben wir oft

auch A |= p[2, ..., 2].

Beachte
Diese Schreibweise ist zulassig, da nach dem Koinzidenzlemma fiir alle

o-Interpretationen Z' = (A, 8') mit 5'(x;) = a; fir i =1,...,n gilt:

T'Ep <<= TIE.e

(b) Um die Notation weiter zu vereinfachen schreiben wir auch kurz

an

A = pla1,...,a,] an Stelle von A':@{%""’Z]'
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(c) Fiir FO[o]-Séatze ¢ schreiben wir einfach
A= ¢ anStellevon “(A,B) [= ¢ fiir eine Belegung 5".

Beachte
GemalR Koinzidenzlemma gilt fiir alle Belegungen 8 und ', dass

(AB) E p=(AB) Eo

(d) Ahnliche Schreibweisen verwenden wir fiir Terme:
® Ist t € T, mit var(t) C {x1,...,xn}, so schreibe kurz auch t(xi, ..., xs).
® |Ist Z = (A, ) eine o-Interpretation mit Def(3) D {x1,..., X} und

ai := B(x;) fiir i =1,...,n, so schreibe an Stelle von [t]* auch
tA[—f] bzw. t2[ay, ..., a].

® An Stelle von [t]* schreiben wir manchmal auch Z(t).

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 51



Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.2: Syntax und Semantik der Logik erster Stufe

Definition 0.30 (Redukte und Expansionen)

Seien o, T Signaturen mit 7 C 0.

(a) Das 7-Redukt einer o-Struktur A ist die 7-Struktur A, mit Universum
Aj; = A, die mit A auf allen Symbolen aus 7 iibereinstimmt.

(b) Eine o-Expansion einer 7-Struktur B ist eine o-Struktur A, fiir die gilt:
A =B.
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Definition 0.30 (Redukte und Expansionen)

Seien o, T Signaturen mit 7 C 0.

(a) Das 7-Redukt einer o-Struktur A ist die 7-Struktur A, mit Universum
Aj; = A, die mit A auf allen Symbolen aus 7 iibereinstimmt.

(b) Eine o-Expansion einer 7-Struktur B ist eine o-Struktur A, fiir die gilt:
A =B.

Beispiel 0.31
Zur Erinnerung: Das Standardmodell der Arithmetik ist
N = (NN VN oV ).
Das {<, +,0}-Redukt von N ist
Migroy = (<Y, +0Y).

Die Struktur V(< 4+ 0} bezeichnet man als das Standardmodell der
Presburger Arithmetik (benannt nach M. Presburger, 1904-1943).
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Das Isomorphielemma
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Satz 0.32 (Isomorphielemma)
Sei ¢ ein FO[o]-Satz und seien A und B zwei isomorphe o-Strukturen. Dann gilt

AEe <= BEe
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Satz 0.32 (Isomorphielemma)

Sei ¢ ein FO[o]-Satz und seien A und B zwei isomorphe o-Strukturen. Dann gilt

AEe <= BEe

Beweis: Sei 7 : A= B ein Isomorphismus von A nach B.

Behauptung 1

Fiir alle o-Terme t(xy,...,x,) und alle ay,...,a, € A gilt:

m(ta1,...,an) = tP[x(a1),...,7(an)]-

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate
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Satz 0.32 (Isomorphielemma)
Sei ¢ ein FO[o]-Satz und seien A und B zwei isomorphe o-Strukturen. Dann gilt

AEe <= BEe

Beweis: Sei 7 : A= B ein Isomorphismus von A nach B.

Behauptung 1

Fiir alle o-Terme t(xy,...,x,) und alle ay,...,a, € A gilt:

m(ta1,...,an) = tP[x(a1),...,7(an)]-

Behauptung 2
Firr alle FO[o]-Formeln ¢(x1,...,x,) und alle aq,...,a, € A gilt:

AE plar,...,an] <= B E ¢[n(a1),...,7(an)]
Usatz 0.32
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Obiger Beweis zeigt sogar folgendes Resultat:

Korollar 0.33
Seien A, B o-Strukturen und sei  : A= B. Fiir jede FO[o]-Formel

o(x1,...,%y) und alle ay, ..., a, € A gilt:

AE plal,...,an] <= B Ey[n(a1),...,m(an)].
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Die in diesem Abschnitt definierten Substitutionen liefern einen Begriff des
»Ersetzens” von Variablen durch Terme, fiir den Folgendes gilt:

Sei ¢ eine FO[o]-Formel. Ersetzt man in ¢ eine freie Variable x durch einen
Term t(y1,...,¥n), so sagt die dadurch entstehende Formel ¢’ iiber den
Term t(y1,...,ys) dasselbe aus wie die Formel ¢ iiber die Variable x.
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Abschnitt 0.3: Sul

Kapitel 0: Einleitung -

Beispiel 0.34
Betrachte die FO[oa(]-Formel

w(vo) = Fvi vi +vi = v,

die in A/ besagt, dass vg eine gerade Zahl ist.
(a) Ersetzt man die Variable vy durch die Variable vs, so erhalt man die Formel

L/)(Vg,) = E|V1 vi+ vy = Vs,

die in N besagt, dass v5 gerade ist.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substi

Beispiel 0.34
Betrachte die FO[oa(]-Formel

w(vo) = Fvi vi +vi = v,

die in \V besagt, dass vy eine gerade Zahl ist.
(a) Ersetzt man die Variable vy durch die Variable vs, so erhalt man die Formel

1/)(V5) = E|V1 vi+ vy = Vs,

die in N besagt, dass v5 gerade ist.
(b) Ersetzt man die Variable vp durch den Term (vo - vp) + 1, so erhilt man die
Formel
HV]_ vi+ vy = (VO . Vo) + 17

die in AV besagt, dass (v - vp) + 1 gerade ist.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Sul

(c) Ersetzt man aber die (gebundene) Variable v; durch die (freie) Variable vy,
so erhdlt man die Formel

dvo vo + vo = w.

Diese Formel hat eine véllig andere Bedeutung als die Formel ¢(vp).
Daher sollte man nur freie Variablen ersetzen!
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substi

(c) Ersetzt man aber die (gebundene) Variable v; durch die (freie) Variable vy,
so erhdlt man die Formel

dvo vo + vo = w.

Diese Formel hat eine véllig andere Bedeutung als die Formel ¢(vp).
Daher sollte man nur freie Variablen ersetzen!

(d) Ersetzt man die (freie) Variable vy durch vq, so erhilt man die Formel
vy vi+vp =y,

die dhnlich wie in (c) eine ganz andere Bedeutung hat als die Formel ¢(vp).
Beim Ersetzen von freien Variablen muss man daher aufpassen, dass es
keine Konflikte mit gebundenen Variablen gibt! Die gebundenen Variablen
werden dazu — falls nétig — umbenannt.
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Definition 0.35
(a) Eine o-Substitution ist eine Abbildung

S: D — T,

wobei D = Def(S) C VAR endlich ist.

(b) Fiir eine o-Substitution S sei var(S) die Menge aller Variablen, die in
einem Term im Bild von S vorkommen. D.h.:

var(8) == |J  var(S(x)).

x€EDef(S)
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Abschnitt 0.3: Substituti

Kapitel 0: Einleitung -

Definition 0.36 (Anwenden von Substitutionen auf Interpretationen)
Fiir jede o-Substitution S und jede o-Interpretation Z = (A, 8) mit
var(S) C Def(p) sei
IS = (A, BS),
wobei 3§ : Def(8) U Def(S) — A die folgendermaBen definierte Belegung ist:
® Fiir alle x € Def(S) ist BS(x) := [S(x)]*.
e Fiir alle x € Def(8) \ Def(S) ist 3S(x) := B(x).
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Abschnitt 0.3:

Kapitel 0: Einleitung -

Definition 0.37 (Substitution in Termen)
Sei S eine o-Substitution. Induktiv iiber den Aufbau von T, definieren wir fiir
jedes t € T, den Term tS, der aus t durch Anwenden der Substitution S

entsteht:
® Fiir alle x € VAR ist

xS =

X sonst

{S(X) falls x € Def(S)
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Abschnitt 0.3:

Kapitel 0: Einleitung -

Definition 0.37 (Substitution in Termen)
Sei S eine o-Substitution. Induktiv iiber den Aufbau von T, definieren wir fiir
jedes t € T, den Term tS, der aus t durch Anwenden der Substitution S

entsteht:
® Fiir alle x € VAR ist

xS =
X sonst

{S(X) falls x € Def(S)

® Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist

cS = c.
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Abschnitt 0.3:

Kapitel 0: Einleitung -

Definition 0.37 (Substitution in Termen)
Sei S eine o-Substitution. Induktiv iiber den Aufbau von T, definieren wir fiir
jedes t € T, den Term tS, der aus t durch Anwenden der Substitution S

entsteht:
® Fiir alle x € VAR ist

xS =
X sonst

{S(X) falls x € Def(S)
® Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist

cS = c.

® Fiir alle k € N3, fiir alle k-stelligen Funktionssymbole f € o, fiir alle

o-Terme ty,..., ty ist
f(ty, ..., t)S = f(tsS,..., t&S).
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Abschnitt 0.3: Substi

Kapitel 0: Einleitung -

Lemma 0.38 (Substitutionslemma fiir Terme)

Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, 3) eine o-Interpretation mit
var(S) C Def(B).
Fiir alle o-Terme t mit var(t) C Def(5) U Def(S) gilt:

[tST* = [t*°.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3:

Lemma 0.38 (Substitutionslemma fiir Terme)

Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, 3) eine o-Interpretation mit

var(S) C Def(B).
Fiir alle o-Terme t mit var(t) C Def(5) U Def(S) gilt:

[tST* = [t*°.

Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau von Termen. Details: Ubung.
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Abschnitt 0.3: Substi

Kapitel 0: Einleitung -

Definition 0.39 (Substitution in Formeln)
Induktiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir fiir alle o-Substitutionen S
und alle FO[o]-Formeln ¢ die Formel ¢S, die aus ¢ durch Anwenden der
Substitution S entsteht:

® st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t; € T,, so

(,DS = 1S = bS.
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substi

Definition 0.39 (Substitution in Formeln)

Induktiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir fiir alle o-Substitutionen S
und alle FO[o]-Formeln ¢ die Formel ¢S, die aus ¢ durch Anwenden der
Substitution S entsteht:

® st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t; € T,, so
(,DS = 1S = bS.
® Ist ¢ von der Form R(t1,...,t) mit R€ o, k =ar(R), t1,...,tx € T,, so

(pS = R(t18, Cey tkS).
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substi

Definition 0.39 (Substitution in Formeln)

Induktiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir fiir alle o-Substitutionen S
und alle FO[o]-Formeln ¢ die Formel ¢S, die aus ¢ durch Anwenden der
Substitution S entsteht:

® st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t; € T,, so
S = S = bS.
® Ist ¢ von der Form R(t1,...,t) mit R€ o, k =ar(R), t1,...,tx € T,, so
©S = R(t1S,..., t&S).
® Ist ¢ von der Form —¢) mit ¢ € FO[o], so

S = 2 YS.
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Abschnitt 0.3: Substituti

Kapitel 0: Einleitung -

Definition 0.39 (Substitution in Formeln)
Induktiv iiber den Aufbau von FO[o] definieren wir fiir alle o-Substitutionen S
und alle FO[o]-Formeln ¢ die Formel ¢S, die aus ¢ durch Anwenden der

Substitution S entsteht:
® st ¢ von der Form t; = t, mit t1,t; € T,, so

(,DS = 1S = bS.

® Ist ¢ von der Form R(t1,...,t) mit R€ o, k =ar(R), t1,...,tx € T,, so

(pS = R(t18, Cey tkS).

® Ist ¢ von der Form —¢) mit ¢ € FO[o], so

S = 2 YS.

® st © von der Form (11 * o) mit 11,12 € FO[o], * € {A,V,—}, so
@S = (1S * ¥28).
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substi

® st  von der Form Qx ¢ mit Q € {3,V}, x € VAR, ¢ € FO[o], so ist

©S = QyyS,

wobei y und S’ wie folgt gewahlt sind:

® Sei U:= {u € Def(S) : u € frei(yp) und u # S(u)} (insbes. ist x € U, da
x & frei(p)).

® Falls x ¢ var(S)y), d.h. x kommt nicht in {S(u) : u € U} vor, so setze
y =X

® Falls x € var(S|y), so sei y die erste Variable in der Aufzdhlung
Vo, V1, V2, v3, ... von VAR, die weder in ¢ noch in var(S|y) vorkommt.

® Setze 8’ := Sy U{(x,y)}, d.h:
Def(8’) = UU {x}, 8'(x) = y und §'(u) = S(v) fiir alle u € U.
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Notation 0.40

(a) Wir schreiben o-Substitutionen & mit Def(S) = {x4,...,x,} und
t; = S(x;) fur i € {1,..., n} auch in der Form

ta,...,tn
X15e-0sXn

Insbesondere schreiben wir fiir FO[o]-Formeln ¢ auch

tl,.‘. tn

it an Stelle von  ¢S.
(b) Fiir eine Formel o(x, ..., x,) mit frei(p) C {x1,...,x,} und fiir Terme
t1,..., t, schreiben wir auch

o(t1,...,t,) an Stelle von @27“

v Xn

Entsprechende Schreibweisen verwenden wir auch fiir Terme.
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Beispiel 0.41
Sei 0 := {g, 12?}

(a) Fiir ¢ := R(vo, f(v1,12)) gilt

plavon R(vo, f(vo, VO))'

Vi,v2,V3
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Beispiel 0.41
Sei 0 := {g, 12?}

(a) Fiir ¢ := R(vp, f(v1, v2)) gilt

plavon R(vo, f(vo, VO))'

Vi,v2,V3

(b) Fiir ¢ :=3vg R(wo, f(v1, v2)) gilt

preflan) — Jyg [R(v, f(vy, vp)) ke ]

Vo, V2 V2, Vo

Jvo R(vo, f(vl, f(va, vl))).
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substituti

Beispiel 0.41
Sei 0 = {g, 12?}

(a) Fiir ¢ := R(vp, f(v1, v2)) gilt

plavon R(vo, f(vo, VO))'

Vi,v2,V3
(b) Fiir ¢ :=3vg R(wo, f(v1, v2)) gilt

el = o [R(vo, (v, 1)) ke |

V2, Vo
= 3w R(vo, f(v1,f(v1,11))).
() Fiir ¢ :=3vo R(vo, f(va, v2)) gilt
w% = dv3 [R(vo,f(vl,vz))m]

Vi,Vo

3V3 R(V3, f(Vo, Vz)).
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3:

Satz 0.42 (Substitutionslemma fiir Formeln)

Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, 3) eine o-Interpretation mit
var(S) C Def(5).

Fiir alle FO[o]-Formeln ¢ mit frei(¢) C Def(8) U Def(S) gilt:

ITEeS < ISk
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Kapitel 0: Einleitung - Abschnitt 0.3: Substituti

Satz 0.42 (Substitutionslemma fiir Formeln)

Sei S eine o-Substitution und sei T = (A, 3) eine o-Interpretation mit
var(S) C Def(5).
Fiir alle FO[o]-Formeln ¢ mit frei(¢) C Def(8) U Def(S) gilt:

ITEeS < ISk

Lemma 0.43

Fiir jeden o-Term t, jede FO[o]-Formel ¢ und jede Variable x € VAR gilt:
tX=t und p% =¢.
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.0:

Ziel dieses Kapitels ist, ein “formales Beweissystem”, den so genannten
Sequenzenkalkiil, kennenzulernen, mit dem man alle allgemeingiiltigen
FO-Formeln herleiten kann. Insbesondere folgt daraus dann, dass das Problem

Allgemeingiiltigkeitsproblem der Logik erster Stufe

Eingabe: Eine FO[o]-Formel ¢
Frage: Gilt Z = ¢ fiir alle zu ¢ passenden o-Interpretationen Z 7

semi-entscheidbar ist.
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.1: Beweiskalkiile

Definition 1.1 (Ableitungsregel; Kalkiil)
Sei M eine beliebige Menge.
(a) Eine Ableitungsregel iiber M hat die Form

a1
a
b
wobei n € N und a,...,a,, b€ M.
ai
(b) Wir bezeichnen ay,...,a, als die Voraussetzungen der Regel ‘_;n
b

und b als die Konsequenz.
Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (also mit n = 0) bezeichnen wir als
Axiome.

(c) Ein Kalkiil iiber M ist eine Menge von Ableitungsregeln iiber M.
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Definition 1.2 (Ableitbare Elemente)
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M.

(a) Sei V C M eine beliebige Teilmenge von M. Die Menge ablg(V) C M aller
aus V in R ableitbaren Elemente ist rekursiv wie folgt definiert:

(I) Fir alle b€ Vist b € ablg(V).
(I1) Fiir alle Axiome b in Rist b € ablg(V).
ai

(1) Fir alle Ableitungsregeln a:n in 8 gilt: Wenn ay,...,a, € ablg(V), so

auch b € ablg(V).

ablg(V) ist also die beziiglich ,,C" kleinste Teilmenge von M, die die
Abschlusseigenschaften (1), (11) und (IIl) besitzt.
Die Menge V wird auch Menge der Voraussetzungen genannt.

(b) Die Menge ablg := ablg(0) ist die Menge aller in £ ableitbaren Elemente
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Definition 1.3 (Ableitungen)
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M, sei V C M und sei a € M.
(a) Eine Ableitung von a aus V in 8 ist eine endliche Folge
(a1,...,ar) € M*, so dass £ € N>1,a, = a und fiir alle i € {1,.
® 3, € V oder
® 3, ist ein Axiom in R oder
b
® es gibt in & eine Ableitungsregel b , so dass b1, ..., b, € {a1,

=n
aj

(b) Eine Ableitung von a in R ist eine Ableitung von a aus 0 in &.
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.1: Beweiskalkiile

Definition 1.3 (Ableitungen)
Sei R ein Kalkiil iiber einer Menge M, sei V C M und sei a € M.

(a) Eine Ableitung von a aus V in 8 ist eine endliche Folge
(a1,...,ar) € M*, so dass £ € N>1,a, = a und fiir alle i € {1,.

® 3, € V oder

® 3 ist ein Axiom in R oder
by

® es gibt in R eine Ableitungsregel b , so dass b1, ..., b, € {a1,

=n
aj

(b) Eine Ableitung von a in R ist eine Ableitung von a aus 0 in &.

Beobachtung 1.4

Offensichtlich gilt:
a ist genau dann aus V in 8 ableitbar (gem&R Definition 1.2), wenn

es eine Ableitung von a aus V in £ gibt (gem3R Definition 1.3).
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.2: Ein Sequenzenkalkiil

Notation 1.5

® tuty,tt' U, u’, .. . bezeichnen immer o-Terme.

® 0,1, X,... bezeichnen immer FO[o]-Formeln.
O, W, by, &y, V... bezeichnen Mengen von FO[o]-Formeln.
I, AT, Ay, Ay, ... bezeichnen endliche Mengen von FO[o]-Formeln.
Fir & C FO[o] ist frei(®) := U frei(p).

ped

Manchmal schreiben wir auch frei(®, ¢) an Stelle von frei (dJ U {<p})

® |st M eine Menge, so schreiben wir L C. M, um auszudriicken, dass L eine
endliche Teilmenge von M ist.
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Definition 1.6 (Sequenzen)
(a) Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form
=,
wobei ' C, FO[o] und ¥ € FO[o].

Wir bezeichnen I als das Antezedens und 1 als das Sukzedens der
Sequenz I - .

(b) Wir schreiben Ms um die Menge aller Sequenzen zu bezeichnen, das heift:

Ms = {T k4 : T C.FO[o] und ¢ € FO[o]}.
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.2: Ein Sequenzenkalkiil

Definition 1.6 (Sequenzen)

(a) Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form
M=,

wobei ' C, FO[o] und ¥ € FO[o].
Wir bezeichnen I als das Antezedens und 1 als das Sukzedens der
Sequenz I - .

(b) Wir schreiben Ms um die Menge aller Sequenzen zu bezeichnen, das heift:

Ms = {T k4 : T C.FO[o] und ¢ € FO[o]}.

Notation 1.7
® Statt ' U {¢} F ¢ schreiben wir auch I, ¢ F .
e Statt {p1,...,pn} F 9 schreiben wir auch ¢y, ..., ¢, .
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Definition 1.8

Sei ® C FOJ[o] und sei ¢ € FO[o].

) folgt aus ® (bzw. ® impliziert ¢), kurz ® |= v, wenn fiir alle
o-Interpretationen Z, die zu ¢ und zu allen ¢ € ® passen, gilt: falls fiir alle

p € bgilt 7 = @, so gilt auch Z = 4.
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Definition 1.8

Sei ® C FOJ[o] und sei ¢ € FO[o].

) folgt aus ® (bzw. ® impliziert ¢), kurz ® |= v, wenn fiir alle
o-Interpretationen Z, die zu ¢ und zu allen ¢ € ® passen, gilt: falls fiir alle

p € bgilt 7 = @, so gilt auch Z = 4.
Notation 1.9
Sei ® C FOJ[o] und sei Z eine o-Interpretation.
® Wir sagen 7 passt zu P, falls Z zu jedem ¢ € ® passt.
® 7= & (in Worten: 7T erfiillt ¢) : < firalle p € dgilt: T = .
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Definition 1.10 (Korrekte Sequenzen und Sequenzenregeln)

(a) Eine Sequenz I' F 9 heifit korrekt, wenn gilt: T |= 1.
(b) SeikeN, Iq,..., M1 Ce FO[O‘], D1y, Pk+1 € FO[O’] Eine
Sequenzenregel

MNEer

M F ok
M1 F ks
heilt korrekt, wenn Folgendes gilt: Sind die Sequenzen I'; - ¢; fiir alle
i€{l,..., k} korrekt, so ist auch die Sequenz 'y1 F g1 korrekt.
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Die folgende Definition fiihrt einen Kalkiil iiber der Menge Ms aller Sequenzen
ein, den sogenannten Sequenzenkalkiil 5. Im Verlauf von Kapitel 1 werden
wir sehen, dass Folgendes gilt:

(a) Alle Ableitungsregeln, aus denen Rs besteht, sind korrekt. Daraus folgt
dann, dass auch alle in Rs ableitbaren Sequenzen korrekt sind.

(b) Ist & C FO[o] und ¢ € FO[o], so dass ® |= 1, dann gibt es ein [ C, &, so
dass die Sequenz ' F ¢ in Rs ableitbar ist.

Die Eigenschaften (a) und (b) werden Korrektheit bzw. Vollstdndigkeit des
Kalkiils 85 genannt. Der Einfachheit halber werden wir nur Formeln betrachten,
in denen keins der Symbole —, <> vorkommt.
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Definition 1.11 (Sequenzenkalkiil Rs)

Der Sequenzekalkiil s ist der Kalkiil iiber der Menge Ms aller Sequenzen, der
aus den folgenden Ableitungsregeln besteht — fiir alle ', T" C, FO[o],

©,,x € FO[o], t,u € T,, x,y € VAR:
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.2: Ein Sequenzenkalkiil

Definition 1.11 (Sequenzenkalkiil Rs)

Der Sequenzekalkiil s ist der Kalkiil iiber der Menge Ms aller Sequenzen, der
aus den folgenden Ableitungsregeln besteht — fiir alle ', T" C, FO[o],

©,,x € FO[o], t,u € T,, x,y € VAR:

Grundregeln
® \oraussetzungsregel (V):

e Fo
® Erweiterungsregel (E):

[ )
— 7 fallsTCr
MEe 00 =
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Aussagenlogische Regeln
® Fallunterscheidungsregel (FU):

ke
LyFe
M=
® Widerspruchsregel (W):
M=y
M= —y .
ﬁ (fur a”e "2} S FO[U])
e A-Einfiihrung im Antezedens (AA1), (AA2):
MLy kX Lok x
M (eAd)Fx M WAe)Ex
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e A-Einfiihrung im Sukzedens (AS):

[ )
M
M (eAv)
® V-Einfiihrung im Antezedens (VA):
Myt x
Ly x
M (eve) - x
® V-Einfiihrung im Sukzedens (VS1), (VSz):
M=o M=o
M (evy) r=@ve)
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Quantorenregeln
® V-Einfiihrung im Antezedens (VA):

Mos b9
I, Vxp =1
e V-Einfiihrung im Sukzedens (VS):

M= pl

Trvxe falls y & frei(T', Vxy)

® J-Einfilhrung im Antezedens (3A):

DOXEY sy o frei(r3
W , falls y & frei(T', 3x¢p, ¥)
e J-Einfiihrung im Sukzedens (3S):
(e cpf
N 3xp
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Gleichheitsregeln
® Reflexivitat der Gleichheit (G):

M- t=t
® Substitutionsregel (S):
Mt
Mt=u o
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Beispiel 1.12

(a) Fir alle ¢ € FO[o] ist 0 - (¢ V =) ableitbar in Ks:

(1)
()
3)
(4)
()
b) R(f(x
(1)
()

3)

Nicole Schwei

v Foo (V)

o F (V) (VSy) auf (1) angewendet

—p B oo V)

o F (pV-p) (VS2) auf (3) angewendet

0 F (pV-yp) (FU) auf (2), (4) angewendet.

)),Vx x=Ff(x) F R(f(f(x))) ist ableitbar in Rs:

R(F(x) S R(FK) W)

R(f(x)),x=f(x) F R(f(f(x))) (S) auf (1) mit

t:=x, u:=f(x)

R(f(x)),Vxx=f(x) b R(f(f(x))) (VA) auf  (2) mit

t:=x.

Folie 81



al

Kapitel 1: Vollstandigkei - Abschnitt 1.2: Ein S

Satz 1.13 (Korrekheit des Sequenzenkalkiils)
Alle Ableitungsregeln, aus denen Rs besteht, sind korrekt; und jede in s
ableitbare Sequenz ist korrekt.
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Definition 1.14 (Beweisbarkeit)
Sei @ C FO[o] und sei ¢ € FO[o]. Die Formel ¢ ist beweisbar aus ¢ (kurz:
® g, ), wenn es eine endliche Teilmenge ' von @ gibt, so dass die Sequenz

I+ ¢ in Rs ableitbar ist.
Ein Beweis von ¢ aus ® ist eine Ableitung einer Sequenz ' - ¢ in Rg fiir ein

Mc. o.
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Definition 1.14 (Beweisbarkeit)

Sei @ C FO[o] und sei ¢ € FO[o]. Die Formel ¢ ist beweisbar aus ¢ (kurz:
® g, ), wenn es eine endliche Teilmenge ' von @ gibt, so dass die Sequenz
I+ ¢ in Rs ableitbar ist.

Ein Beweis von ¢ aus ® ist eine Ableitung einer Sequenz ' - ¢ in Rg fiir ein
Mceo.

Aus Satz 1.13 folgt direkt:

Korollar 1.15
Fiir alle & C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt: Falls ® Fg. ¢, so ® |= .
Das heilt: Falls ¢ aus ® beweisbar ist, so folgt ¢ semantisch aus ®.
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Definition 1.14 (Beweisbarkeit)

Sei @ C FO[o] und sei ¢ € FO[o]. Die Formel ¢ ist beweisbar aus ¢ (kurz:
® g, ), wenn es eine endliche Teilmenge ' von @ gibt, so dass die Sequenz
I+ ¢ in Rs ableitbar ist.

Ein Beweis von ¢ aus ® ist eine Ableitung einer Sequenz ' - ¢ in Rg fiir ein
Mceo.

Aus Satz 1.13 folgt direkt:
Korollar 1.15

Fiir alle & C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt: Falls ® Fg. ¢, so ® |= .
Das heilt: Falls ¢ aus ® beweisbar ist, so folgt ¢ semantisch aus ®.

Unser Ziel im Rest von Kapitel 1 ist, zu zeigen, dass auch die Umkehrung von
Korollar 1.15 gilt, das heift: Fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

Phg. ¢ = o
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Definition 1.16

Sei ke N, Iq,...,Tkt1 Ce FO[o], ¢1,...,9k+1 € FO[o]. Eine Sequenzenregel

MFoer

M = ok
M1 F okt

heilt ableitbar (in Rs), wenn 'y 1 b @k11 aus der Menge
V={lit g :i€{l,...,k}} in Rs ableitbar ist.
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Definition 1.16

Sei ke N, Iq,...,Tkt1 Ce FO[o], ¢1,...,9k+1 € FO[o]. Eine Sequenzenregel

MFoer

M = ok
M1 F okt

heilt ableitbar (in Rs), wenn 'y 1 b @k11 aus der Menge
V={lit g :i€{l,...,k}} in Rs ableitbar ist.

Lemma 1.17

Sei s’ eine Erweiterung des Sequenzenkalkiils s um eine oder mehrere
ableitbare Sequenzenregeln. Dann ist eine Sequenz S genau dann in Rs’
ableitbar, wenn sie in Rs ableitbar ist.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate

Folie 84



Kapitel 1: Vollstandigkei - Abschnitt 1.3: Ableitk Regeln im Sequenzenkalkiil

Lemma 1.18 (Ableitbare aussagenlogische Sequenzenregeln)
Folgende Sequenzenregeln sind fiir alle T C, FO[o] und ¢,y € FO[o] ableitbar:

o Kettenschlussregel (KS):
M=o
Lyt
MNe=q

® Disjunktiver Syllogismus (DS):
M+ -
M (eVvy)
M=

® Modus Ponens (MP):
)
r-(p—v)
M=
Folie 85
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® Kontrapositionsregeln (KP):

o _DyptY
M=k -
o ok
M-
o Lok
M=k p
o ek
Myke
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Lemma 1.19 (Ableitbare Quantorenregeln)

Folgende Sequenzenregeln sind fiir alle T C, FO[o], alle ¢ € FO[o] und alle
x € VAR ableitbar:
Quantorenaustauschregeln (QA):

1) M- =xp
[+ 3x -
MNE3x -

2) X ¥P
M= -=Vxp
M- —=3x ¢

3) M= Vx—p

gy LEYx7e
M- —=3xp
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Lemma 1.20 (Ableitbare Gleichheitsregeln)
Folgende Sequenzenregeln sind ableitbar — fiir alle T C. FO[o], fiir alle
tyu, ty,uy, b, U, € Ty

® Symmetrie der Gleichheit (SG):

FFt=u

NFu=t
o Transitivitat der Gleichheit (TG):

't =1t

=1t

[t =1t3

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 88



Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.3: Ableitbare Regeln im Sequenzenkalkiil

o Vertraglichkeitsregeln fiir die Gleichheit:

(VR): Fiir alle Relationssymbole R € o und fiir r :== ar(R):
Me R(ty,...,t)
r-ti=uw

M-t =u
e R(ux,...,ur)

(VF): Fiir alle Funktionssymbole f € o und fiir r := ar(f):
rFti=uw

M=t =u
I'Ff(tl,..,,t,):f(ul,...,u,)
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Kapitel 1: Vollstandigkeitssatz - Abschnitt 1.4: Widerspruchsfreiheit und das syntaktische Endlichkeitslemma

Definition 1.21 (Widerspruchsfreiheit)

Sei ® C FOJo].
(a) @ heiBt widerspruchsvoll, falls es ein ¢ € FO[o] gibt, so dass ® g, ¢ und
$ F_QS .

Das heift: ¢ ist widerspruchsvoll, falls sich im Sequenzenkalkiil fs ein
Widerspruch herleiten |3sst.

(b) @ heiBt widerspruchsfrei, falls ® nicht widerspruchsvoll ist.
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Definition 1.21 (Widerspruchsfreiheit)

Sei ® C FOJo].
(a) @ heiBt widerspruchsvoll, falls es ein ¢ € FO[o] gibt, so dass ® g, ¢ und
$ F_QS .

Das heift: ¢ ist widerspruchsvoll, falls sich im Sequenzenkalkiil fs ein
Widerspruch herleiten |3sst.
(b) @ heiBt widerspruchsfrei, falls ® nicht widerspruchsvoll ist.

Definition 1.22 (Erfillbarkeit)
Eine Formelmenge ® C FO[o] heilt erfiillbar, falls es eine zu ® passende
o-Interpretation Z mit Z = ¢ gibt.
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Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils (Korollar 1.15) folgt, dass erfiillbare
Formelmengen widerspruchsfrei sind:

Korollar 1.23
Fiir alle ® C FOlo] gilt: Falls & erfiillbar ist, so ist ® widerspruchsfrei.
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Aus der Korrektheit des Sequenzenkalkiils (Korollar 1.15) folgt, dass erfiillbare
Formelmengen widerspruchsfrei sind:

Korollar 1.23
Fiir alle ® C FOlo] gilt: Falls & erfiillbar ist, so ist ® widerspruchsfrei.

Beweis: Sei ® C FO[o] und sei Z = (A, ) eine zu ® passende o-Interpretation
mit Z = ¢.

Angenommen, ® wire widerspruchsvoll. Dann gibt es gem&R Definition 1.21 ein
¢ € FO[o], so dass ® g, ¢ und ® g, —p. Aus Korollar 1.15 folgt, dass
dEpund ® = —p.

Natiirlich kénnen wir den Definitionsbereich von § so erweitern, dass Z zu ¢
passt. Wegen Z = ® und ® = ¢ und & = —p gilt dann: Z | ¢ und T = —o.
7

O
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Lemma 1.24
Fiir alle & C FO[o] gilt:

(a) & ist widerspruchsvoll < fiir alle ¢ € FO[o] gilt ® Fg, ¢

(b) ® ist widerspruchsfrei <= es gibt ein ¢ € FO[o], so dass ® /g, .t

(c) @ ist widerspruchsvoll <— & g, Ivg vo=vp.

INotation: Wir schreiben ® 7as ®, um auszudriicken, dass nicht ® =g, ¢ gilt.
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Lemma 1.25
Fiir alle ® C FO[o] und alle ¢ € FO[o] gilt:

(a) Plg. ¢ <= S U{—p} ist widerspruchsvoll.

(b) ® kg, ~¢ < U {p} ist widerspruchsvoll.

(c) Falls ® widerspruchsfrei ist, so ist auch mindestens eine der beiden Mengen
U {¢} und ® U {—~¢} widerspruchsfrei.
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Kapitel 1: V.

Lemma 1.26 (Das syntaktische Endlichkeitslemma)

Fiir jedes ® C FO[o] gilt:
& st widerspruchsfrei <= jedes I C. & ist widerspruchsfrei.
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Lemma 1.26 (Das syntaktische Endlichkeitslemma)

Fiir jedes ® C FO[o] gilt:
& st widerspruchsfrei <= jedes I C. & ist widerspruchsfrei.

Beweis: ,—" : Angenommen, [ C. & ist widerspruchsvoll. GemiR
Lemma 1.24 (c) gilt dann T kg, Jvo ~vop=vy. Nach Definition 1.14 gilt dann
auch ¢ g, Ivp 7vp=vp. GemaR Lemma 1.24 (c) ist ¢ somit widerspruchsvoll. 4
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Lemma 1.26 (Das syntaktische Endlichkeitslemma)

Fiir jedes ® C FO[o] gilt:
& st widerspruchsfrei <= jedes I C. & ist widerspruchsfrei.

Beweis: ,—" : Angenommen, [ C. & ist widerspruchsvoll. GemiR
Lemma 1.24 (c) gilt dann T kg, Jvo ~vop=vy. Nach Definition 1.14 gilt dann
auch ¢ g, Ivp 7vp=vp. GemaR Lemma 1.24 (c) ist ¢ somit widerspruchsvoll. 4

»<—": Angenommen, ¢ wire widerspruchsvoll.

Lemma 1.24 (c) ergibt ® kg, Ivo —vo = vo. GemiR Definition 1.14 gibt es
daher ein I C, &, so dass I kg, Ivp ~vp = vp. Lemma 1.24 (c) ergibt
wiederum, dass I" widerspruchsvoll ist. 4
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Satz 1.27 (Der Vollstandigkeitssatz)

Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln
v € FO[o] gilt:

(a) q)'_ﬁs@ g (D’:SD

(b) & ist widerspruchsfrei <= & ist erfiillbar.
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Satz 1.27 (Der Vollstandigkeitssatz)

Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln
v € FO[o] gilt:

(a) PFp.p <= dE=¢p

(b) & ist widerspruchsfrei <= & ist erfiillbar.
Das folgende Lemma liefert den Schliissel fiir den Beweis des
Vollstandigkeitssatzes.

Lemma 1.28 (Erfiillbarkeitslemma)

Fiir alle Signaturen o gilt: Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o] ist
erfiillbar.
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Beweis von Satz 1.27 (Vollstdndigkeitssatz):

(b) ,,=": Dies ist gerade die Aussage des Erfiillbarkeitslemmas (Lemma 1.28).
.<=": Korollar 1.23 (einfache Folgerung aus der Korrektheit des
Sequenzenkalkiils).

(a) ,=" : Korollar 1.15 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils).
.<=": Es gelte ® = ¢. Angenommen, ® Fqa. o.
Aus Lemma 1.25 (a) folgt dann, dass ® U {—p} widerspruchsfrei und
gemal Erfiillbarkeitslemma also auch erfiillbar ist. Das heiBt, es gibt eine
o-Interpretation Z mit Z = ® U {—p}. Somit gilt Z = ¢ und Z = —p.
Laut Voraussetzung gilt aber ® = ¢ und daher gilt 7 = ¢. 4
O
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Definition 1.29 (Termstruktur Ae und Terminterpretation Zg)

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
(a) Die o-Struktur Ag ist folgendermaRen definiert

® Ay := T, (das heilt: das Universum von Ag¢ besteht aus der Menge
aller o-Terme).

® Fiir alle Konstantensymbole ¢ € ¢ ist c** := c.
® Fir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fir alle t1,...,tx € T

ist
FA(tr, ... ) = f(ta,. .., t).
® Fiir alle Relationssymbole R € o und fiir k := ar(R) ist
RA® = {(tr,...,tx) € TH: ®Fag R(ts,..., t)}.

Die Struktur A¢ heillt Termstruktur von .
(b) Die Belegung Bo: VAR — A ist definiert durch

Bo(x) = x, fiir alle x € VAR.

(c) Die o-Interpretation Zo:= (Ag¢, B¢o) heilt Terminterpretation von ¢,
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Beobachtung 1.30

(a) Firalle t € T, gilt:  [t]%* = t.
(b) Fiir alle R € o, fiir k := ar(R) und fir alle t,...,tx € T, gilt:

Zo E R(t1,...,tk) <= Otg R(t1,..., k).
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Kapitel 1: Vollstindigkeitssatz - Abschnitt 1.5: Der Vollstindigkeitssatz

Beobachtung 1.30

(a) Firalle t € T, gilt:  [t]%* = t.
(b) Fiir alle R € o, fiir k := ar(R) und fir alle t,...,tx € T, gilt:

Zo E R(t1,...,tk) <= ®bg, R(t1,. .., t).

Beobachtung 1.31

Fir alle t1,t, € T, mit ty # t gilt Zo £ t1 = to.

Somit gilt: Falls es Terme t; und to mit t; # t» gibt, so dass ® g, t; = 13, so
ist Zo [~ O.

Ziel: Modifiziere Zy so zu einer o-Interpretation [Ze], dass fiir alle ¢ € FO[o]

gilt:
[To]Fo <= Py
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Definition 1.32 (Kongruenzrelation ~ auf T,)
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o]. Die zweistellige Relation ~¢ auf T, sei

folgendermalen definiert. Fiir alle t,u € T, gilt:
trou &= Olg t=u
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Definition 1.32 (Kongruenzrelation ~ auf T,)
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o]. Die zweistellige Relation ~¢ auf T, sei

folgendermalen definiert. Fiir alle t,u € T, gilt:
trou &= Olg t=u

Lemma 1.33
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) Die Relation ~¢ ist eine Aquivalenzrelation auf T,.
(b) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fiir alle o-Terme
B, ooy thy ULy ey U € Ty mit ty ~o Uy, ..., ty ~o Uk Gilt:

f(t17...7fk) ~o f(u17...,uk).

(c) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle o-Terme

B,y by Uy U € Ty mit ty ~¢ Uy, ..., tx ~o Uk gi/t.'

$ l_ﬁs R(tl, ey tk) — ¢ Fﬁs R(ul, ey uk).
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Korollar 1.34
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o]. Die Relation ~¢ ist eine
Kongruenzrelation auf Ae, das heiBt es gilt:

(a) ~q ist eine Aquivalenzrelation auf Ag.
(b) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fiir alle
at,...,ak, b1,...,bx € Ap mit a1 ~¢ b1,...,ak ~o bi gi/t.‘

on(alv .. '7ak) ~o on(bla ey bk)

(c) Fiir alle Relationssymbole R € o, fiir k := ar(R) und fiir alle
a,...,ak, b1,...,bx € Ap mit a; ~¢ by,...,ax ~o by gl'/t.‘

Aq,):R(al,...,ak) <~ A¢|:R(b1,...,bk).
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Definition 1.35 (Die reduzierte Termstruktur [Ag], die reduzierte
Terminterpretation [Ze])
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].
(a) Fir jedes t € T, sei
[tle == {ue T,:t~o u}

die Aquivalenzklasse von t beziiglich ~¢ in T,.
(b) Die o-Struktur [Ae] sei folgendermaBen definiert
(1) Das Universum von [As] ist die Menge

[Ae] == {[tle : te T}

(das heiRt: [As] besteht aus allen Aquivalenzklassen von o-Termen).

(11) Fiir alle Konstantensymbole ¢ € o ist ¢l := [c]o.
(111) Fiir alle Relationssymbole R € ¢ und fiir k := ar(R) ist

Rl .= {([tl]q:,...,[tk]tb) Dt te) € RA°}~
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(IV) Fiir alle Funktionssymbole f € o, fiir k := ar(f) und fiir alle
t1,...,tx € T, ist

f[A°]([t1]¢,...,[tk]¢) = [FA ()] -

Beachte
Dies ist wohldefiniert, da gemiR Korollar 1.34 (b) fiir alle
ti,e. b, U, ..., U € T, mit [tl]q; = [L11]q>7 Cey [tk]cp = [uk]¢ g”t:

[fA¢(t1, ey tk)Lb = [f'AQ(Ul, ceey Uk)]¢.

Die o-Struktur [Ag] heift reduzierte Termstruktur von ®.
(c) Die Belegung [Bs]: VAR — [As] ist fiir alle x € VAR definiert durch

[Bo](x) = [Bo(x)]y = [Xlo-

(c) Die o-Interpretation [Zo]:= ([As], [3s]) heilt reduzierte
Terminterpretation von ¢.
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Lemma 1.36
(a) Fiiralle t € T, gilt: [t]1Z?] = [t]e.
(b) Fiir alle atomaren FO[o]-Formeln ¢ gilt: [Io] = <= P lg, p.
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Definition 1.37
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) @ heilt negationstreu, wenn fiir alle ¢ € FO[o] gilt:
Olg, @ oder & kg .

(b) ¢ enthdlt Beispiele, wenn fiir alle FO[o]-Formeln der Form 3x ¢ (mit
x € VAR und ¢ € FO[o]) gilt: Es gibt einen Term t € T,, so dass

® Fgo (Ixp = @i).
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Definition 1.37
Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o].

(a) @ heilt negationstreu, wenn fiir alle ¢ € FO[o] gilt:
Olg, @ oder & kg .

(b) ¢ enthdlt Beispiele, wenn fiir alle FO[o]-Formeln der Form 3x ¢ (mit
x € VAR und ¢ € FO[o]) gilt: Es gibt einen Term t € T,, so dass

® Fgo (Ixp = @i).

Satz 1.38 (Der Satz von Henkin)
Sei o eine Signatur. Sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die widerspruchsfrei und
negationstreu ist und Beispiele enthalt. Dann gilt fiir jedes ¢ € FO[o]:

[To]Fe <= kg0

Beachte: Daraus folgt insbesondere, dass [Zo] = ®.
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Lemma 1.39

Sei o eine abzédhlbare Signatur, und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie
Formelmenge bei der

die Menge VAR \ frei(®) unendlich ist. (1)

Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge W C FO[o] mit W D &, so
dass V Beispiele enthilt.
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Lemma 1.39

Sei o eine abzédhlbare Signatur, und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie
Formelmenge bei der

die Menge VAR \ frei(®) unendlich ist. (1)

Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge W C FO[o] mit W D &, so
dass V Beispiele enthilt.

Lemma 1.40

Sei o eine abzéhlbare Signatur, und sei W C FO[o] eine widerspruchsfreie
Formelmenge. Dann gibt es eine widerspruchsfreie Formelmenge © C FO[o]| mit
© DV, die negationstreu ist.
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Lemma 1.41 (Erfiillbarkeitslemma fiir abzihlbare Signaturen)

Sei o eine abzéhlbare Signatur und sei ® C FO[o] eine widerspruchsfreie
Formelmenge.
Dann ist & erfiillbar.
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Notation 1.42

® Fiir eine Signatur o schreiben wird &,, um den beziiglich o definierten
Sequenzenkalkiil &5 zu bezeichnen.

® Sind o und & Signaturen mit o C & und ist & C FO[o], so heilt ¢
widerspruchsvoll beziiglich &, falls es eine FO[§]-Formel ¢ gibt, so dass

Slg, ¢ und Plg, -

® & heilt widerspruchsfrei beziiglich &, falls ® nicht widerspruchsvoll
beziiglich & ist.
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Lemma 1.39’

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die beziiglich o

widerspruchsfrei ist. Dann gibt es eine Signatur & O o und eine Formelmenge

W C FOI3], fiir die gilt:

(1) dCwv

(2) W ist widerspruchsfrei beziiglich &.

(3) W enthilt Beispiele beziiglich &, das heilt fiir jede FO[6]-Formel der Form
Ixe (mit x € VAR und ¢ € FO[5]) gibt es einen Term t € T, so dass
Vg, (3xp = pl).
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Lemma 1.40’

Sei & eine Signatur und sei W C FO[8] eine beziiglich & widerspruchsfreie
Formelmenge. Dann gibt es eine Formelmenge © mit W C © C FO[5], die
beziiglich 6 widerspruchsfrei und negationstreu ist.

Klar: Falls W beziiglich 5 Beispiele enthilt, so auch ©.
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Bevor wir Lemma 1.40" beweisen, schlieBen wir zunichst den Beweis des
Erfiillbarkeitslemmas und des Vollstindigkeitssatzes fiir beliebige Signaturen ab.
Lemma 1.28 (Erfiillbarkeitslemma)

Fiir alle Signaturen o gilt: Jede widerspruchsfreie Formelmenge ® C FO[o] ist
erfiillbar.
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Wie zu Beginn des Kapitels bereits gesehen, folgt aus der Korrektheit des
Sequenzenkalkiils und aus dem Erfiillbarkeitslemma der

Satz 1.27 (Der Vollstandigkeitssatz)

Fiir alle Signaturen o, alle Formelmengen ® C FO[o] und alle Formeln
¢ € FO[o] gilt:

(a) Phpop <= Do
(b) & ist widerspruchsfrei <= & ist erfiillbar.
Um den Beweis abzuschlieRen, miissen wir nur noch Lemma 1.40" beweisen.

Zum Beweis von Lemma 1.40" nutzen wir das Zornsche Lemma. Als
Hinfiihrung zum Zornschen Lemma hier ein kleiner Exkurs.
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Auswahlaxiom (AC)

Zu jeder Menge Y von nicht-leeren, zueinander disjunkten Mengen gibt es
eine Menge Y’, die von jedem Element aus Y genau ein Element enthilt.
Eine solche Menge Y’ wird auch Auswahlmenge zu Y genannt.
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Auswahlaxiom (AC)

Zu jeder Menge Y von nicht-leeren, zueinander disjunkten Mengen gibt es
eine Menge Y’, die von jedem Element aus Y genau ein Element enthilt.
Eine solche Menge Y’ wird auch Auswahlmenge zu Y genannt.

Man sieht leicht, dass das Auswahlaxiom &dquivalent ist zu folgenden Aussage.

Auswahlfunktionen auf Potenzmengen (x)

Auf der Potenzmenge P(M) einer jeden nicht-leeren Menge M gibt es
eine Auswahlfunktion, d.h. eine Funktion f : P(M) — M, die folgende
Eigenschaft hat: Fir alle X C M mit X # 0 ist f(X) € X.

(Das heiBt: f ordnet via x := f(X) jeder nicht-leeren Menge X C M einen
Reprdsentanten x € X zu.)

Lemma 1.43

Das Auswahlaxiom ist dquivalent zu der Aussage ().
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Wohlordnungssatz (WOS)

Jede nicht-leere Menge M ldsst sich wohlordnen, das bedeutet es gibt

eine 2-stellige Relation < C M x M, so dass (M, <) eine Wohlordnung
ist.
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Definition 1.44 (Wohlordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M. Die Struktur (M, <) heift
Wohlordnung, falls gilt:
(1) (M, <) ist eine strikte lineare Ordnung, das heiBt es gilt
(i) < ist irreflexiv, das heift fiir alle a € M ist (a, a) ¢<.
(ii) < ist transitiv, das heift fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch

a<c.
(iii) < ist konnex, das heiBt fiir alle a, b € M ist a < b oder a = b oder b < a.
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Definition 1.44 (Wohlordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M. Die Struktur (M, <) heift
Wohlordnung, falls gilt:
(1) (M, <) ist eine strikte lineare Ordnung, das heiBt es gilt
(i) < ist irreflexiv, das heift fiir alle a € M ist (a, a) ¢<.
(ii) < ist transitiv, das heift fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch

a<c.
(iii) < ist konnex, das heiBt fiir alle a, b € M ist a < b oder a = b oder b < a.

Beachte
Aus (i) und (ii) folgt, dass < antisymmetrisch ist, das heift fiir alle a, b,€ M

mit a < b ist (b, a) ¢<.
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Definition 1.44 (Wohlordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M. Die Struktur (M, <) heift

Wohlordnung, falls gilt:
(1) (M, <) ist eine strikte lineare Ordnung, das heiBt es gilt
(i) < ist irreflexiv, das heiBt fiir alle a € M ist (a, a) €<.
(i) < ist transitiv, das heiBt fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch

a<c.
(iii) < ist konnex, das heiBt fiir alle a, b € M ist a < b oder a = b oder b < a.

Beachte
Aus (i) und (ii) folgt, dass < antisymmetrisch ist, das heift fiir alle a, b,€ M

mit a < b ist (b, a) ¢<.

(2) (M, <) ist fundiert, das heilt Jede nicht-leere Menge X C M enthilt eine
beziiglich < in X kleinstes Element, das heifit ein xo € X, so dass es kein
x" € X gibt mit x’ < xo.
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Definition 1.44 (Wohlordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M. Die Struktur (M, <) heift
Wohlordnung, falls gilt:
(1) (M, <) ist eine strikte lineare Ordnung, das heiBt es gilt
(i) < ist irreflexiv, das heift fiir alle a € M ist (a, a) ¢<.
(i) < ist transitiv, das heiBt fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch

a<c.
(iii) < ist konnex, das heiBt fiir alle a, b € M ist a < b oder a = b oder b < a.

Beachte
Aus (i) und (ii) folgt, dass < antisymmetrisch ist, das heift fiir alle a, b,€ M

mit a < b ist (b, a) ¢<.

(2) (M, <) ist fundiert, das heilt Jede nicht-leere Menge X C M enthilt eine
beziiglich < in X kleinstes Element, das heifit ein xo € X, so dass es kein

x" € X gibt mit x’ < xo.

Beachte
Wegen (1) gilt also fiir alle x’ € X mit x” # xg, dass xo < x’.
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Definition 1.45 (Halbordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M.

(a) Die Struktur (M, <) heiRt Halbordnung, falls gilt:

(i) =X ist reflexiv, das heiBt fiir alle 2 € M ist (a,a) €=.
(ii) =< ist antisymmetrisch, das heift fiir alle a,b € M mit a < bund b < a ist
b= a.
(iii) =< ist transitiv, das heift fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch
a=<c.
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Definition 1.45 (Halbordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M.
(a) Die Struktur (M, <) heiRt Halbordnung, falls gilt:
(i) =X ist reflexiv, das heiBt fiir alle 2 € M ist (a,a) €=.
(ii) =< ist antisymmetrisch, das heift fiir alle a,b € M mit a < bund b < a ist
b= a.
(iii) = ist transitiv, das heiBt fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch
a=<c.
(b) Sei (M, <) eine Halbordnung.
® Eine Kette in (M, <) ist eine Menge K C M, so dass fiir alle Elemente
a,b € K gilt: a < b oder b < a. (das heilt alle Elemente in K sind bzgl. <
miteinander vergleichbar)
® Ein Element a € M ist eine obere Schranke einer Kette K in (M, <), wenn
fir alle b € K gilt b < a.
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Definition 1.45 (Halbordnung)
Sei M eine Menge und sei < C M x M.
(a) Die Struktur (M, <) heiRt Halbordnung, falls gilt:
(i) =X ist reflexiv, das heiBt fiir alle 2 € M ist (a,a) €=.
(ii) =< ist antisymmetrisch, das heift fiir alle a,b € M mit a < bund b < a ist
b= a.
(iii) = ist transitiv, das heiBt fiir alle a, b,c € M mit a < b und b < c ist auch
a=<c.
(b) Sei (M, <) eine Halbordnung.
® Eine Kette in (M, <) ist eine Menge K C M, so dass fiir alle Elemente
a,b € K gilt: a < b oder b < a. (das heilt alle Elemente in K sind bzgl. <
miteinander vergleichbar)
® Ein Element a € M ist eine obere Schranke einer Kette K in (M, <), wenn
fir alle b € K gilt b < a.
(c) Sei (M, =) eine Halbordnung. Ein maximales Element in (M, <) ist ein
Element a € M, so dass es kein b € M mit a < b und a # b gibt.
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Zornsches Lemma

Fiir jede Halbordnung (M, <) gilt: Falls jede Kette K in (M, <) eine obere
Schranke in M hat, so besitzt (M, <) ein maximales Element.
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Satz 2.1 (Endlichkeitssatz bzw. Kompaktheitssatz)

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o]| eine Formelmenge. Dann gilt:

(a) & ist erfiillbar < Jede endliche Teilmenge von & ist erfiillbar.
(b) Fiir jedes 1) € FO[o] gilt:

¢ =1y <= Es gibt eine endliche Menge T C ® mit T |=4.
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Beweis:
(a)
o erfiillbar — ® widerspruchsfrei
Vollst.satz
<:> Jede endl. Teilmenge von @ ist widerspruchsfrei.
1.26
(Syntakt Endllchkeltslemma)
= Jede endliche Teilmenge von @ ist erfiillbar.
Vollst.satz
(b) ® =4 = Olg, ¥
Vollst.satz
— es gibt ein endliches ' C ®, so dass I g, ¥

es gibt ein endliches ' C &, so dass I' = 4.

Vollst.satz
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Definition 2.2 (Modellklassen und Axiomatisierbarkeit)
Sei o eine Signatur.
(a) Fir eine Menge ¢ von FO[o]-S&tzen sei

MOD,(®) := {A: Aist eine o-Struktur mit A = ¢}

die Modellklasse von ¢ beziiglich o.
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Definition 2.2 (Modellklassen und Axiomatisierbarkeit)

Sei o eine Signatur.
(a) Fir eine Menge ¢ von FO[o]-S&tzen sei

MOD,(®) := {A: Aist eine o-Struktur mit A = ¢}

die Modellklasse von ¢ beziiglich o.

(b) Eine Klasse K von o-Strukturen heilst (erststufig) axiomatisierbar (oder
A-elementar), wenn es eine Menge ¢ von FO[o]-S&tzen gibt, so dass
K = MOD, ().
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Definition 2.2 (Modellklassen und Axiomatisierbarkeit)
Sei o eine Signatur.
(a) Fir eine Menge ¢ von FO[o]-S&tzen sei

MOD,(®) := {A: Aist eine o-Struktur mit A = ¢}

die Modellklasse von ¢ beziiglich o.

(b) Eine Klasse K von o-Strukturen heilst (erststufig) axiomatisierbar (oder
A-elementar), wenn es eine Menge ¢ von FO[o]-S&tzen gibt, so dass
K = MOD, ().

(c) Eine Klasse K von o-Strukturen heit endlich axiomatisierbar (oder

elementar), wenn es eine endliche Menge ¢ von FO[o]-S&tzen gibt, so
dass K = MOD, ().
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L&

Beobachtung 2.3

K ist genau dann endlich axiomatisierbar, wenn es einen FO[o]-Satz ¢ mit
K = MOD,({¢}) gibt.
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Beobachtung 2.3

K ist genau dann endlich axiomatisierbar, wenn es einen FO[o]-Satz ¢ mit
K = MOD,({¢}) gibt.

Korollar 2.4
Fiir jede Klasse IC von o-Strukturen gilt:

K ist elementar <= K¢ := {A: A ist eine o-Struktur mit A ¢ K}

ist endlich axiomatisierbar.
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L& und

Definition 2.5 (Machtigkeit von Mengen)

Zwei Mengen A und B heien gleichméchtig (kurz: A ~ B), wenn es eine
bijektive Abbildung von A nach B gibt.

A heit hochstens so machtig wie B (kurz: A < B) und B heit mindestens
so mdchtig wie A, wenn es eine injektive Abbildung von A nach B gibt.

A heift schméchtiger (oder: weniger méachtig) als B (kurz: A < B), wenn es
eine injektive, aber keine bijektive Abbildung von A nach B gibt.
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Definition 2.5 (Machtigkeit von Mengen)

Zwei Mengen A und B heien gleichméchtig (kurz: A ~ B), wenn es eine
bijektive Abbildung von A nach B gibt.

A heit hochstens so machtig wie B (kurz: A < B) und B heit mindestens
so mdchtig wie A, wenn es eine injektive Abbildung von A nach B gibt.

A heift schméchtiger (oder: weniger méachtig) als B (kurz: A < B), wenn es
eine injektive, aber keine bijektive Abbildung von A nach B gibt.

Definition 2.6

Die Machtigkeit einer o-Struktur ist die Machtigkeit ihres Universums.

Wir bezeichnen eine Menge M als abzahlbar, wenn sie entweder endlich ist oder
dieselbe Machtigkeit wie N besitzt. Eine Menge M heilt iiberabzahlbar, wenn
sie nicht abzahlbar ist.

Eine Struktur ist endlich, unendlich, abzihlbar, liberabzihlbar, wenn ihr
Universum die entsprechende Michtigkeit besitzt.
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heim und Skol - Abschnitt 2.1: Der Endlichkeitssatz

Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L&

Satz 2.7

Fiir jede Signatur o ist die Klasse aller unendlichen o-Strukturen
axiomatisierbar.
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L& und Skol - Abschnitt 2.1: Der Endlichkei

Lemma 2.8

Sei o eine Signatur.

Sei ® C FO[o] eine Formelmenge, fiir die Folgendes gilt: Fiir jedes n € N gibt es
ein m € N mit m > n und eine o-Struktur A mit |A| = m und A= ® (d.h.
besitzt beliebig groBe endliche Modelle). Dann besitzt ® auch ein unendliches
Modell, d.h., es gibt eine o-Struktur B mit |B| = co und B | ®.
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Skol. . Abschnitt 2.1: Der Endlichkeit

Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von Ldwenheim und

Satz 2.9 (Nicht-Axiomatisierbarkeit der Endlichkeit)

Fiir jede Signatur o gilt:
(a) Die Klasse aller endlichen o-Strukturen ist nicht axiomatisierbar.

(b) Die Klasse aller unendlichen o-Strukturen ist nicht endlich
axiomatisierbar.

Satz 2.10 (Nicht-Axiomatisierbarkeit von Graph-Zusammenhang)

Die Klasse

G = {G=(V, EG) . V ist eine Menge, E¢ C V x V und fa. a,be V
gibt es in EC einen Weg endlicher Linge von a nach b }

aller stark zusammenhéngenden (endlichen oder unendlichen) gerichteten
Graphen ist nicht axiomatisierbar.
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heim und Skol - Abschnitt 2.2: Die S&tze von L&wenheim und Skolem

Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L&

Satz 2.11 (Der Satz von Léwenheim und Skolem)

Sei o eine Signatur.
Jede abzahlbare, erfiillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein abzahlbares

Modell.
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die S&tze von L&wenheim und Skol - Abschnitt 2.2: Die Sitze von Ldwenheim und Skolem

Satz 2.11 (Der Satz von Léwenheim und Skolem)

Sei o eine Signatur.
Jede abzahlbare, erfiillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein abzahlbares
Modell.

Korollar 2.12
Sei o eine abzihlbare Signatur.
Dann ist die Klasse aller iiberabzéhlbaren o-Strukturen nicht axiomatisierbar.
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hei Skol. - Abschnitt 2.2: Die S&tze von L&wenheim und Skolem

und

Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L&

Satz 2.13 (Absteigender Satz von Léwenheim und Skolem)

Sei o eine Signatur.

Jede erfiillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein Modell, dessen Michtigkeit
héchstens so groB ist wie die Machtigkeit von FO[ol].
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die S&tze von L&wenheim und Skol - Abschnitt 2.2: Die Sitze von Ldwenheim und Skolem

Satz 2.13 (Absteigender Satz von Léwenheim und Skolem)

Sei o eine Signatur.
Jede erfiillbare Formelmenge ® C FO[o] besitzt ein Modell, dessen Michtigkeit
héchstens so groB ist wie die Machtigkeit von FO[ol].

Satz 2.14 (Aufsteigender Satz von Léwenheim und Skolem)

Sei o eine Signatur und sei ® C FO[o] eine Formelmenge, die ein unendliches
Modell besitzt. Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell von ®, dessen
Maéchtigkeit mindestens so grol wie die Machtigkeit von M ist.
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Abschnitt 2.3:

Elementare Aquivalenz und
Nichtstandardmodelle



Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L&
Nichtstandardmodelle

und Skolem - Abschnitt 2.3: El tare Aquival und

Definition 2.15

Sei o eine Signatur.

(a) Zwei o-Strukturen A und B heiRen elementar dquivalent (kurz: A = B),
wenn sie dieselben FO[o]-Satze erfiillen (d.h.: Fiir jeden FO[o]-Satz ¢ gilt:

AEp <= BEy).

(b) Die Theorie Th(.A) einer o-Struktur A ist die Menge aller FO[o]-Satze, die
A erfiillt. D.h.:

Th(A) = {p € FO[o] : ¢ ist ein Satz mit A = ¢}.
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die S&tze von Ldwenheim und Skolem - Abschnitt 2.3: El, tare Aquivalenz und
Nichtstandardmodelle

Definition 2.15

Sei o eine Signatur.

(a) Zwei o-Strukturen A und B heiRen elementar dquivalent (kurz: A = B),
wenn sie dieselben FO[o]-Satze erfiillen (d.h.: Fiir jeden FO[o]-Satz ¢ gilt:

AEp <= BEy).

(b) Die Theorie Th(.A) einer o-Struktur A ist die Menge aller FO[o]-Satze, die
A erfiillt. D.h.:

Th(A) = {p € FO[o] : ¢ ist ein Satz mit A = ¢}.
Klar
® Fiir alle FO[o]-Satze ¢ und alle o-Strukturen A gilt: entweder ¢ € Th(.A)

oder = € Th(A).
e Fiir alle o-Strukturen A und B gilt: A= B <= Th(A) = Th(B).
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von Ldwenheim und Skol - Abschnitt 2.3: El Aquival und

Nichtstandardmodelle

Korollar 2.16
Fiir jede Signatur o und jede o-Struktur A ist die Klasse aller zu A elementar
dquivalenten o-Strukturen axiomatisierbar (durch die Menge ® := Th(A)).
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von Ldwenheim und

Nichtstandardmodelle

Korollar 2.16

Fiir jede Signatur o und jede o-Struktur A ist die Klasse aller zu A elementar
dquivalenten o-Strukturen axiomatisierbar (durch die Menge ® := Th(A)).

Bemerkung 2.17

Sei o eine beliebige Signatur und sei A eine o-Struktur.
(a) Ist A endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen B:

B=A <— B=A.
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Skolem - Abschnitt 2.3: El tare Aqui und

Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von Ldwenheim und

Nichtstandardmodelle

Korollar 2.16
Fiir jede Signatur o und jede o-Struktur A ist die Klasse aller zu A elementar

dquivalenten o-Strukturen axiomatisierbar (durch die Menge ® := Th(A)).

Bemerkung 2.17

Sei o eine beliebige Signatur und sei A eine o-Struktur.
(a) Ist A endlich, so gilt fiir alle o-Strukturen B:

B=A <— B=A.

(b) Ist A unendlich, so gibt es eine o-Struktur B mit B = A, aber B % A.
Dies folgt leicht aus dem aufsteigenden Satz von Léwenheim und Skolem.
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von L& und Skol - Abschnitt 2.3: El tare Aquival und

Nichtstandardmodelle

Zur Erinnerung (Standardmodell der Arithmetik)

® oar = {<,+, %X,0,1}, wobei < ein 2-stelliges Relationssymbol ist, + und
x zwei 2-stellige Funktionssymbole sind und 0 und 1 zwei
Konstantensymbole sind.

® Das Standardmodell der Arithmetik ist die oa,-Struktur
N o= (NN VN oM 1Y),

wobei <V, +V . xN die natiirliche lineare Ordnung, Addition bzw.
Multiplikation auf N sind, und ON, 1V die Zahlen 0 und 1 sind.

Definition 2.18

Ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist eine zu A elementar dquivalente,
aber nicht-isomorphe oa,-Struktur.
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Kapitel 2: Der Endlichkeitssatz und die Sitze von Ldwenheim und Skolem - Abschnitt 2.3: El Aquivalenz und
Nichtstandardmodelle

Aus Bemerkung 2.17 (b) folgt direkt, dass es Nichtstandardmodelle der
Arithmetik gibt. GemaR dem folgenden Satz gibt es sogar ein abzihlbares
Nichtstandardmodell der Arithmetik.

Satz 2.19 (Der Satz von Skolem)

Es gibt ein abzahlbares Nichstandardmodell der Arithmetik.
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Abschnitt 2.5:
Ubungsaufgaben



Kapitel 3:

Die Grenzen der Berechenbarkeit



Abschnitt 3.1:

Entscheidbarkeit und rekursive
Aufzahlbarkeit



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Zur Erinnerung

Definition 3.0

Sei M eine abzihlbare Menge.

(a) Eine Menge L C M heilt entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der
bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhilt und ausgibt

o JA* fallsmelL
e NEIN" falls m¢ L
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Zur Erinnerung

Definition 3.0
Sei M eine abzidhlbare Menge.
(a) Eine Menge L C M heilt entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der
bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhilt und ausgibt
o JA* fallsmelL
e NEIN" falls m¢ L
(b) Eine Menge L C M heilt semi-entscheidbar, falls es einen Algorithmus
gibt, der bei Eingabe eines m e M
® nach endlich vielen Schritten anhilt und dann ,JA" ausgibt, falls m € L ist
® nie anhalt, falls m & L ist
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Zur Erinnerung

Definition 3.0
Sei M eine abzidhlbare Menge.
(a) Eine Menge L C M heilt entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der
bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhilt und ausgibt
o JA* fallsmelL
e NEIN" falls m¢ L
(b) Eine Menge L C M heilt semi-entscheidbar, falls es einen Algorithmus
gibt, der bei Eingabe eines m e M
® nach endlich vielen Schritten anhilt und dann ,JA" ausgibt, falls m € L ist
® nie anhalt, falls m & L ist
(c) Eine Menge L C M heilt rekursiv aufzdhlbar (engl.: recursively
enumerable, kurz r.e.), falls es einen Algorithmus gibt, der nach und nach
samtliche Elemente in L ausgibt.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Zur Erinnerung

Definition 3.0
Sei M eine abzidhlbare Menge.
(a) Eine Menge L C M heilt entscheidbar, falls es einen Algorithmus gibt, der
bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhalt und ausgibt
o JA" fallsmelL
e NEIN" falls m¢ L
(b) Eine Menge L C M heilt semi-entscheidbar, falls es einen Algorithmus
gibt, der bei Eingabe eines m e M
® nach endlich vielen Schritten anhilt und dann ,JA" ausgibt, falls m € L ist
® nie anhalt, falls m & L ist
(c) Eine Menge L C M heilt rekursiv aufzdhlbar (engl.: recursively
enumerable, kurz r.e.), falls es einen Algorithmus gibt, der nach und nach
samtliche Elemente in L ausgibt.
(d) Sei M’ eine Menge.
Eine Funktion f : M — M’ heilt berechenbar, falls es einen Algorithmus
gibt, der bei Eingabe eines m € M nach endlich vielen Schritten anhilt und
den Wert f(m) ausgibt.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Bemerkung

Ist M = A*, wobei A ein endliche Alphabet ist, so kann man leicht sehen, dass
folgendes gilt:

(a) Eine Menge L C M ist semi-entscheidbar genau dann, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Bemerkung

Ist M = A*, wobei A ein endliche Alphabet ist, so kann man leicht sehen, dass
folgendes gilt:

(a) Eine Menge L C M ist semi-entscheidbar genau dann, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

(b) Jede entscheidbabre Menge L C M ist rekursiv aufzdhlbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Bemerkung

Ist M = A*, wobei A ein endliche Alphabet ist, so kann man leicht sehen, dass

folgendes gilt:

(a) Eine Menge L C M ist semi-entscheidbar genau dann, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

(b) Jede entscheidbabre Menge L C M ist rekursiv aufzdhlbar.

(c) Sind Ly € M und Ly C M zwei rekursiv aufzihlbare Mengen, so ist auch
die Menge Ly N Ly rekursiv aufzdhlbar.
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Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.1: Ei heidbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit

Vereinbarung zur Kodierung der Syntax von
FO[o]-Formeln



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

® |n diesem Kapitel sei o eine abzdhlbare, entscheidbare Signatur. Die
Sybole aus o sind kodiert als Worter iiber einem endlichen Alphabet, etwa
dem ASCII-Alphabet.

® Wir kodieren o-Terme und FO[c]-Formeln als Wérter iiber einem endlichen
Alphabet.

® Wir erweitern die Kodierung auf endliche Mengen von o-Termen und
FO[o]-Formeln.

® Wir kodieren Ableitungen im Sequenzenkalkiil &s (vgl. Kapitel 1) als
Worter iiber einem endlichen Alphabet.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Sei A das endliche Alphabet, das wir fiir die Kodierung von Symbolen (aus o),
Termen, Formeln, endlichen Mengen von Termen und Formeln sowie Beweisen
(in 8s) verwenden.

Seien Y, V, T,L,S,G,B C A* die Mengen der kodierten

® Symbole aus o (V)

® Variablen (V)

® Terme (T)

® FO[o]-Formeln (L)

® FO[o]-Satze (S)

® endlichen Formelmengen (G)

® Beweise (d.h. Ableitungen in &) (B)
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Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit

Annahme 3.1
Unsere Kodierung hat die folgenden Eigenschaften:
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Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit

Annahme 3.1
Unsere Kodierung hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Die Mengen Y,V,T,L,S,G,B C A* sind entscheidbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Annahme 3.1

Unsere Kodierung hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Die Mengen Y,V,T,L,S,G,B C A* sind entscheidbar.
(b) Die logischen Operatoren

Negation

Disjunktion

Konjunktion

existentielle Quantifizierung
universelle Quantifizierung,

aufgefasst als 1- bzw. 2-stellige partielle Funktionen auf A*, sind
berechenbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Annahme 3.1

Unsere Kodierung hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Die Mengen Y,V,T,L,S,G,B C A* sind entscheidbar.

(b) Die logischen Operatoren

Negation

Disjunktion

Konjunktion

existentielle Quantifizierung

universelle Quantifizierung,
aufgefasst als 1- bzw. 2-stellige partielle Funktionen auf A*, sind
berechenbar.

(c) Die beiden Funktionen, die jeder FO[o]-Formel die (endliche) Menge ihrer
Variablen bzw. die (endliche) Menge ihrer Subformeln zuordnen, sind
berechenbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Annahme 3.1

Unsere Kodierung hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Die Mengen Y,V,T,L,S,G,B C A* sind entscheidbar.
(b) Die logischen Operatoren

Negation

Disjunktion

Konjunktion

existentielle Quantifizierung
universelle Quantifizierung,

aufgefasst als 1- bzw. 2-stellige partielle Funktionen auf A*, sind
berechenbar.

(c) Die beiden Funktionen, die jeder FO[o]-Formel die (endliche) Menge ihrer
Variablen bzw. die (endliche) Menge ihrer Subformeln zuordnen, sind
berechenbar.

(d) Die Substitution einer Variablen durch einen Term in einer Formel,
aufgefasst als 3-stellige partielle Funktion auf A*, ist berechenbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Annahme (fort.)

(e) Die 2-stellige Relation

{(f,g) € A* x A* : f € L ist die Kodierung einer Formel ¢ € FO[s] und
g € G ist die Kodierung einer endlichen Menge I
von FO[o]-Formeln mit ¢ € r}

ist entscheidbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Annahme (fort.)

(e) Die 2-stellige Relation

,8) € X . € L ist die Kodierung einer Formel ¢ € ol un
f A* x A* . f € L ist die Kodi iner F | FO d
g € G ist die Kodierung einer endlichen Menge I
von FO[o]-Formeln mit ¢ € r}
ist entscheidbar.
(f) Die 3-stellige Relation
{(b,g, f) € (A*)% : g € G ist die Kodierung einer endlichen Menge T

von FO[o]-Formeln, f € L ist die Kodierung einer
FO[o]-Formel ¢, b € B ist die Kodierung einer

Ableitung T+ ¢ im Sequenzenkalkﬂl}

ist entscheidbar.
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Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit

Bemerkung
In Abschnitt 3.2 werden wir eine Kodierung angeben, die die in Annahme 3.1

aufgelisteten Eigenschaften hat.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Bemerkung
In Abschnitt 3.2 werden wir eine Kodierung angeben, die die in Annahme 3.1
aufgelisteten Eigenschaften hat.

Vereinbarung

Fir den Rest dieses Kapitels unterscheiden wir nicht mehr zwischen
syntaktischen Objekten (wie FO[o]-Formeln) und ihren Kodierungen. Zum
Beispiel sprechen wir direkt von entscheidbaren Formelmengen (und meinen
dabei eigentlich entscheidbare Mengen von Kodierungen von Formeln).
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Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit

Lemma 3.2 (Aufzdhlbarkeit der beweisbaren Satze)

Sei o eine abzahlbare, entscheidbare Signatur. Sei ® C FO[o]| eine rekursiv
aufzdhlbare Formelmenge. Dann ist auch die Menge

{cpe FO[o] : @ |:go}

rekursiv aufzihlbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.1: Entscheidbarkeit und rekursive Aufzghlbarkeit

Lemma 3.2 (Aufzdhlbarkeit der beweisbaren Satze)

Sei o eine abzahlbare, entscheidbare Signatur. Sei ® C FO[o]| eine rekursiv
aufzdhlbare Formelmenge. Dann ist auch die Menge

{cp €FO[o] : ¢ E gp}
rekursiv aufzihlbar.

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma 3.2 erhalten wir:

Korollar 3.3
Sei o eine abzihlbare, entscheidbare Signatur. Dann gilt: Die Menge aller
allgemeingiiltigen FO[o]-Formeln ist rekursiv aufzahlbar.
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Gédelisierung von FO[oa]



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.2: G3delisierung von FO[o 5]

Notation 3.4 (Arithmetik)

e Wir betrachten nun die Signatur oa, = {S, +, -, 0, 1}.

* N bezeichnet wie iiblich das Standardmodell (N, <V, +V N oV 1)
der Arithmetik.

® Fiir Terme t,u € T,,, schreiben wir t < u als Abkiirzung fiir die
FO[oar]-Formel (t < u A —t = u).
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Notation 3.4 (Arithmetik)

e Wir betrachten nun die Signatur oa, = {S, +, -, 0, 1}.

* N bezeichnet wie iiblich das Standardmodell (N, <V, +V N oV 1)
der Arithmetik.

® Fiir Terme t,u € T,,, schreiben wir t < u als Abkiirzung fiir die
FO[oar]-Formel (t < u A —t = u).

Definition 3.5 (Zahlterme)

Die Zahlterme n, fiir n € N, seien die folgendermalen definierten oa,-Terme

0:=0 undfa.neNsein+1:=(n+1); prazise n+1:=+(n,1)
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Notation 3.4 (Arithmetik)

e Wir betrachten nun die Signatur oa, = {S, +, -, 0, 1}.

* N bezeichnet wie iiblich das Standardmodell (N, <V, +V N oV 1)
der Arithmetik.

® Fiir Terme t,u € T,,, schreiben wir t < u als Abkiirzung fiir die
FO[oar]-Formel (t < u A —t = u).

Definition 3.5 (Zahlterme)

Die Zahlterme n, fiir n € N, seien die folgendermalen definierten oa,-Terme

0:=0 undfa.neNsein+1:=(n+1); prazise n+1:=+(n,1)

Beispiel

IR

0=0 1=(0+1)= 4(0,1) 2=(1+1)= +(1,1)=+(+(0,1),1)
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Arithmetisierung
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® Wir kodieren syntaktische Objekte wie Symbole aus oa,, Formeln aus
FO[oar] usw. durch natiirliche Zahlen in Hexadezimaldarstellung, die wir als
Worter liber dem Alphabet Apex := {0,...,9,a,...,f} auffassen.
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® Wir kodieren syntaktische Objekte wie Symbole aus oa,, Formeln aus
FO[oar] usw. durch natiirliche Zahlen in Hexadezimaldarstellung, die wir als
Worter liber dem Alphabet Apex := {0,...,9,a,...,f} auffassen.
Fiir eine Zahl n € N schreiben wir [n]pex, um ihre Hexadezimaldarstellung
zu bezeichnen. Fiir ein w € A, schreiben wir [w]y, um die natiirliche Zahl
zu bezeichnen, die durch w in Hexadezimaldarstellung représentiert wird.
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® Wir kodieren syntaktische Objekte wie Symbole aus oa,, Formeln aus
FO[oar] usw. durch natiirliche Zahlen in Hexadezimaldarstellung, die wir als
Worter liber dem Alphabet Apex := {0,...,9,a,...,f} auffassen.
Fiir eine Zahl n € N schreiben wir [n]pex, um ihre Hexadezimaldarstellung
zu bezeichnen. Fiir ein w € A, schreiben wir [w]y, um die natiirliche Zahl
zu bezeichnen, die durch w in Hexadezimaldarstellung représentiert wird.

® Unser Ziel ist eine Kodierung, die alle Eigenschaften aus Annahme 3.1
besitzt.
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® Wir kodieren syntaktische Objekte wie Symbole aus oa,, Formeln aus
FO[oar] usw. durch natiirliche Zahlen in Hexadezimaldarstellung, die wir als
Worter liber dem Alphabet Apex := {0,...,9,a,...,f} auffassen.
Fiir eine Zahl n € N schreiben wir [n]pex, um ihre Hexadezimaldarstellung
zu bezeichnen. Fiir ein w € A, schreiben wir [w]y, um die natiirliche Zahl
zu bezeichnen, die durch w in Hexadezimaldarstellung représentiert wird.

® Unser Ziel ist eine Kodierung, die alle Eigenschaften aus Annahme 3.1
besitzt.

® Weil fir w € Aj,,, die Worter w und Ow dieselbe Zahl darstellen,
vermeiden wir Kodewdrter, die mit 0 beginnen.
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® Wir kodieren syntaktische Objekte wie Symbole aus oa,, Formeln aus
FO[oar] usw. durch natiirliche Zahlen in Hexadezimaldarstellung, die wir als
Worter liber dem Alphabet Apex := {0,...,9,a,...,f} auffassen.
Fiir eine Zahl n € N schreiben wir [n]pex, um ihre Hexadezimaldarstellung
zu bezeichnen. Fiir ein w € A, schreiben wir [w]y, um die natiirliche Zahl
zu bezeichnen, die durch w in Hexadezimaldarstellung représentiert wird.

® Unser Ziel ist eine Kodierung, die alle Eigenschaften aus Annahme 3.1
besitzt.

® Weil fir w € Aj,,, die Worter w und Ow dieselbe Zahl darstellen,
vermeiden wir Kodewdrter, die mit 0 beginnen.

® Die Kodierung eines Objekts © werden wir stets mit (o) bezeichnen.
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Definition 3.6 (Kodierung von A,,,)
Wir kodieren die Elemente des Alphabets A,,, durch Worte iiber dem Alphabet

Anex wie folgt:

Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 141

Nicole Schweikardt - HU Berlin -



Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.2: G&delisierung von FO[o 5]

Definition 3.6 (Kodierung von A,,,)
Wir kodieren die Elemente des Alphabets A,,, durch Worte iiber dem Alphabet

Anex wie folgt:
® Variablen: fiir jedes n € N ist

(vpy = 10...0 = [16"]Hex

n mal
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Definition 3.6 (Kodierung von A,,,)

Wir kodieren die Elemente des Alphabets A,,, durch Worte iiber dem Alphabet
Anex wie folgt:

® Variablen: fiir jedes n € N ist

(Vo) == 10...0 = [16"]Hex
n mal
® Logische Symbole:
* (7)) =2 = [2nex
® (A = 3 = [3nex
* (V) =4 = [4ne
® (3 =5 = [5]nex
° <V> =6 = [6]Hex
*(() =7 = [Thex
* () =8 = [8]Hex
® (=) = 9 = [nex
® () = f = [15Hex

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 141



Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.2: G&delisierung von FO[o 5]

® Arithmetische Symbole:

* (<) a = [10]he

+) = b= [ll]Hex
* () =c = [12he
* (0) d = [13]he
°(l) =e = [l4ne
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Definition 3.7 (Kodierung von Termen, Formeln und Beweisen)

(a) Fiir jedes Wort w = wy ---wy € A}, ist (w) = (wy)(wa) - -+ (wy).
Insbesondere gilt:
® Fiir jeden Term t € T,,,, etwa t = s1---50 € A%, st (t) = (s1)(s2) - - - (s¢).
® Fiir jede Formel ¢ € FO[oar], etwa p =s1---5, € A, ist

(p) = (s1)(s2) - -~ (s0)-
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Definition 3.7 (Kodierung von Termen, Formeln und Beweisen)

(a) Fiir jedes Wort w = wy - --wy € A% ist (w) = (wy){(wa) - -+ (wy).
Insbesondere gilt:

® Fiir jeden Term t € T,,,, etwa t = s1---50 € A%, st (t) = (s1)(s2) - - - (s¢).
® Fiir jede Formel ¢ € FO[oar], etwa p =s1---5, € A, ist

(p) = (s1)(s2) - -~ (s0)-

(b) Fiir eine endliche nicht-leere Formelmenge ® C FO[oa,] sei

(@) = () fF (@) fF - -- fF(p0)

falls ® = {1, ... ¢} mit [{p1)]n < ... < [(@e)]n, wobei < hier die
natiirliche lineare Ordnung auf N bezeichnet.
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Definition 3.7 (Kodierung von Termen, Formeln und Beweisen)

(a) Fiir jedes Wort w = wy - --wy € A% ist (w) = (wy){(wa) - -+ (wy).
Insbesondere gilt:
® Fiir jeden Term t € T,,,, etwa t = s1---50 € A%, st (t) = (s1)(s2) - - - (s¢).
® Fiir jede Formel ¢ € FO[oar], etwa p =s1---5, € A, ist

(p) = (s1)(s2) - -~ (s0)-

(b) Fiir eine endliche nicht-leere Formelmenge ® C FO[oa,] sei

(@) = () fF (@) fF - -- fF(p0)

falls ® = {1, ... ¢} mit [{p1)]n < ... < [(@e)]n, wobei < hier die
natiirliche lineare Ordnung auf N bezeichnet.

Beachte
ff € Aﬁex wird hier als ,, Trennsymbol” verwendet.
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Definition 3.7 (Kodierung von Termen, Formeln und Beweisen)

(a) Fiir jedes Wort w = wy - --wy € A% ist (w) = (wy){(wa) - -+ (wy).
Insbesondere gilt:
® Fiir jeden Term t € T,,,, etwa t = s1---50 € A%, st (t) = (s1)(s2) - - - (s¢).
® Fiir jede Formel ¢ € FO[oar], etwa p =s1---5, € A, ist

(p) = (s1)(s2) - -~ (s0)-

(b) Fiir eine endliche nicht-leere Formelmenge ® C FO[oa,] sei

(@) = () fF (@) fF - -- fF(p0)
falls ® = {1, ... ¢} mit [{p1)]n < ... < [(@e)]n, wobei < hier die

natiirliche lineare Ordnung auf N bezeichnet.

Beachte
ff € Aﬁex wird hier als ,, Trennsymbol” verwendet.

Ferner sei {(§) := 0 = [0]Hex-
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(c) Fiir eine Sequenz I' ¢ sei

(T'F ) == ff(T)fFF (o) .
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(c) Fiir eine Sequenz I F ¢ sei

(T'F @) = i (D) () .

(d) Fiir eine Folge (S1, ..., S¢) von Sequenzen (also insbesondere auch fiir eine
Ableitung im Sequenzenkalkiil) sei

<(51, .. .754)> = <51> ce <5@>
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Lemma 3.8

Die in Definition 3.6 und 3.7 eingefiihrte Kodierung besitzt alle Eigenschaften
aus Annahme 3.1.

Ferner gilt fiir alle syntaktischen Objekte o (d.h. fiir Terme, Formeln,
Formelmengen, Sequenzen, Beweise), dass entweder (0) = 0 ist oder {(0) mit
einem Zeichen in {1,...,9,a,...,f} beginnt. Daher ldsst sich jedes Kodewort
(0) als Hexadezimaldarstellung der natiirlichen Zahl [(0)]y auffassen.
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Bemerkung 3.9 (Gddelisierung)
Die Kodierung von Formeln durch natiirliche Zahlen bezeichnet man auch als

Godelisierung.
Fiir eine Formel ¢ € FO[oa,] bezeichnet man die Zahl n, := [(¢)]y € N als die

Godelnummer von o.
Analog bezeichnen wir fiir einen Term t € A,,, die Zahl n; := [(t)]y € N als die

Godelnummer von t.
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Bemerkung 3.9 (Gddelisierung)

Die Kodierung von Formeln durch natiirliche Zahlen bezeichnet man auch als
Godelisierung.

Fiir eine Formel ¢ € FO[oa,] bezeichnet man die Zahl n, := [(¢)]y € N als die
Godelnummer von o.

Analog bezeichnen wir fiir einen Term t € A,,, die Zahl n; := [(t)]y € N als die
Gédelnummer von t.

Lemma 3.10

Die Funktion f : N — N mit f(n) := [(n)]y (f.a. n € N) ist berechenbar.
D.h.: Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer Zahl n € N die
Gédelnummer des Terms n ausgibt.
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Lemma 3.11 (Definierbare Zahlenmengen)

Sei & eine entscheidbare Menge von FO[oa,|-Satzen, und sei ¢(x) eine
FO[oar]-Formel. Dann gilt:

(a) Die Menge {n €N : & |=(n)} ist rekursiv aufzihlbar.
(b) Die Menge {n €N : & |=~p(n)} ist rekursiv aufzihlbar.

(c) Wenn fiir alle n € N gilt ® |= ¢(n) oder ® |= —p(n), so ist die Menge
{neN : &= (n)} entscheidbar.
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Aqg-Formeln und das Lemma (liber die 3-Funktion
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Definition 3.12 (Arithmetische Relationen)
Sei ® C FO[oa/] eine Menge von FO[oa,]-Formeln und sei k € N.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 148



Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Definition 3.12 (Arithmetische Relationen)
Sei ® C FO[oa/] eine Menge von FO[oa,]-Formeln und sei k € N.
(a) Eine Relation R C N* heiBt ®-definierbar, wenn es eine Formel

Vr(X1,...,xk) € ® mit R = pgr(N) gibt.

Zur Erinnerung

er(N) = {(n1,...,nk) e N+ N = pglng, ..., n]}
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Definition 3.12 (Arithmetische Relationen)

Sei ® C FO[oa/] eine Menge von FO[oa,]-Formeln und sei k € N.

(a) Eine Relation R C N heiRt ®-definierbar, wenn es eine Formel
Vr(X1,...,xk) € ® mit R = pgr(N) gibt.

Zur Erinnerung
er(N) = {(n1,...,nk) e N+ N = pglng, ..., n]}

(b) Eine partielle Funktion f von N¥ nach N heiRt ®-definierbar, wenn ihr
Graph
{(m,...,me,m) € Nt f(ny, ... ng) = m}

eine ®-definierbare Relation ist.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 148



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Notation 3.13 (Beschrankte Quantoren)
Fir x € VAR, t € T,,, und ¢ € FO[oa,] schreiben wir

® dx <t an Stelle von Ix (x < tA )

® Vx < t an Stelle von Vx (x < t — ).
Wir bezeichnen 3x < t und Vx < t als beschrdankte Quantoren.
Wir schreiben auch

® Jx < ty als Abkiirzung fiir Ix < t(—x =t A ¢)

<

® Vx < t als Abkiirzung fiir Vx < t(—x =t — ).
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Definition 3.14 (Aq: Klasse aller beschrankten FO[oa,]-Formeln)
Die Klasse A aller beschrankten FO[oa,]-Formeln ist rekursiv wie folgt

definiert:
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Definition 3.14 (Aq: Klasse aller beschrankten FO[oa,]-Formeln)
Die Klasse A aller beschrankten FO[oa,]-Formeln ist rekursiv wie folgt
definiert:

® Fiir jede atomare FO[oa]-Formel ¢ gilt: ¢ € Ao.
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Definition 3.14 (Aq: Klasse aller beschrankten FO[oa,]-Formeln)
Die Klasse A aller beschrankten FO[oa,]-Formeln ist rekursiv wie folgt
definiert:
® Fiir jede atomare FO[oa,]-Formel ¢ gilt: ¢ € Ao.
® Sind ¢ € Ag und ¢ € Ay, so gilt auch ~p € Ag, (¢ A1) € Ay,
(¢ V) € Do.
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Definition 3.14 (Aq: Klasse aller beschrankten FO[oa,]-Formeln)
Die Klasse A aller beschrankten FO[oa,]-Formeln ist rekursiv wie folgt
definiert:
® Fiir jede atomare FO[oa]-Formel ¢ gilt: ¢ € Ao.
® Sind ¢ € Ag und ¢ € Ay, so gilt auch ~p € Ag, (¢ A1) € Ay,
(¢ V) € Do.
® Sind p € Ag, x € VAR und t € T,,,, so dass x nicht in t vorkommt, so
gilt: Ax <ty € Ag und Vx < tp € Ag.
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Lemma 3.15 (Das Lemma iiber die §-Funktion)
Es gibt eine Aqg-definierbare Funktion

B:N?> — N

mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes ¢ € N>y und jede Folge (no,...,n,_1) € N’ gibt es ein s € N mit
s>z max{l,ny,...,ng_1)}, sodassfa. ie€{0,....0—1} gilt:

B(s, i) = n;.

(D.h.: s reprasentiert die Folge (no,...,ne—1) und B(s, i) liefert die
Komponente n;)
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Lemma 3.15 (Das Lemma iiber die §-Funktion)
Es gibt eine Aqg-definierbare Funktion

B:N?> — N

mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes ¢ € N>y und jede Folge (no,...,n,_1) € N’ gibt es ein s € N mit
s = max{l,ny,...,ng_1)}, sodassfa. ie€{0,....0—1} gilt:

B(s, i) = n;.

(D.h.: s reprasentiert die Folge (no,...,ne—1) und B(s, i) liefert die
Komponente n;)

Notation
Im Folgenden bezeichnet 8 immer die Funktion aus Lemma 3.15; und fiir
s, 0 € Ny ist B(s,?) .= (8(s,0),...,8(s, £ —1)).
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Ein formales Berechnungsmodell



k Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Kapitel 3: Die G der B henbarkeit -

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass alle berechenbaren Funktionen und
rekursiv aufzdhlbaren Relationen durch FO[oa,]-Formeln definiert werden
kénnen (im Sinne von Definition 3.12) (- daraus werden wir dann z.B. folgern,

dass Th(N) nicht rekursiv aufzihlbar ist).
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Im Folgenden wollen wir zeigen, dass alle berechenbaren Funktionen und
rekursiv aufzdhlbaren Relationen durch FO[oa,]-Formeln definiert werden
kénnen (im Sinne von Definition 3.12) (- daraus werden wir dann z.B. folgern,
dass Th(N) nicht rekursiv aufzihlbar ist).

Dazu miissen wir allerdings einen préazisen Berechnungs-Begriff verwenden.
Gemal der Church-Turing-These kénnten wir dazu jedes ,,sinnvolle*
Berechnungsmodell wihlen (z.B. Turingmaschinen, Registermaschinen,
WHILE-Programme,...). Fiir unsere Zwecke besonders bequem ist, das
folgende formale Berechnungsmodell zu verwenden:
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Wir betrachten deterministische 1-Band-Turingmaschinen

M=(Q, Arm, 4, go, F)
wobei Q die Menge der Zustinde, Aty das Bandalphabet, gg den Startzustand,

F die Menge der Endzustinde und § : Q\F x Arm — Q X Arm X {«, 1, —} die
Ubergangsfunktion bezeichnet.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Wir betrachten deterministische 1-Band-Turingmaschinen
M=(Q, Arm, 4, go, F)

wobei Q die Menge der Zustinde, Aty das Bandalphabet, gg den Startzustand,
F die Menge der Endzustinde und § : Q\F x Arm — Q X Arm X {«, 1, —} die
Ubergangsfunktion bezeichnet. Wir betrachten das feste Alphabet

Atm = {|,#, 0}, wobei | zur undren Darstellung natiirlicher Zahlen dient, #

als Trennsymbol und [J als Leerzeichen (Blank) verwendet wird. O.B.d.A. gelte

stets QNATMm = 0.
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Konfigurationen von M beschreiben wir als Wérter k = vgw € (Atm U Q)*,
wobei v, w € ATy, und g € Q ist.
k = vqw beschreibt folgende Konfiguartion von M:

w

A A

clofefelol [T T LTI ][] I[of[of[a]o]o]-

q

D.h.: g ist der aktuelle Zustand, vw ist der nicht-leere Teil der Bandbeschriftung
und der Schreib-/Lesekopf steht auf dem ersten Symbol von w (bzw., falls

w = ¢ das leere Wort ist, so steht der Schreib-/Lesekopf auf dem ersten
Blank-Symbol O rechts von der aktuellen Beschriftung v des Bandes).
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Konfigurationen von M beschreiben wir als Wérter k = vgw € (Atm U Q)*,
wobei v, w € ATy, und g € Q ist.
k = vqw beschreibt folgende Konfiguartion von M:

w

A A

clofefelol [T T LTI ][] I[of[of[a]o]o]-

q

D.h.: g ist der aktuelle Zustand, vw ist der nicht-leere Teil der Bandbeschriftung
und der Schreib-/Lesekopf steht auf dem ersten Symbol von w (bzw., falls

w = ¢ das leere Wort ist, so steht der Schreib-/Lesekopf auf dem ersten
Blank-Symbol O rechts von der aktuellen Beschriftung v des Bandes).

Wir schreiben x —\ &', um auszudriicken, dass ' die Nachfolgekonfiguration
von K ist.
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Kapitel 3: Die G

Eine Berechnung von M ist eine endliche Folge von aufeinanderfolgenden
Konfigurationen. Wir schreiben x —§; x’, um auszudriicken, dass es eine
Berechnung gibt, die  in &’ lberfiihrt.
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Eine Berechnung von M ist eine endliche Folge von aufeinanderfolgenden
Konfigurationen. Wir schreiben x —§; x’, um auszudriicken, dass es eine
Berechnung gibt, die  in &’ lberfiihrt.

Notation
Fir n € N sei

| n

| € Atm

n-mal

die Undardarstellung von n
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Definition 3.16

(a) Eine partielle Funktion f von N* nach N heift TM-berechenbar, wenn es
eine deterministische 1-Band-Turingmaschine M=(Q, Atwm, 4, qo, F) gibt,
so dass fiir alle my,...,my, n € N gilt

f(my,...,mg) =n < esgibtein g € F, so dass
Q™ #|™# . H#™ o "
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Definition 3.16

(a) Eine partielle Funktion f von N* nach N heift TM-berechenbar, wenn es
eine deterministische 1-Band-Turingmaschine M=(Q, Atwm, 4, qo, F) gibt,
so dass fiir alle my,...,my, n € N gilt

f(my,...,mg) =n < esgibtein g € F, so dass
Q™ #|™# . H#™ o "

Beachte
Fiir (my, ..., my) € NK\Def(f) gilt: es gibt kein n € N, g € F, so dass

qo|™ #|M2H L FH|™ =0 1"
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Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Definition 3.16

(a) Eine partielle Funktion f von N* nach N heift TM-berechenbar, wenn es
eine deterministische 1-Band-Turingmaschine M=(Q, Atwm, 4, qo, F) gibt,
so dass fiir alle my,...,my, n € N gilt

f(my,...,mg) =n < esgibtein g € F, so dass
Q™ #|™# . H#™ o "

Beachte

Fiir (my, ..., my) € N¥\Def(f) gilt: es gibt kein n € N, q € F, so dass
Qo |™ # ™A AT =0 "

(b) Eine Relation R C NK heiBt TM-rekursiv aufzihlbar, wenn die partielle
Funktion fg von N¥ nach N mit Def(fz) = R und fr(my, ..., my) = 1, fiir
alle (my,..., my) € R TM-berechenbar ist.
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FO-Definierbarkeit von TM-Berechnungen und die
Unentscheidbarkeit der Arithmetik



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Im Folgenden werden wir zeigen, dass jede (TM-)berechenbare partielle
Funktion durch eine FO[oa]-Formel definiert werden kann.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Im Folgenden werden wir zeigen, dass jede (TM-)berechenbare partielle
Funktion durch eine FO[oa]-Formel definiert werden kann.

Vereinbarung 3.17
Wir indentifizieren das Symbol [0 mit der Zahl 0, das Symbol | mit der Zahl 1

und das Symbol # mit der Zahl 2.
AuRerdem nehmen wir immer an, dass die Zustandsmenge Q unserer
Turingmaschinen endliche Teilmengen von N\{0, 1,2} sind.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Im Folgenden werden wir zeigen, dass jede (TM-)berechenbare partielle
Funktion durch eine FO[oa]-Formel definiert werden kann.

Vereinbarung 3.17

Wir indentifizieren das Symbol [0 mit der Zahl 0, das Symbol | mit der Zahl 1
und das Symbol # mit der Zahl 2.

AuRerdem nehmen wir immer an, dass die Zustandsmenge Q unserer
Turingmaschinen endliche Teilmengen von N\{0, 1,2} sind.

Dadurch kénnen wir jede Konfiguration k = vqw € (Atm U Q)* als eine endliche
Folge natiirlicher Zahlen auffassen, die wir mit der 3-Funktion durch eine
natiirliche Zahl kodieren kénnen.
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Lemma 3.18 (Kodierungen von Konfigurationen sind Ag-definierbar)
Sei M=(Q, Atwm, 6, qo, F) eine deterministische 1-Band-Turingmaschine. Dann
gibt es eine Ao-Formel oM (x,y) so dass fiir alle s, ¢ € N gilt

N = ol cls,f] <= B(s,!) reprasentiert eine Konfiguration von M
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Lemma 3.18 (Kodierungen von Konfigurationen sind Ag-definierbar)

Sei M=(Q, Atwm, 6, qo, F) eine deterministische 1-Band-Turingmaschine. Dann
gibt es eine Ao-Formel oM (x,y) so dass fiir alle s, ¢ € N gilt

N = ol cls,f] <= B(s,!) reprasentiert eine Konfiguration von M

Zur Erinnerung

B(S,f) = (/6(570)7 cee 7ﬂ(sa€ - 1))
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Lemma 3.19 (Ao-Definierbarkeit von TM-Berechnungen)

Sei M=(Q, Atwm, 6, qo, F) eine Turingmaschine.

(a) Fiir jedes k € N>1 gibt es eine Ag-Formel apg/’tamk(x,y, Z1,...,2k), SO dass

fiir alle s, ¢, my, ..., m, € N gilt
N = gag/’ta,tk[s,é, my,...,mg] <= B(s,{) kodiert die Konfiguration

qo|™ #...#|™ (also die Start-
konfiguration von M bei Eingabe
(my, ..., mg) € N¥)
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Lemma 3.19 (Ao-Definierbarkeit von TM-Berechnungen)
Sei M=(Q, Atm, 6, qo, F) eine Turingmaschine.
(a) Fiir jedes k € N>1 gibt es eine Ag-Formel apg/’tamk(x,y, Z1,...,2k), SO dass
fiir alle s, ¢, my, ..., m, € N gilt
N = gag”ta,tk[s,é, my,...,mg] <= B(s,{) kodiert die Konfiguration
qo|™ #...#|™ (also die Start-
konfiguration von M bei Eingabe

(my, ..., mg) € N¥)
(b) Es gibt eine Ag-Formel go_’géopp(x,y, z), so dass fiir alle s,¢,n € N gilt

N E gog/’topp[s,é, n] < es gibt ein q € F, so dass B(s, )
die Konfiguration |"q kodiert
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Lemma (fort.)
(c) Es gibt eine Ag-Formel ¥, . (x,y,x",y"), so dass fiir alle s,¢,s', /' € N
gilt

N | o, s,t,5 0] <= B(s,t) und B(s', ') kodieren Konfigura-
tionen k und k' von M s.d. kK —p K/
(d.h. k' ist Nachfolgekonfiguration von k)
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Definition 3.20 (Die Klasse ¥; C FO[oa/])

Die Menge ¥; besteht aus allen FO[oa,]-Formeln der Form 3x ¢, wobei

x € VAR und ¢ € Ay.
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Kapitel 3: Die Grenzen der Berechenbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Definition 3.20 (Die Klasse ¥; C FO[oa/])

Die Menge ¥; besteht aus allen FO[oa,]-Formeln der Form 3x ¢, wobei
x € VAR und ¢ € Ay.

Satz 3.21 (X;-Definierbarkeit der berechenbaren partiellen
Funktionen und der rek. aufzdhlbaren Relationen)

(a) Jede TM-berechenbare partielle Funktion f von NK nach N (fiir k € N>
beliebig) ist ¥1-definierbar.

(b) Jede TM-rekursiv aufzdhlbare Relation R C N* (fa. k € N) ist
Y 1-definierbar.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 161



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.3: FO-Definierbarkeit der berechenbaren Funktionen

Definition 3.20 (Die Klasse ¥; C FO[oa/])

Die Menge ¥; besteht aus allen FO[oa,]-Formeln der Form 3x ¢, wobei
x € VAR und ¢ € Ay.

Satz 3.21 (X;-Definierbarkeit der berechenbaren partiellen
Funktionen und der rek. aufzdhlbaren Relationen)

(a) Jede TM-berechenbare partielle Funktion f von N* nach N (fiir k € N>
beliebig) ist ¥1-definierbar.

(b) Jede TM-rekursiv aufzdhlbare Relation R C N* (fa. k € N) ist
Y 1-definierbar.

Bemerkung 3.22

Die Umkehrung von Satz 3.21 gilt ebenfalls.

D.h.: Eine partielle Funktion f von N¥ nach N (bzw. eine Relation R C NK) ist
genau dann berechenbar (bzw. rekursiv aufzdhlbar), wenn sie X;-definierbar ist.
Details: Ubung!
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Als einfache Folgerung von Satz 3.21 erhalten wir

Satz 3.23 (Unentscheidbarkeit der Arithmetik)

Th (N) ist nicht rekursiv aufzihlbar.

D.h.: Es gibt keinen Algorithmus, der nach und nach alle in der
Standardarithmetik N' = (N, <V, +V| N 4N 1N) giiltigen Satze der Logik
erster Stufe ausgibt.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Definition 3.24

Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen erfiillbar, falls es eine endliche
o-Struktur A gibt, die ¢ erfiillt.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Definition 3.24

Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen erfiillbar, falls es eine endliche
o-Struktur A gibt, die ¢ erfiillt.

(b) Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] (kurz: endl-Erf-FO[o]) ist
das wie folgt definierte Berechnungsproblem:

Endliches Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Ist ¢ im Endlichen erfiillbar?
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Definition 3.24

Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen erfiillbar, falls es eine endliche
o-Struktur A gibt, die ¢ erfiillt.

(b) Das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] (kurz: endl-Erf-FO[o]) ist
das wie folgt definierte Berechnungsproblem:

Endliches Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Ist ¢ im Endlichen erfiillbar?

Formal: endl-Erf-FO[o] := {¢ : ¢ ist ein im Endlichen erfiillbarer
FO[o]-Satz}
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Unter der Verwendung des Satzes von Gaifman (oder alternativ, des Satzes von
Hanf), sieht man leicht, dass folgendes gilt:

Satz 3.25

Ist o eine relationale Signatur, die ausschlieBlich aus Relationssymbolen der
Stelligkeit 1 besteht, so ist das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
entscheidbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Unter der Verwendung des Satzes von Gaifman (oder alternativ, des Satzes von
Hanf), sieht man leicht, dass folgendes gilt:

Satz 3.25

Ist o eine relationale Signatur, die ausschlieBlich aus Relationssymbolen der
Stelligkeit 1 besteht, so ist das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o]
entscheidbar.

Der Satz von Trakhtenbrot besagt, dass Satz 3.25 nicht fiir Signaturen gilt, die
mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthalten:

Satz 3.26 (Satz von Trakhtenbrot, 1950)

Ist o eine Signatur, die mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2
enthalt, so ist das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[o] rekursiv aufzihlbar,
aber nicht entscheidbar.
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Folgerungen aus dem Satz von Trakhtenbrot



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Wir betrachten zunichst die folgende ,,endliche Variante” des
Allgemeingiiltigkeitsproblems

Definition 3.27
Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen allgemeingiiltig, falls fiir jede
endliche o-Struktur A gilt: A = ¢.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Wir betrachten zunichst die folgende ,,endliche Variante” des
Allgemeingiiltigkeitsproblems

Definition 3.27
Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen allgemeingiiltig, falls fiir jede
endliche o-Struktur A gilt: A = ¢.

(b) Das endliche Alligemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o] (kurz:
endl-Allg-FO[o]) ist folgende Berechnungsproblem:

Endliches Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Ist ¢ im Endlichen allgemeingiiltig?
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Wir betrachten zunichst die folgende ,,endliche Variante” des
Allgemeingiiltigkeitsproblems

Definition 3.27
Sei o eine Signatur.

(a) Ein FO[o]-Satz ¢ heift im Endlichen allgemeingiiltig, falls fiir jede
endliche o-Struktur A gilt: A = ¢.

(b) Das endliche Alligemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o] (kurz:
endl-Allg-FO[o]) ist folgende Berechnungsproblem:

Endliches Allgemeingiiltigkeitsproblem fiir FO[o]
Eingabe: Ein FO[o]-Satz ¢
Frage: Ist ¢ im Endlichen allgemeingiiltig?

Formal: endl-Allg-FO[o] := {¢ : ¢ ist ein im Endlichen
allgemeingiiltiger FO[o]-Satz}
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Als Folgerung aus Satz 3.25 und Satz 3.26 erhalten wir:
Korollar 3.28 ((Un-)Entscheidbarkeit des endlichen
Allgemeingiiltigkeitsproblems fiir FO[o])

Sei o eine Signatur.

(a) Falls o relational ist und alle Relationssymbole die Stelligkeit 1 haben, so
ist das Problem endl-Allg-FO[o] entscheidbar.

(b) Falls o mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthilt, so ist
das Problem endI-Allg-FO[o] nicht rekursiv aufzihlbar.

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Ausgewihlte Kapitel der Logik: klassische Resultate Folie 166



Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Als Folgerung aus Satz 3.25 und Satz 3.26 erhalten wir:

Korollar 3.28 ((Un-)Entscheidbarkeit des endlichen
Allgemeingiiltigkeitsproblems fiir FO[o])
Sei o eine Signatur.

(a) Falls o relational ist und alle Relationssymbole die Stelligkeit 1 haben, so
ist das Problem endl-Allg-FO[o] entscheidbar.

(b) Falls o mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthilt, so ist
das Problem endI-Allg-FO[o] nicht rekursiv aufzihlbar.

Bemerkung 3.29

Man vergleiche Korollar 3.28 (b) mit Korollar 3.3:
Die Menge aller allgemeingiiltigen Satze ist rekursiv aufzahlbar; die Menge aller
im Endlichen allgemeingiiltigen S&tze nicht.
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barkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Kapitel 3: Die G der Berech
Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man die
Unentscheidbarkeit vieler konkreter Logikprobleme nachweisen. Im Folgenden
wird dies exemplarisch an der Eigenschaft der Ordnungsinvarianz von Formeln

dargelegt.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man die
Unentscheidbarkeit vieler konkreter Logikprobleme nachweisen. Im Folgenden
wird dies exemplarisch an der Eigenschaft der Ordnungsinvarianz von Formeln
dargelegt.

Definition 3.30 (Ordnungsinvarianz)
Sei o eine Signatur und sei < ein 2-stelliges Relationssymbol, das nicht zu o
gehort.

(a) Ein FO[o U {<}]-Satz ¢ heiRt im Endlichen ordnungsinvariant, falls fiir
alle endlichen o-Strukturen A und alle linearen Ordnungen <7 und <3'
auf Agilt: (A, <f') Fo = (A <) Fe
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Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man die
Unentscheidbarkeit vieler konkreter Logikprobleme nachweisen. Im Folgenden
wird dies exemplarisch an der Eigenschaft der Ordnungsinvarianz von Formeln
dargelegt.

Definition 3.30 (Ordnungsinvarianz)

Sei o eine Signatur und sei < ein 2-stelliges Relationssymbol, das nicht zu o

gehort.

(a) Ein FO[o U {<}]-Satz ¢ heiRt im Endlichen ordnungsinvariant, falls fiir
alle endlichen o-Strukturen A und alle linearen Ordnungen <7 und <3'
auf Agilt: (A, <f') Fo = (A <) Fe

(b) Das endliche Ordnungsinvarianz-Problem fiir FO[o U {<}] ist das
folgende Berechnungsproblem:

Endliches Ordnungsinvarianz-Problem fiir FO[o U {<}]
Eingabe: Ein FO[o U {<}]-Satz ¢
Frage: lIst ¢ im Endlichen ordnungsinvariant?
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Unter Verwendung des Satzes von Trakhtenbrot kann man die
Unentscheidbarkeit vieler konkreter Logikprobleme nachweisen. Im Folgenden
wird dies exemplarisch an der Eigenschaft der Ordnungsinvarianz von Formeln
dargelegt.

Definition 3.30 (Ordnungsinvarianz)

Sei o eine Signatur und sei < ein 2-stelliges Relationssymbol, das nicht zu o

gehort.

(a) Ein FO[o U {<}]-Satz ¢ heiRt im Endlichen ordnungsinvariant, falls fiir
alle endlichen o-Strukturen A und alle linearen Ordnungen <7 und <3'
auf Agilt: (A, <f') Fo = (A <) Fe

(b) Das endliche Ordnungsinvarianz-Problem fiir FO[c U {<}] ist das
folgende Berechnungsproblem:

Endliches Ordnungsinvarianz-Problem fiir FO[o U {<}]
Eingabe: Ein FO[o U {<}]-Satz ¢

Frage: lIst ¢ im Endlichen ordnungsinvariant?

Formal: endl-Ordinv-FO[o U {<}] := {¢ : ¢ ist ein im Endlichen
ordnungsinvarianter
FO[o U {<}]-Satz}
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Unter Verwendung de Satzes von Trakthenbrot kann man leicht einen Beweis
fiir den folgenden Satz finden:

Satz 3.31 (Unentscheidbarkeit der Ordnungsinvarianz)

Sei o eine Signatur, die mindestens ein Relationssymbol R mit ar(R) > 2 und
ein weiteres Relationssymbol P mit ar(P) > 1 enthilt. Dann ist das Problem
end!-Ordinv-FO[o U {<}] nicht entscheidbar.
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Kapitel 3: Die G der B henbarkeit - Abschnitt 3.4: Der Satz von Trakhtenbrot

Unter Verwendung de Satzes von Trakthenbrot kann man leicht einen Beweis
fiir den folgenden Satz finden:
Satz 3.31 (Unentscheidbarkeit der Ordnungsinvarianz)

Sei o eine Signatur, die mindestens ein Relationssymbol R mit ar(R) > 2 und
ein weiteres Relationssymbol P mit ar(P) > 1 enthilt. Dann ist das Problem
end!-Ordinv-FO[o U {<}] nicht entscheidbar.

Bemerkung 3.32

Der Beweis von Satz 3.31 zeigt sogar, dass das Problem
endl-Ordinv-FO[o U {<}] nicht semi-entscheidbar, also nicht rekursiv aufzéhlbar
ist.
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssa - Abschnitt 4.1: Theorien und Axiomatisierbarkeit

Definition 4.1 (Theorie)

(a) Eine o-Theorie (kurz: Theorie) ist eine Menge T von FO[o]-Satzen, die
unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen ist, d.h. fiir alle FO[o]-Sitze
pgiltFalls T=p,sopeT.
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.1: Theorien und Axiomatisierbarkeit

Definition 4.1 (Theorie)

(a) Eine o-Theorie (kurz: Theorie) ist eine Menge T von FO[o]-Satzen, die
unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen ist, d.h. fiir alle FO[o]-Sitze
pgiltFalls T=p,sopeT.

(b) Eine Theorie T ist vollstdndig, wenn fiir alle FO[o]-S&tze ¢ gilt: ¢ € T
oder —¢ € T. Eine Theorie T heillt unvollstandig, wenn sie nicht
vollsténdig ist.
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.1: Theorien und Axiomatisierbarkeit

Definition 4.1 (Theorie)

(a) Eine o-Theorie (kurz: Theorie) ist eine Menge T von FO[o]-Satzen, die
unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen ist, d.h. fiir alle FO[o]-Sitze
pgiltFalls T=p,sopeT.

(b) Eine Theorie T ist vollstdndig, wenn fiir alle FO[o]-S&tze ¢ gilt: ¢ € T
oder —¢ € T. Eine Theorie T heillt unvollstandig, wenn sie nicht
vollsténdig ist.

(c) Eine Menge ® von FO[o]-S&tzen ist ein Axiomensystem fiir eine Theorie
T (kurz: ® axiomatisiert T), wenn gilt:

T={peS, : ®E=yp}
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.1: Theorien und Axiomatisierbarkeit

Definition 4.1 (Theorie)

(a) Eine o-Theorie (kurz: Theorie) ist eine Menge T von FO[o]-Satzen, die
unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen ist, d.h. fiir alle FO[o]-Sitze
pgiltFalls T=p,sopeT.

(b) Eine Theorie T ist vollstdndig, wenn fiir alle FO[o]-S&tze ¢ gilt: ¢ € T
oder —¢ € T. Eine Theorie T heillt unvollstandig, wenn sie nicht
vollsténdig ist.

(c) Eine Menge ® von FO[o]-S&tzen ist ein Axiomensystem fiir eine Theorie
T (kurz: ® axiomatisiert T), wenn gilt:

T={peS, : ®E=yp}

(d) Eine Theorie T heilt endlich axiomatisierbar, wenn sie ein endliches
Axiomensystem besitzt.
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.1: Theorien und Axiomatisierbarkeit

Definition 4.1 (Theorie)

(a) Eine o-Theorie (kurz: Theorie) ist eine Menge T von FO[o]-Satzen, die
unter der Folgerungsbeziehung abgeschlossen ist, d.h. fiir alle FO[o]-Sitze
pgiltFalls T=p,sopeT.

(b) Eine Theorie T ist vollstdndig, wenn fiir alle FO[o]-S&tze ¢ gilt: ¢ € T
oder —¢ € T. Eine Theorie T heillt unvollstandig, wenn sie nicht
vollsténdig ist.

(c) Eine Menge ® von FO[o]-S&tzen ist ein Axiomensystem fiir eine Theorie
T (kurz: ® axiomatisiert T), wenn gilt:

T={peS, : ®E=yp}

(d) Eine Theorie T heilt endlich axiomatisierbar, wenn sie ein endliches
Axiomensystem besitzt.

(e) Eine Theorie T heilt effektiv axiomatisierbar, wenn sie ein entscheidbares
Axiomensystem besitzt.
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Beispiel
® Fiir jede o-Struktur A ist Th(A) eine vollstéandige o-Theorie.
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Beispiel
® Fiir jede o-Struktur A ist Th(A) eine vollstéandige o-Theorie.

® Die Gruppentheorie Tg, ist die Menge aller FO[o¢,|-Satze, die aus den
Gruppenaxiomen folgen (wobei o, := {o} aus einem 2-stelligen
Funktionssymbol o besteht)
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssa - Abschnitt 4.1: Theorien und Axiomatisierbarkeit

Als Folgerung aus Lemma 3.2 erhalten wir
Korollar 4.2 (entscheidbare Theorie)

(a) Jede effektiv axiomatisierbare Theorie ist rekursiv aufzahlbar.

(b) Jede vollstandige, effektiv axiomatisierbare Theorie ist entscheidbar
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Definition 4.3 (Die Theorie Q)

Die minimale Arithmetik ist die oa,-Theorie @, die von den folgenden
FO[oar]-Satzen axiomatisiert wird:

Py = Vx 0=x+1

Yge) = VxVy (x+1=y+1—= x=y)

Pgs) = Vx x+0=x

Piay = IxVy x+(y+1)=(x+y)+1

Pgs) = Yxx-0=0

Py = VxVy x-(y+1)=(x-y)+x

Yry = ¥x (x <0 < x=0)

Ygs) = VxVy (x<y+1+4 (x=y+1Vx<y))
P(qo) == VxVy(x<y Vy<x)
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lIstandigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Kapitel 4: G3dels U

Lemma 4.4 (,Korrektheit” von Q)
Es gilt @ C Th(N) und fiir alle FO[oar]-Formeln o(x1, ..., xx) und alle
my,...,mg €N gilt:

Fa//sQF@mji:; so N E o[my, ..., mg].
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Bemerkung

Q ist eine oa,-Theorie, fir die gilt

(1) Q ist widerspruchsfrei (da erfiillbar durch A),

(2) Q ist effektiv axiomatisierbar (da Q ein endliches Axiomensystem besitzt)

und @ ist unvollstindig (denn: N |E Q = falls Q vollstindig wire, so wire
Q = Th(N). Wegen (2) und Korollar 4.2 wire Th (N') dann entscheidbar.

ézu Satz 3.23)-
Das heift, es gibt Aussagen, die unabhangig von den Axiomen in Q sind.
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Godels erster Unvollstindigkeitssatz besagt folgendes:

Jede oa,-Theorie T, fiir die gilt:

(1) T ist widerspruchsfrei (d.h. erfiillbar),

(2) T ist effektiv axiomatisierbar (d.h. sie besitzt ein entscheidbares
Axiomensystem), und

(3) T2 Q (d-h. T umfasst die ,minimale Arithmetik"),

ist unvollstdndig, d.h. es gibt einen FO[oa,]-Satz ¢, so dass weder ¢ noch -y
aus T folgt.
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Godels erster Unvollstindigkeitssatz besagt folgendes:

Jede oa,-Theorie T, fiir die gilt:

(1) T ist widerspruchsfrei (d.h. erfiillbar),

(2) T ist effektiv axiomatisierbar (d.h. sie besitzt ein entscheidbares
Axiomensystem), und

(3) T2 Q (d-h. T umfasst die ,minimale Arithmetik"),

ist unvollstdndig, d.h. es gibt einen FO[oa,]-Satz ¢, so dass weder ¢ noch -y

aus T folgt.

Um Godels ersten Unvollstandigkeitssatz beweisen zu kdnnen, miissen wir
zunachst ein etwas genaueres Verstindnis der ,,minimalen Arithmetik” Q

erlangen.
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Der ¥ 1-Transfersatz



lIstandigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Kapitel 4: G3dels U

Unser erstes ,,Etappenziel” dabei ist, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.5 (Der ¥;-Transfersatz)

Fiir jede ¥1-Formel p(x1,...,xx) und fiir alle my, ..., my € N gilt

mg

N glm, . m] = Qo
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Unser erstes ,,Etappenziel” dabei ist, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.5 (Der ¥;-Transfersatz)
Fiir jede ¥1-Formel p(x1,...,xx) und fiir alle my, ..., my € N gilt

mg

NE gl omd = QB

Die Richtung ,<—" des ¥;-Transfersatzes folgt unmittelbar aus Lemma 4.4.
Um die Richtung ,—" des ¥ ;-Transfersatzes zu beweisen, verwenden wir die
beiden folgenden Lemmas, die uns ein genaueres Verstdndnis dariiber liefern,
wie die Modelle von @ aussehen:
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Lemma 4.6
Sei A eine oa,-Struktur mit A = Q. Dann gilt fiir alle m,n € N und alle a € A:

(a) m*=nt <= m=n
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lIstandigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Kapitel 4: G3dels U

Lemma 4.6
Sei A eine oa,-Struktur mit A = Q. Dann gilt fiir alle m,n € N und alle a € A:

(@) m*=n* < m=n
(b) a<AnA — ac{0*14,..., 0"}
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lIstandigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Kapitel 4: G3dels U

Lemma 4.6
Sei A eine oa,-Struktur mit A = Q. Dann gilt fiir alle m,n € N und alle a € A:

(@) m*=nA <= m=n
(b) a<An? «— ac{0*14,... 0t}
(c) mA<AnA <= m<n
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssa - Abschni:

4.2: Die Minimale Arithmetik

Lemma 4.6

Sei A eine oa,-Struktur mit A = Q. Dann gilt fiir alle m,n € N und alle a € A:
(@) m*=nA <= m=n

(b) a<An? — ac {04 14,... 0"}

(c) mA<AnA <= m<n

(d) mA+AnA = met ot
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Lemma 4.6

Sei A eine oa,-Struktur mit A = Q. Dann gilt fiir alle m,n € N und alle a € A:
(@) m*=nA <= m=n

(b) a<An? — ac {0t 14,... 0"}

(c) mA<AnA <= m<n

(d) mA 1A ﬂA — L—l-nA

(e) mA~AQA = m-nA
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Lemma 4.6
Sei A eine oa,-Struktur mit A = Q. Dann gilt fiir alle m,n € N und alle a € A:
(@) m*=nA <= m=n
(b) a<An? — ac {0t 14,... 0"}
(c) mA<AnA <= m<n
(d) mA 1A ﬂA — L—l-nA
(e) mA~AQA = m-nA
f) 04 =04 und 14 = 14
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Kapitel 4: G3dels U

Bemerkung 4.7
Ist A ein Modell von Q, so sei N4 die folgendermaBen definierte Substruktur

von A:
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lIstandigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Kapitel 4: G3dels U

Bemerkung 4.7
Ist A ein Modell von Q, so sei N4 die folgendermaBen definierte Substruktur
von A:

® Universum von Ng: Ny = {n* : ne N}
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Bemerkung 4.7
Ist A ein Modell von Q, so sei N4 die folgendermaBen definierte Substruktur
von A:
® Universum von Ng: Ny = {n* : ne N}
e Fiir alle a,b € N4 sei
° ang“ b &= a<?b
e a4Nap = a4Ap
e g Nap .= a.4p
Addition und Multiplikation sind wegen Lemma 4.6 (d), (e) wohldefiniert
(fir a=m* und b= n" gilt: a+A b= m+ n* € Ny).
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Bemerkung 4.7
Ist A ein Modell von Q, so sei N4 die folgendermaBen definierte Substruktur
von A:
® Universum von Ng: Ny = {n* : ne N}
e Fiir alle a,b € N4 sei
° ang“ b &= a<?b

o o 4Nap = a44p
e g Nap = 5. Ap

Addition und Multiplikation sind wegen Lemma 4.6 (d), (e) wohldefiniert
(fir a=m* und b= n" gilt: a+A b= m+ n* € Ny).

® Ferner sei OM4 = 04 und 1V4 =14 (Klar: 0Na 1NV4 € N4 wegen
Lemma 4.6 (f)).
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Beachte

Aus Lemma 4.6 folgt: Ny = N, da 7 : (n = n),en ein Isomorphismus ist.
AuBerdem gilt wegen Lemma 4.6 (b) und Axiom ¥qg) fiir alle a € A\N4, dass
n* < a (f.a. n € N). Somit ist N4 ein , Anfangsstiick” von A bzgl. <A.
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Zum Beweis des ¥ ;-Transfersatzes bendtigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.8
Fiir jedes Modell A von Q gilt:

a) Ist t(xy,...,xx) ein oa-Term und sind n,my, ..., mg € N, so gilt:
g

tAimA, . mA =t = Ny, ... om]=n
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Zum Beweis des ¥ ;-Transfersatzes bendtigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.8
Fiir jedes Modell A von Q gilt:

a) Ist t(xy,...,xx) ein oa-Term und sind n,my, ..., mg € N, so gilt:
g

tAimA, . mA =t = Ny, ... om]=n

(b) Ist o(x1,...,xk) € Do und sind my, ..., my € N so gilt:

A':gp[ﬂA,...,ﬂA] — N Ep[m,...,m]
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Zum Beweis des ¥ ;-Transfersatzes bendtigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.8
Fiir jedes Modell A von Q gilt:

a) Ist t(xy,...,xx) ein oa-Term und sind n,my, ..., mg € N, so gilt:
g

tAimA, . mA =t = Ny, ... om]=n

(b) Ist o(x1,...,xk) € Do und sind my, ..., my € N so gilt:

A':gp[ﬂA,...,ﬂA] — N Ep[m,...,m]

(c) Ist o(x1,...,xk) € X1 und sind my,..., my € N so gilt:
Falls N = p[my,...,mi], so A = o[m*A, ... mA
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine
% 1-Formel und seien my,...,m, € N.
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine
¥ 1-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

NEem,....m] <= QFE p(m,...,my).
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine
¥ 1-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

NEem,....m] <= QFE p(m,...,my).

.<—" : folgt aus Lemma 4.4.
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine
¥ 1-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

N)Zﬁp[mlv""mk] — Q ':@(ﬂ’aﬂ)

.<—" : folgt aus Lemma 4.4.

=" Es gelte N |= ¢[my,..., mg].
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine
¥ 1-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

N)Zﬁp[mlv""mk] — Q ':@(ﬂ’aﬂ)

.<—" : folgt aus Lemma 4.4.

=" : Es gelte N |= @[my, ..., m]. Sei A ein Modell von Q.
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine
¥ 1-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

NEem,....m] <= QFE p(m,...,my).

.<—" : folgt aus Lemma 4.4.

=" Es gelte N |= @[my, ..., m]. Sei A ein Modell von Q.Nach Lemma 4.8

(c) gilt dann A = o[miA, ..., mA].
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Wir kdnnen nun den ¥ ;-Tranfersatz beweisen:

Beweis von Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz): Sei ¢(xi, ..., Xxk) eine

¥ 1-Formel und seien my, ..., my € N.Zu zeigen:

N)Zﬁp[mlv""mk] — Q ':@(ﬂ’aﬂ)

.<—" : folgt aus Lemma 4.4.

=" Es gelte N |= @[my, ..., m]. Sei A ein Modell von Q.Nach Lemma 4.8
(c) gilt dann A = o[miA, ..., m?]. Aufgrund des Substitutionslemmas gilt
dann A = o(my, ..., my).

|:|Satz 4.5 (Der X;-Transfersatz)
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Reprasentierbarkeit von Relationen und Funktionen



Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Als zweiten Schritt zum Beweis von Gédels erstem Unvollstandigkeitssatz
bendtigen wir den folgenden Begriff der Reprdsentierbarkeit von Relationen

und Funktionen.
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Als zweiten Schritt zum Beweis von Gédels erstem Unvollstandigkeitssatz
bendtigen wir den folgenden Begriff der Reprdsentierbarkeit von Relationen
und Funktionen.

Definition 4.9 (Reprasentierbarkeit einer Relation)

Sei T eine Menge von FO[oa,]-Sétzen, sei k € N>; und sei R C N¥ eine
k-stellige Relation.

(a) Eine FO[oa,]-Formel ¢(x1,...,xx) reprdsentiert R in T, falls fiir alle
my,...,mg € N gilt:

® Falls (m1,...,m) € R, so T |=o(m,...,mg)
® Falls (my,...,m) € R, so T = —p(my,...,my).
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Als zweiten Schritt zum Beweis von Gédels erstem Unvollstandigkeitssatz
bendtigen wir den folgenden Begriff der Reprdsentierbarkeit von Relationen

und Funktionen.
Definition 4.9 (Reprasentierbarkeit einer Relation)

Sei T eine Menge von FO[oa,]-Sétzen, sei k € N>; und sei R C N¥ eine
k-stellige Relation.

(a) Eine FO[oa,]-Formel ¢(x1,...,xx) reprdsentiert R in T, falls fiir alle
my,...,mg € N gilt:
® Falls (m1,...,m) € R, so T |=o(m,...,mg)
® Falls (my,...,m) € R, so T = —p(my,...,my).

(b) R heiRt reprdsentierbar in T, wenn es eine FO[oa,]-Formel gibt, die R in
T reprasentiert.
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Definition 4.10 (Reprasentierbarkeit einer Funktion)
Sei T eine Menge von FO[oa,]-Satzen, sei k € N>p und sei f : N — N eine
(totale) Funktion.

(a) Eine FO[oa,]-Formel ¢(xi, ..
(1) Fir alle my,..., mg, n €N gilt:
(1.1) Falls f(my,...,mg) =n,s0 T = @(my,...,mg,n)
(1.2) Falls f(my,...,m) #n,so T |=—p(my,...,m,n).

(2) Fiir alle my,..., my € N gilt

., Xk, y) reprasentiert f in T, wenn gilt:

T =V vy, ((@(ﬂx--wﬂv}’l) Ap(my,. .. ,mey2)) = n :yz)
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Definition 4.10 (Reprasentierbarkeit einer Funktion)
Sei T eine Menge von FO[oa,]-Satzen, sei k € N>p und sei f : N — N eine
(totale) Funktion.

(a) Eine FO[oa,]-Formel ¢(xi, ..
(1) Fir alle my,..., mg, n €N gilt:
(1.1) Falls f(my,...,mg) =n,s0 T = @(my,...,mg,n)
(1.2) Falls f(my,...,m) #n,so T |=—p(my,...,m,n).

(2) Fiir alle my,..., my € N gilt

., Xk, y) reprasentiert f in T, wenn gilt:

T ':Vylvy2 ((@(ﬂvvﬂvyl) A @(ﬂv'--vﬂ7y2)) - N :}/2)

Bemerkung
Falls @ C T, so folgt (1.2) aus (1.1) und (2). Insbesondere ist also der Graph

von f reprasentierbar in T (durch die Formel ¢) (Details: Ubung).
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Das nichste ,,Etappenziel” zum Beweis von Godels erstem
Unvollstindigkeitssatz ist, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.11 (Représentierbarkeit (in Q) der berechenbaren Funktionen

und entscheidbaren Relationen)

Sei k € N)l.

(a) Jede TM-berechenbare (totale) Funktion f : N* — N ist in Q
reprasentierbar.
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lIstandigkeitssa - Abschnitt 4.2: Die Minimale Arithmetik

Kapitel 4: G3dels U

Das nichste ,,Etappenziel” zum Beweis von Godels erstem

Unvollstindigkeitssatz ist, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.11 (Représentierbarkeit (in Q) der berechenbaren Funktionen

und entscheidbaren Relationen)

Sei k S N)l.

(a) Jede TM-berechenbare (totale) Funktion f : N* — N ist in Q
reprasentierbar.

(b) Jede TM-entscheidbare Relation R C N¥ ist in Q reprisentierbar.
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Lemma 4.12
(a) Jede Ag-definierbare totale Funktion ist in Q reprasentierbar.

(b) Sei f : Nk — N eine TM-berechenbare totale Funktion. Dann gibt es
Ao-definierbare Funktionen g : N — N und h : N¥*1 & N, so dass fiir alle
my,...,mg €N gilt:

f(my,...,mg) = h(my,...,mg,g(my, ..., mg))

(c) Seien g : N — N und h: N**1 — N in Q reprisentierbar, und sei
f : Nk = N so definiert, dass fiir alle my, ..., m, € N gilt

f(mla"'amk) = h(m17"'7mk7g(m17"'amk))'

Dann ist f in Q reprdsentierbar.

Beachte
Satz 4.11 (a) folgt unmittelbar aus Lemma 4.12.
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k und die U heidbarkeit der Logik erster Stufe

Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.3: Der Fi

Satz 4.13 (Der Fixpunktsatz)
Sei T eine oac-Theorie mit Q C T. Dann gibt es fiir jede FO[oa,]-Formel o(y)
einen FO[oa,]|-Satz x, so dass gilt

TE(x < @)

(D.h.: Fiir jede Formel p(y) gibt es eine natiirliche Zahl n € N und einen Satz
X, s.d. gilt:
® n ist die Gédelnummer von x, und
® in jedem Modell A von T gibt die Formel p(n) an, ob der Satz x erfiillt ist
oder nicht.)
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heidbarkeit der Logik erster Stufe

Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.3: Der Fi. k und die U

Satz 4.13 (Der Fixpunktsatz)

Sei T eine oac-Theorie mit Q C T. Dann gibt es fiir jede FO[oa,]-Formel o(y)
einen FO[oa,]|-Satz x, so dass gilt

TE(x < @)

(D.h.: Fiir jede Formel p(y) gibt es eine natiirliche Zahl n € N und einen Satz
X, s.d. gilt:
® n ist die Gédelnummer von x, und

® in jedem Modell A von T gibt die Formel p(n) an, ob der Satz x erfiillt ist
oder nicht.)

Beachte
Anschaulich besagt x ,,Die Eigenschaft ¢ trifft fiir mich zu".
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keit der Logik erster Stufe

Als einfache Folgerung des Fixpunktsatzes erhalten wir folgendes:

Satz 4.14 (,,Unmoglichkeit der Selbstreprasentation®)

Eine widerspruchfreie Theorie, die Q erweitert, ist nicht in sich selbst
reprasentierbar.
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Als einfache Folgerung des Fixpunktsatzes erhalten wir folgendes:

Satz 4.14 (,,Unmoglichkeit der Selbstreprasentation®)

Eine widerspruchfreie Theorie, die Q erweitert, ist nicht in sich selbst
reprasentierbar.

Prazise
Sei T eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit @ C T. Dann ist die Relation

Rr == {nc : {£€ T} CN

(d.h. die Menge aller Gédelnummern von Satzen in T) nicht in T
reprasentierbar.
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Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.14 (fir T := Th(\)) erhalten wir den
folgenden Satz von Tarski iiber die Nichtdefinierbarkeit der ,, Wahrheit".
(Einen FO[oa(]-Satz £ bezeichnen wir hierbei als ,,wahr", wenn er vom

Standardmodell der Arithmetik (\) erfiillt wird.)
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Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.14 (fir T := Th(\)) erhalten wir den
folgenden Satz von Tarski iiber die Nichtdefinierbarkeit der ,, Wahrheit".

(Einen FO[oa(]-Satz £ bezeichnen wir hierbei als ,,wahr", wenn er vom
Standardmodell der Arithmetik (\) erfiillt wird.)

Satz 4.15 (Der Satz von Tarski iiber die Nichtdefinierbarkeit der
Wahrheit)

Die Menge aller ,,wahren” arithmetischen Satze ist nicht arithmetisch
axiomatisierbar.
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Als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.14 (fir T := Th(\)) erhalten wir den
folgenden Satz von Tarski iiber die Nichtdefinierbarkeit der ,, Wahrheit".

(Einen FO[oa(]-Satz £ bezeichnen wir hierbei als ,,wahr", wenn er vom
Standardmodell der Arithmetik (\) erfiillt wird.)

Satz 4.15 (Der Satz von Tarski iiber die Nichtdefinierbarkeit der
Wahrheit)

Die Menge aller ,,wahren” arithmetischen Satze ist nicht arithmetisch
axiomatisierbar.

Prazise
Es gibt keine FO[oa,]-Formel ¢(y), so dass fiir alle FO[oas]-Satze ¢ gilt:

N Eo(ng) <= N E &
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Kapitel 4: G3dels U

Satz 4.16 (Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe)

Jede widerspruchsfreie oa.-Theorie T mit Q@ C T ist unentscheidbar.
Insbesondere ist Q selbst unentscheidbar (aber rekursiv aufzihlbar, da endlich

axiomatisierbar).
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Satz 4.16 (Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe)

Jede widerspruchsfreie oa.-Theorie T mit Q@ C T ist unentscheidbar.
Insbesondere ist Q selbst unentscheidbar (aber rekursiv aufzihlbar, da endlich
axiomatisierbar).

Beweis: Sei T eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit @ C T. Angenommen,
T ist entscheidbar, d.h. die Relation

Rr=={n: : £ T} CN

ist entscheidbar.
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Satz 4.16 (Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe)

Jede widerspruchsfreie oa.-Theorie T mit Q@ C T ist unentscheidbar.
Insbesondere ist Q selbst unentscheidbar (aber rekursiv aufzihlbar, da endlich
axiomatisierbar).

Beweis: Sei T eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit @ C T. Angenommen,
T ist entscheidbar, d.h. die Relation

Rr=={n: : £ T} CN

ist entscheidbar.
Gemil Satz 4.11 (b) ist Ry dann in Q reprdsentierbar.
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Satz 4.16 (Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe)

Jede widerspruchsfreie oa.-Theorie T mit Q@ C T ist unentscheidbar.
Insbesondere ist Q selbst unentscheidbar (aber rekursiv aufzihlbar, da endlich
axiomatisierbar).

Beweis: Sei T eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit @ C T. Angenommen,
T ist entscheidbar, d.h. die Relation

Rr=={n: : £ T} CN

ist entscheidbar.
GemaR Satz 4.11 (b) ist Ry dann in Q reprdsentierbar.Wegen Q C T ist Rt
dann auch in T représentierbar.
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Satz 4.16 (Die Unentscheidbarkeit der Logik erster Stufe)

Jede widerspruchsfreie oa.-Theorie T mit Q@ C T ist unentscheidbar.
Insbesondere ist Q selbst unentscheidbar (aber rekursiv aufzihlbar, da endlich
axiomatisierbar).

Beweis: Sei T eine widerspruchsfreie oa,-Theorie mit @ C T. Angenommen,
T ist entscheidbar, d.h. die Relation

Rr=={n: : £ T} CN

ist entscheidbar.
GemaR Satz 4.11 (b) ist Ry dann in Q reprdsentierbar.Wegen Q C T ist Rt
dann auch in T reprdsentierbar./ ,, satz 4.14
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Als einfache Folgerung aus Satz 4.16 und Korollar 3.3 erhalten wir

Satz 4.17

Die Menge aller allgemeingiiltigen FO[oa,]|-Satze ist rekursiv aufzdhlbar, aber
nicht entscheidbar.
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Als einfache Folgerung aus Satz 4.16 und Korollar 3.3 erhalten wir
Satz 4.17

Die Menge aller allgemeingiiltigen FO[oa,]|-Satze ist rekursiv aufzdhlbar, aber
nicht entscheidbar.

Folgerung 4.17°

Die Menge aller erfiillbaren FO[oa,]|-Satze ist nicht rekursiv aufzihlbar.
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssa - Al 4.4: G3dels erster Unvollstindigkeitssatz

Godels erster Unvollstandigkeitssatz folgt unmittelbar aus Satz 4.16 und
Korollar 4.2 (b).
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Kapitel 4: G3dels U

Godels erster Unvollstandigkeitssatz folgt unmittelbar aus Satz 4.16 und
Korollar 4.2 (b).

Satz 4.18 (Godels erster Unvollstandigkeitssatz)

Jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit Q@ C T st
unvollstandig.
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Kapitel 4: G3dels Unvollstindigkeitssitze - Abschnitt 4.4: G3dels erster Unvollstindigkeitssatz

Godels erster Unvollstandigkeitssatz folgt unmittelbar aus Satz 4.16 und
Korollar 4.2 (b).

Satz 4.18 (Godels erster Unvollstandigkeitssatz)

Jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit Q@ C T st
unvollstandig.

Beweis: Sei T eine widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit
Q C T. Angenommen, T ist vollstandig. Gem3R Korollar 4.2 ist T dann
entscheidbar. 4., satz 4.16
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Beziiglich des ersten Godels Unvollsténdigkeitssatzes kdnnen wir sogar explizit
eine Formel @1 angeben, die unabhingig von T ist, d.h. fiir die weder T = o7

noch T = —pr gilt.
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Beziiglich des ersten Godels Unvollsténdigkeitssatzes kdnnen wir sogar explizit
eine Formel @1 angeben, die unabhingig von T ist, d.h. fiir die weder T = o7

noch T = —pr gilt.

Um eine solche Formel ¢t zu konstruieren, betrachten wir im Folgenden
Beweise im Sequenzenkalkiil und stellen fest, dass die Beweisbarkeit einer
Aussage durch eine X1-Formel definiert werden kann:

Folie 192
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Beziiglich des ersten Godels Unvollsténdigkeitssatzes kdnnen wir sogar explizit
eine Formel @1 angeben, die unabhingig von T ist, d.h. fiir die weder T = o7
noch T = —pr gilt.

Um eine solche Formel ¢t zu konstruieren, betrachten wir im Folgenden
Beweise im Sequenzenkalkiil und stellen fest, dass die Beweisbarkeit einer
Aussage durch eine X1-Formel definiert werden kann:

Lemma 4.19 (Existenz von ,, Beweisbarkeitsformeln®)

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie. Dann gibt es eine ¥1-Formel
Bewt(x) so dass fiir jeden FO[oa,]|-Satz ¢ gilt:

TEe < Trgep < N = Bewr[n,].
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4.4: G3dels erster Unvollstindigkeitssatz

Beweis:

T effektiv axiomatisierbar =" T r.e.
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4.4: G3dels erster Unvollstindigkeitssatz

Beweis:

T effektiv axiomatisierbar Kg.z T re.
= {ny, : ¢ FO[oa(]-Satz mit T Fg ¢} re.
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Kapitel 4: G3dels U lIstindigkeitsss - Al 4.4: G3dels erster Unvollsténdigkeitssatz

Beweis:

T effektiv axiomatisierbar Kg.z T re.
= {ny, : ¢ FO[oa(]-Satz mit T Fg ¢} re.

Saz g2l {n, : ¢ FO[oa]-Satz mit T Fg ¢} ist ¥;i-definierbar,
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Beweis:

T effektiv axiomatisierbar ng T re.
= {ny, : ¢ FO[oa(]-Satz mit T Fg ¢} re.

Saz g2l {n, : ¢ FO[oa]-Satz mit T Fg ¢} ist ¥;i-definierbar,

d.h. es gibt eine X1-Formel Bewr(x) s.d. f.a. FO[oa(]-Satze ¢ gilt

N EBewr(n,] < Thrge <+ TEeo

Vollst.satz
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Notation 4.20 (,,Beweisbarkeitsformeln™)
Fiir jede effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T sei im Folgenden Bewr(x) eine
fest gewahlte X1-Formel, so dass fiir alle FO[oa,]-Sitze ¢ gilt

Thkae < N [=Bewr[n,].
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Notation 4.20 (,,Beweisbarkeitsformeln™)

Fiir jede effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T sei im Folgenden Bewr(x) eine
fest gewahlte X1-Formel, so dass fiir alle FO[oa,]-Sitze ¢ gilt

Thkae < N [=Bewr[n,].

Aus Lemma 4.19 und dem X;-Transfersatz (Satz 4.5) folgt unmittelbar:
Korollar 4.21

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie. Dann gilt fiir jeden
FO[oar-Satz ¢:

(@) Thkay < QtraBewr(ny).
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Notation 4.20 (,,Beweisbarkeitsformeln™)

Fiir jede effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T sei im Folgenden Bewr(x) eine
fest gewahlte X1-Formel, so dass fiir alle FO[oa,]-Sitze ¢ gilt

Thkae < N [=Bewr[n,].

Aus Lemma 4.19 und dem X;-Transfersatz (Satz 4.5) folgt unmittelbar:
Korollar 4.21

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie. Dann gilt fiir jeden
FO[oar-Satz ¢:

(@) Thkay < QtraBewr(ny).
(b) Wenn Q C T, dann gilt:

Falls T g ¢, so T -5 Bewr(ny).
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Lemma 4.22 (Existenz von ,,Godelsdtzen"™)
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit @ C T. Dann gibt es einen

FO[oar]-Satz x mit
T E (X > ﬁBewT(nl)) (%)
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Lemma 4.22 (Existenz von ,,Godelsdtzen"™)
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit @ C T. Dann gibt es einen
FO[oar]-Satz x mit

T E (X > ﬁBewT(nix)) (%)

(Anschaulich besagt x folgendes: , ich bin nicht aus T beweisbar").
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Lemma 4.22 (Existenz von ,,Godelsdtzen"™)

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit @ C T. Dann gibt es einen
FO[oar]-Satz x mit
T E (X > ﬁBewT(nix)) (%)

(Anschaulich besagt x folgendes: , ich bin nicht aus T beweisbar").

Beweis: Folgt direkt aus dem Fixpunktsatz (Satz 4.13) fiir
o(y) = —Bewr(y).
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Lemma 4.22 (Existenz von ,,Godelsdtzen"™)

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit @ C T. Dann gibt es einen
FO[oar]-Satz x mit
T E (X > ﬁBewT(nix)) (%)

(Anschaulich besagt x folgendes: , ich bin nicht aus T beweisbar").

Beweis: Folgt direkt aus dem Fixpunktsatz (Satz 4.13) fiir
o(y) = —Bewr(y).

Notation 4.23
Ein Satz x der die Eigenschaft () besitzt, heilt Godelsatz fiir T.
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Godelsatze liefern konkrete Beispiele fiir die Unvollstandigkeit von T (vgl.
Godels ersten Unvollstindigkeitssatz).
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Godelsatze liefern konkrete Beispiele fiir die Unvollstandigkeit von T (vgl.
Godels ersten Unvollstindigkeitssatz).
Satz 4.24 (Prazisierung von Gddels erstem Unvollstandigkeitssatz)

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit Q C T C Th(N), und sei

x ein Gédelsatz fiir T.
Dann ist x unabhidngig von T, d.h. es gilt weder T |= x noch T = —x.
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4.5: G3dels zweiter Unvollstindigkeitssatz

>
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Definition 4.25 (Konsistenzsatz Wfreir)
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit @ C T. Der
Konsistenzsatz fiir T ist der FO[oa,]-Satz

WfreiT = —|BeWT(n0:1).
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Definition 4.25 (Konsistenzsatz Wfreir)

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie mit @ C T. Der
Konsistenzsatz fiir T ist der FO[oa,]-Satz

WfreiT = —|BeWT(n0:1).

Lemma 4.26
Fiir jede effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit Q C T gilt

T ist widerspruchsfrei <= N = Wftreir.
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Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz besagt, dass T Fg Wfreit, sofern T eine
effektiv axiomatisierbare, widerspruchsfreie Erweiterung der sogenannten

Peano-Arithmetik ist.
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Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz besagt, dass T Fg Wfreit, sofern T eine
effektiv axiomatisierbare, widerspruchsfreie Erweiterung der sogenannten
Peano-Arithmetik ist.

Definition 4.27 (Die Peano-Arithmetik PA)

Die Peano-Arithmetik PA ist die oa,-Theorie, die von den Axiomen

Y(Q1)s - - - » ¥(qo) der Theorie @ sowie von den folgenden Induktionsaxiomen
Y(Ind, ) axiomatisiert wird:

Fiir jede FO[oa/]-Formel o(x) sei

Vg = ([ @Q) A ¥x(plx) = ol +1))) = ()

,»Induktionsanfang" . Induktionsschritt"
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Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz besagt, dass T Fg Wfreit, sofern T eine
effektiv axiomatisierbare, widerspruchsfreie Erweiterung der sogenannten
Peano-Arithmetik ist.

Definition 4.27 (Die Peano-Arithmetik PA)

Die Peano-Arithmetik PA ist die oa,-Theorie, die von den Axiomen

Y(Q1)s - - - » ¥(qo) der Theorie @ sowie von den folgenden Induktionsaxiomen
Y(ind,;) axiomatisiert wird:
Firr jede FO[oa(]-Formel o(x) sei

Vg = ([ @Q) A ¥x(plx) = ol +1))) = ()

,»Induktionsanfang" . Induktionsschritt"

Klar
e N EPA
* QCPACTh(N)

® PA ist effektiv axiomatisierbar.
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4.5: G3dels zweiter Unvollstindigkeitssatz

Wir kdnnen nun Godels zweiten Unvollstdndigkeitssatz formulieren:

Satz 4.28 (Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz)

Fiir jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit PAC T
gilt:
T Ifﬁ WfreiT

(d.h. die Widerspruchsfreiheit von T kann nicht mit den in T verfiigbaren
Mitteln bewiesen werden).
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Wir kdnnen nun Godels zweiten Unvollstdndigkeitssatz formulieren:

Satz 4.28 (Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz)
Fiir jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit PAC T
gilt:

T Ifﬁ WfreiT

(d.h. die Widerspruchsfreiheit von T kann nicht mit den in T verfiigbaren
Mitteln bewiesen werden).

Satz 4.28 lasst sich sehr leicht beweisen, wenn man den folgenden Satz von
L6b verwendet:
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Wir kdnnen nun Godels zweiten Unvollstdndigkeitssatz formulieren:

Satz 4.28 (Godels zweiter Unvollstandigkeitssatz)
Fiir jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierbare oa,-Theorie T mit PAC T
gilt:

T Ifﬁ WfreiT
(d.h. die Widerspruchsfreiheit von T kann nicht mit den in T verfiigbaren
Mitteln bewiesen werden).

Satz 4.28 lasst sich sehr leicht beweisen, wenn man den folgenden Satz von
L6b verwendet:

Satz 4.29 (Der Satz von L&b)

Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit PA C T. Dann gilt fiir
Jeden FO[oa,]|-Satz ¢:

Tray < Tkg (BeWT(ni) — ©).
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Um den Satz von L&b zu beweisen, verwendet man folgendes Lemma:

Lemma 4.30
Sei T eine effektiv axiomatisierbare oa.-Theorie mit PA C T. Dann gilt fiir alle

FO[oar]-Sdtze ¢ und v:
(a) Falls T kg, so T kg Bewr(ny).

(b) Thkg (Bewr(m) — (BeWT(ni) — Bewr(g)))

(€) T (Bewr(ny) = Bewr(npewr(n,) )
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