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Kap:itel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung ins Thema

Folie 1
,, Was* statt ,,Wie** — am Beispiel von ,, Tiramisu*

Tiramisu — Deklarativ
Aus Eigelb, Mascarpone und in Likor und Kaffee getrinkten Biskuits
hergestellte cremige Siifsspeise

(aus: DUDEN, Fremdworterbuch, 6. Auflage)
Tiramisu — Operationell

1/4 1 Milch mit 2 EL Kakao und 2 EL Zucker aufkochen. 1/4 1 starken
Kaffee und 4 EL Amaretto dazugeben.

5 Eigelb mit 75 g Zucker weifsschaumig rithren, dann 500 g Mascarpone
dazumischen.

ca 200 g Loffelbiskuit.

Eine Lage Loffelbiskuit in eine Auflaufform legen, mit der Fliissigkeit
tranken und mit der Creme tiberziehen. Dann wieder Loffelbiskuit
darauflegen, mit der restlichen Fliissigkeit tranken und mit der restlichen
Creme tiberziehen.

Uber Nacht im Kiihlschrank durchziehen lassen und vor dem Servieren mit
Kakao bestauben.

(aus: Gisela Schweikardt, handschriftliche Kochrezepte)

Folie 2
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Folie 3

Folie 4
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Der grofie Traum der Informatik

Imperative Vorgehensweise:
Beschreibung, wie das gewiinschte Ergebnis erzeugt wird ............ , Wie

Deklarative Vorgehensweise:
Beschreibung der Eigenschaften des gewilinschten Ergebnisses ....... , Was“

Traum der Informatik:
Moglichst wenig ,,wie, moglichst viel ,,was™

Das heifst: Automatische Generierung eines Ergebnisses aus seiner
Spezifikation

Realitat:
Software- Entwicklung: Generierungs-Tools

Programmiersprachen: Logik-Programmierung, insbes. Prolog
ABER: Imperativer Ansatz tiberwiegt in der Praxis
Datenbanken: Deklarative Anfragesprache ist Industriestandard! (SQL)

Datenbanksysteme

Datenbank (DB)

e zu speichernde Daten

e Beschreibung der gespeicherten Daten (Metadaten)
Datenbankmanagementsystem (DBMS)

e Softwarekomponente zum Zugriff auf die Datenbank

e Eigenschaften / Kennzeichen:

— Sichere Verwaltung von Daten: langlebig, groke Menge von
Daten ... im Sekundarspeicher

— Effizienter Zugriff auf (grofe) Datenmengen in der DB

Datenbanksystem (DBS)
e DB + DBMS
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Wiinschenswerte Eigenschaften eines DBS

o Unterstitzung eines Datenmodells: ,,Darstellung der Daten fiir den
Zugriff

e Bereitstellung einer DB-Sprache:

e zur Datendefinition: Data Definition Language (DDL)

e zur Datenmanipulation und zum Datenzugriff:
Data Manipulation Language (DML)

o Zugangskontrolle: Wer darf wann auf welche Daten zugreifen bzw.
verandern?

e Datenintegritat: Wahrung der Datenkonsistenz und -korrektheit
e Robustheit: Wahrung eines konsistenten Zustands der DB trotz . ..

e Datenverlusts bei Systemfehlern (CPU Fehler, Plattencrash)

e fehlerhafter Beendigung eines DB-Programms oder einer
DB-Interaktion

e Verletzung der Datenintegritat oder von Zugriffsrechten

e Zugriffskoordination bei mehreren DB-Benutzern:
Synchronisation, korrekter Zugriff, korrektes Ergebnis bzw. korrekter
DB-Zustand

e Fffizienter Datenzugriff und Datenmanipulation:
schnelle Bearbeitung der Benutzeranfragen

Folie 5

3-Schichten-Modell

Externe Schicht: Verschiedene Ansichten der Daten

Name:

Name:

Ansicht 1: P — Ansicht 2: Ko ——

Tel: 3 Faxi——

Logische Schicht: Daten = Tabellen
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il W
Physische Schicht: Datenstrukturen, Speicherorganisation

A

Folie 6
Anfragesprachen
Wiinschenswerte Eigenschaften:

o Mdiglichst viel ,, Was“

Beschreiben der Eigenschaften des gewiinschten Ergebnisses
(deklarativ)

o Mdglichst wenig ,, Wie
Beschreiben, wie das gewiinschte Ergebnis erzeugt werden soll
(operationell)

o Mdglichst unabhdingig von den Details der Datenorganisation
Bezug auf logische Schicht oder externe Schicht, nicht auf physische
Schicht

Der Preis der Bequemlichkeit und Unabhdngigkeit:

e deklarative Anfragen verschieben die Arbeit vom Benutzer zum
System

e System muss Anfrage in eine Folge von Operationen umwandeln

~» Gefahr der Ineffizienz
~+ Geht das tiberhaupt? Was ist die Auswertungskomplexitdt?

e Andererseits: System hat grofse Freiheit in der Umsetzung, da kein
Losungsweg vorgeschrieben ist

~» Potenzial fiir Optimierung
Folie 7
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Hauptthema dieser Vorlesung: Anfragesprachen

Typische Fragestellungen fiir diese Vorlesung:

e Wie lassen sich deklarative Anfragen in ausfithrbare Operationen
umsetzen?

~ Aquivalenz von , Kalkil® und ,, Algebra®

e Welche Anfragen konnen in einer Anfragesprache gestellt werden,
welche nicht?

~» Ausdrucksstirke von Anfragesprachen
e Wie aufwindig ist die Auswertung von Anfragen prinzipiell?
~»  Auswertungskomplexitdt
e Wie lésst sich eine gegebene Anfrage moglichst effizient auswerten?

~ Anfrageoptimierung, statische Analyse (Erfillbarkeit, Aquivalenz, ... )

Folie 8

Inhaltsiibersicht

1. Ewnleitung
2. Das Relationale Modell

e Datenmodell
e Anfragen

e Datenkomplexitit und kombinierte Komplexitéat

3. Konjunktive Anfragen

Deskriptiver Ansatz: regelbasiert, graphisch und logikbasiert

Auswertungskomplexitit
Algebraischer Ansatz: SPC-Algebra und SPJR-Algebra

Anfrageminimierung, statische Analyse und der
Homomorphismus-Satz

Azyklische Anfragen
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e Mengen-Semantik vs. Multimengen-Semantik
4. Anfragesprachen mit Rekursion — Datalog

e Syntax und Semantik
e Auswertung von Datalog-Anfragen, Statische Analyse

e Datalog mit Negation

Folie 9

5. Funktionale Abhdngigkeiten

e The Chase*

e Anfrage-Optimierung unter Beriicksichtigung funktionaler
Abhéngigkeiten

e der Armstrong-Kalkiil
6. Relationale Algebra

e Definition und Beispiele
e Anfrageauswertung und Heuristische Optimierung

e Das Semijoin-Fragment der Relationalen Algebra
7. Relationenkalkiil

e Syntax und Semantik

Bereichsunabhéngige Anfragen

Aquivalenz zur Relationalen Algebra

Auswertungskomplexitét

Statische Analyse

Folie 10
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1.2 Organisatorisches

Folie 11
Organisatorisches
o IWebseite der Vorlesung:
https://hu.berlin/DBtheo
1.3 Grundlegende Schreibweisen
Folie 12
e N:=1{0,1,2,3,...}
e N, :=N\ {0}
e Firne Ny ist [n]:={1,....,n}={xeN : 1<z <n}
e Die Potenzmenge einer Menge M bezeichnen wir mit P(M).
Das heifit: P(M) ={X : X C M}.
e Ist M eine Menge, so schreiben wir X C, M um auszudriicken, dass

X eine endliche Teilmenge von M ist.
e Wir benutzen folgende Abkiirzungen:

— f.a.’ steht fiir ,fiir alle®
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— ,ex.“ steht fiir ,es existiert bzw. ,es gibt®

— ,,8.d.” steht fiir ,,so dass"
e Seien X,Y Mengen, sei f: X — Y eine Abbildung, sei r € N.

— Fiir ein Tupel t = (z1,...,2,) € X" schreiben wir f(¢) um das
Tupel (f(x1),..., f(z,)) zu bezeichnen.

— Fiir eine Menge M C X" schreiben wir f(M) um die Menge
{f(t) : t € M} zu bezeichnen.
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Kapitel 2
Das Relationale Modell

2.1 Datenmodell

Datenmodell

Der Begriff ,,Datenmodell* umfasst:
e cinen Rahmen zur Représentation bzw. Speicherung von Daten
e Operationen zum Zugriff auf Daten

e Mechanismen zur Beschreibung von erwiinschten Eigenschaften
(Integritatsbedingungen )

Der Begriff ,Datenmodell” ist nicht préazise definiert (im mathematischen
Sinn).

Im Folgenden wird eine prézise Definition des ,,Relationalen Modells*
gegeben.

Das Relationale Modell

e Daten werden in Relationen (,,Tabellen*) organisiert
e Mengen-orientierte Operationen

o deklarative Anfragespezifikation
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Folie 15
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effiziente Anfragebearbeitung
1970 eingefiihrt von Edgar F. Codd

seit Ende der 80er Jahre , Industriestandard*

Beispiel-Relation:

A|B|C|D
a|ll]|z]|9
b|2]|z]|38
c| 1]y |8
d|4|x |7

Edgar F. Codd (1923-2003)

Grundbegriff: Relationsschema

Wir legen ein fiir alle Mal fest:

Eine abzahlbar unendliche Mengen att von Attributnamen. Diese Menge
sei geordnet via <agt.

Eine abzahlbar unendliche Menge dom von ,,potentiellen
Datenbankeintrigen (,, Konstanten®) (dom steht fiir ,Doméne* bzw.
,Domain®)

Eine abzahlbar unendliche Menge rel von Relationsnamen. Die Mengen
att, dom, rel seien disjunkt.

Eine Funktion sorte:rel — P.(att), die jedem Relationsnamen eine
endliche Menge von Attributnamen zuordnet,
und zwar so, dass fiir alle U € P,(att) gilt: sorte™*(U) ist unendlich.

Notation: P.(M) ist die Menge aller endlichen Teilmengen von M.

Das heiftt: Fiir jede endliche Menge U von Attributnamen gibt es
unendlich viele verschiedene Relationsnamen R der Sorte U.

Die Stelligkeit eines Relationsnamens R ist ar(R) := |sorte(R)|.
Ein Relationsschema ist einfach ein Relationsname R.

Manchmal schreiben wir kurz R[U] fiir sorte(R) = U und R[] fiir
ar(R) = k.
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Beispiel.

o0 T |
NG VI Ry
H o< N N
~J 00 0o ©| T

ist eine Relation vom Schema R mit sorte(R) = {A, B,C, D} und
ar(R) = 4.

Folie 16
Relationsschema vs. Relation
Relation = Tabelle

Tupel = Zeile in der Tabelle

Schreibweise: ¢.A an Stelle von ¢(A)
fiir ,Eintrag in Zeile ¢t und Spalte A

Beachte: Mengensemantik, d. h.:
Relation = die Menge aller Tabellenzeilen
Definition 2.1. Sei R ein Relationsschema.
e Ein R-Tupel ist eine Abbildung ¢ : sorte(R) — dom.
e Eine R-Relation ist eine endliche Menge von R-Tupeln.
e inst(R) bezeichnet die Menge aller R-Relationen.

(inst steht fiir ,Instanzen“ bzw. ,instances®)

Folie 17

Grundbegriffe: Datenbankschema und Datenbank
Definition 2.2.

e Ein Datenbankschema (kurz: DB-Schema) S ist eine endliche, nicht-leere
Menge von Relationsschemata.

Manchmal schreiben wir S = { Ry[U4], ..., R,[U,] } um die
Relationsschemata anzugeben, die zu S gehoren.
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e Eine Datenbank (bzw. Datenbankinstanz) I vom Schema S ist eine
Funktion, die jedem Relationsschema R € S eine R-Relation zuordnet.

e inst(S) bezeichnet die Menge aller Datenbanken vom Schema S.

e schema(I) ;=S bezeichnet das Schema der Datenbank I.

Folie 18
Beispieldatenbank mit Kinodaten
Zur Illustration von Anfragen verwenden wir eine kleine Datenbank mit
Kinodaten, bestehend aus
e ciner Relation Kinos, die Informationen tiber Kinos (Name, Adresse,
Stadtteil, Telefon) enthélt.
e ciner Relation Filme, die Informationen tiber Filme enthélt (Titel,
Regie, Schauspieler)
e ciner Relation Programm, die Informationen zum aktuellen
Kinoprogramm enthélt (Kino, Titel, Zeit)
Folie 19
Kinos
Name Adresse Stadtteil Telefon
Babylon Dresdner Str. 126 Kreuzberg 030 61 60 96 93
Casablanca Friedenstr. 12-13 Adlershof 030 67 75 75 2

Kino International

Filmtheater am Friedrichshain

Boétzowstr. 1-5

Karl-Marx-Allee 33

Prenzlauer Berg
Mitte

030 42 84 51 88
030 24 75 60 11

Blade Runner
Blade Runner
Brazil

Brazil
Casablanca
Casablanca
Gravity

Gravity
Monuments Men
Monuments Men
Resident Evil
Terminator
Terminator
Terminator

Ridley Scott
Ridley Scott
Terry Gilliam
Terry Gilliam
Michael Curtiz
Michael Curtiz
Alfonso Cuaron
Alfonso Cuaron
George Clooney
George Clooney
Paul Anderson
James Cameron
James Cameron
James Cameron

Harrison Ford
Sean Young
Jonathan Pryce
Kim Greist
Humphrey Bogart
Ingrid Bergmann
Sandra Bullock
George Clooney
George Clooney
Matt Damon
Milla Jovovich
Arnold Schwarzenegger
Linda Hamilton
Michael Biehn
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Moviemento Kotbusser Damm 22 | Kreuzberg 030 692 47 85
Urania An der Urania 17 Schoneberg 030 21 89 09 1
Filme

Titel Regie Schauspieler

Alien Ridley Scott Sigourney Weaver
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Programm

Kino Titel Zeit
Babylon Casablanca 17:30
Babylon Gravity 20:15
Casablanca Blade Runner 15:30
Casablanca Alien 18:15
Casablanca Blade Runner 20:30
Casablanca Resident Evil 20:30
Filmtheater am Friedrichshain | Resident Evil 20:00
Filmtheater am Friedrichshain | Resident Evil 21:30
Filmtheater am Friedrichshain | Resident Evil 23:00
Kino International Casablanca 18:00
Kino International Brazil 20:00
Kino International Brazil 22:00
Moviemento Gravity 17:00
Moviemento Gravity 19:30
Moviemento Alien 22:00
Urania Monuments Men | 17:00
Urania Monuments Men | 20:00

Datenbankschema der Kinodatenbank:

Wir schreiben Ixino, um unsere konkrete Datenbank vom Schema KINO

e Datenbankschema KINO = { Kinos, Filme, Programm}

o sorte(Kinos)

o sorte(Filme)

e sorte( Programm) = {Kino, Titel, Zeit}

= {Name, Adresse, Stadtteil, Telefon}

= {Titel, Regie, Schauspieler}

zu bezeichnen. Analog schreiben wir pime, xinos Und Iprogramm fir die
konkreten Relationen, die zur Datenbank Ixino gehoren.

Attribute: Benannte vs. Unbenannte Perspektive

Sind die Attributnamen Teil des expliziten Datenbankschemas?

In SQL: ja! Beispiel:

SELECT Titel FROM Filme WHERE Schauspieler =

’Sigourney Weaver’

Aber werden die Namen vom System nicht ,weg-compiliert?

Version vom 23. November 2023
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Ein Tupel iiber Relationsschema R[U] ist eine Abbildung von U nach

dom.

Schreibweise: ¢ = (A : a,

B:1,

C:z

Seite 17
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e Unbenannte Perspektive:
Ein Tupel iiber Relationsschema R[k] ist ein Element aus dom”
(Kartesisches Produkt aus k& Kopien von dom).

Schreibweise: ¢t = (a, 1, z, 9)

Folie 23
Wir nutzen folgende Schreibweisen fiir
Konstanten (d.h. Elemente aus dom) a, b, ¢, “Ingrid Bergmann”, ...
Attributnamen ...................... A B, C, ...
Mengen von Attributnamen .......... u,v,...
Relationsnamen (bzw. -schemata) .... R, R', R[U], R'[V], ...
Datenbankschemata ................. S, S
Tupel ... t, t' s
Relationen (d.h. Relations-Instanzen) 1, J
Datenbanken (Datenbank-Instanzen) . I, J
2.2 Anfragen
Folie 24

Beispiel-Anfragen

(1) Wer fiihrt Regie in “Blade Runner”?

(2) Wo lauft “Gravity™?

(3) Gib Adresse und Telefonnummer des “Kino International” aus!
(4) Welche Kinos spielen einen Film mit “Matt Damon™?

(5) Léauft zur Zeit ein Film von “James Cameron”?

(6) Welche (je 2) Schauspieler haben schon in Filmen gespielt, in denen der
jeweils andere Regie gefithrt hat?

(7) Welche Regisseure haben in einem ihrer eigenen Filme mitgespielt?
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(8) Gib die 2-Tupel von Schauspielern an, die gemeinsam in einem Film
gespielt haben!

(9) Egal fiir welche Datenbank, gib als Antwort das Tupel
(“Terminator”, “Linda Hamilton”) aus!

Wo wird “Alien” oder “Brazil” gespielt?

)

11) Welche Filme laufen in mindestens 2 Kinos?
) In welchen Filmen spielt “George Clooney” mit oder fiihrt Regie?
)

Gib alle Filme aus, die im “Moviemento” laufen oder in denen “Sandra
Bullock” mitspielt!

Liste alle Schauspieler und den Regisseur von “Monuments Men” auf!

)

15) Welche Filme laufen nur zu 1 Uhrzeit?
) In welchen Filmen spielt “George Clooney” mit, ohne Regie zu fiithren?
)

Welche Filme haben nur Schauspieler, die schon mal in einem Film von
“James Cameron” mitgespielt haben?

Folie 25

Anfragen und Anfragefunktionen

q(1)

Definition 2.3.
e Eine Anfragefunktion ist eine Abbildung ¢, die, fiir ein Datenbankschema

S und ein Relationsschema R, jeder Datenbank I vom Schema S, eine
Relation, ¢(I) vom Schema R zuordnet. (q steht fiir ,,query")
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e Eine Anfrage ist eine Zeichenkette, die eine Anfragefunktion in einer
bestimmten Syntax beschreibt.

Folie 26

Wiinschenswerte Eigenschaften von Anfragefunktionen

Forderungen an eine Anfragefunktion ¢:
(a) Das Ergebnis sollte nicht von Details der Speicherung abhéngen,
sondern nur von der logischen Sicht auf die Daten
Dies wird dadurch gewdhrleistet, dass q eine Funktion
inst(S) — inst(R) ist, fir ein DB-Schema S und ein Rel.schema R
(b) Sie sollte berechenbar sein.
Das heifst es sollte einen Algorithmus geben, der bei Eingabe einer

Datenbank I das Anfrageergebnis q(I) berechnet.

(c¢) Das Ergebnis sollte moglichst wenig von den einzelnen Datenwerten
und moglichst viel von den Beziehungen der Daten untereinander
abhéngen

. siehe ndchste Folie; Stichwort: ,generisch®

Folie 27
Erlduterungen zu Eigenschaft (c)
Beispiel-Anfrage:

(8) Gib Adresse und Telefonnummer des “Kino International” aus!

Eigenschaft (c):

e Wenn sich die Telefonnummer vom “Kino International” in der DB
andert, soll sich das Ergebnis der Anfrage entsprechend &ndern.

e Aber wenn der Name “Kino International” sich in der DB &ndert, soll das
Ergebnis leer sein.

o Allgemein:
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Werden Elemente der Datenmenge dom, die in der Anfrage
nicht explizit als ,,Konstanten“ vorkommen, umbenannt, so
sollen sie im Ergebnis auch umbenannt werden.

o Mathematische Prdzisierung: Begriff der generischen Anfragefunktion

Folie 28

Generische Anfragefunktionen

Definition 2.4.
Sei C' eine endliche Menge von Datenwerten (kurz: C' C, dom).

Eine Anfragefunktion g heifft C'-generisch, falls fiir jede Datenbank I (vom
zu ¢ passenden DB-Schema) und jede Permutation 7 von dom mit 7| = id
(d.h. 7(c) = c fiir alle c € C') gilt:

q(n(T) = =(q(D).

q heillt generisch, falls ¢ (-generisch ist.

Illustration:
q
I — ¢
-l L
q

Beispiel:
(3) Gib Adresse und Telefonnummer des “Kino International” aus!
ist {“Kino International”}-generisch.

(7) Welche Regisseure haben in einem ihrer eigenen Filme mitgespielt?
ist generisch.

Folie 29

Boolesche Anfragen

Manche Anfragen lassen sich nur mit ,ja“ oder ,nein beantworten.

Beispiel:  (5) Lauft zur Zeit ein Film von “James Cameron”?

Konvention:
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e Das Ergebnis ist eine O-stellige Relation.

e Davon gibt es genau zwei Stiick: @ wnd {() }.
() steht fiir das ,, Tupel der Stelligkeit 0%.

e Vereinbarung:

e () steht fiir ,,nein®

e {()} steht fiir ,ja“

Anfragesprachen

Dieselbe Anfragefunktion kann in verschiedenen Anfragesprachen
beschrieben werden.

Beispiel:  (4) Welche Kinos spielen einen Film mit “Matt Damon™?

e SQ)L: SELECT Kinos.Name, Kinos.Adresse
FROM Filme, Programm, Kinos
WHERE Filme.Schauspieler = ‘“Matt Damon’’ AND
Filme.Titel = Programm.Titel AND
Programm.Kino = Kinos.Name
e Regelbasierte Anfrage:
Ans(T Kino, Tadr) < Filme(X Titel, T Regie, “Matt Damon”),
Programm(z gino, T Titel, T Zeit)
Kz'nos(meo, T Adry L St, xTel)
e Relationenkalkuil:
(meo, a:Ad,.) o Jzp Jzp Jxz Fxse T 10 ( Filme(x 7, x g, “Matt Damon”) A
Programm(z kino, t1,2z) N Kinos( kino, T Adr Tst, T1e1) )
e Relationale Algebra:

T Kino, Adresse (a Schauspicler — (F ilme > Programm ™ dName s Kmo(Kz'nos)))
“Matt Damon”
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Hierarchie der Anfragesprachen

Bemerkung: Anfragesprachen unterscheiden sich in ihrer Ausdrucksstérke.

Ubersicht:

Datalog '

+ Negation + Rekursion
‘ Datalo ‘ Relational vollstandige
g Sprachen
+ Rekursion + Negation

‘ Rekursionsfreies Datalo@

+ Disjunktion

‘ Konjunktive Anfragen‘

2.3 Datenkomplexitat und kombinierte Komplexitat

Typische Problemstellungen bzgl. Anfrageauswertung

Sei A eine Anfragesprache.
Fiir eine Anfrage @) € A schreiben wir [@Q], um die von @ beschriebene
Anfragefunktion zu bezeichnen.

AUSWERTUNGSPROBLEM FUR A:
Fingabe: Anfrage Q € A, Datenbank I (vom zu Q passenden Schema)

Aufgabe: Berechne [Q](T)

Variante:

NICHT-LEERHEITS-PROBLEM FUR A:
Fingabe: Anfrage Q € A, Datenbank I (vom zu Q passenden Schema)

Aufgabe: Tst [Q(T) # O ?
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Wichtige Fragestellung:

Welche Ressourcen (etwa Zeit, Platz) sind notig, um diese Probleme zu
16sen?

Datenkomplexitit und Kombinierte Komplexitat

Die Komplexitit der Anfrageauswertung kann unter zwei Blickwinkeln
betrachtet werden:

1. Anfrage und Datenbank sind Eingabe ~» Kombinierte Komplexitdt
gemessen in n und k, wobei n = |I] und k = |Q|

2. Anfrage fest, Datenbank ist Eingabe: ~» Datenkomplexitit
gemessen nur in n = |I|

Rechtfertigung fiir ,,Datenkomplexitat”:
i.d.R. ist die Anfrage kurz, die Datenbank aber sehr grof.
Hierbei sind |I] und |Q| geeignete Mafe fiir die Grofe von Datenbanken I

und die Lange von Anfragen Q.

Typische Form von Ergebnissen, die im Laufe der Vorlesung bewiesen
werden:

e Die Datenkomplexitiat des Auswertungsproblems der Relationalen
Algebra ist in LOGSPACE.

e Die kombinierte Komplexitiat des Auswertungsproblems der
Relationalen Algebra ist PSPACE-vollstindig.
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Kap:itel 3

Konjunktive Anfragen

3.1 Deskriptiver Ansatz: regelbasiert, graphisch und
logikbasiert

Folie 34
Regelbasierte Konjunktive Anfragen — Informell

Beispiel-Anfrage:
(4) Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit “Matt Damon™?
Andere Formulierung;:

Wenn es in Filme ein Tupel (2 i, T regie, “Matt Damon”) und
in Programm ein Tupel ( kino, T Titel, T zeiz) und
in Kinos ein Tupel (Z gino, T adr Tst, Trer) b,

dann nimm das Tupel (% gino, Tagr) in die Antwort auf

Als regelbasierte konjunktive Anfrage:

AnsS(Z gino, Taar) <  Filme(x pigel, T gegie, "Matt Damon”),
ngmmm(iﬂmno, X Titel, xZeit)a

Kinos( kinos T Adr, Tt  Tel)

Folie 35
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Regelbasierte Konjunktive Anfragen — Prazise

Definition 3.1.

e var sei eine abzdhlbar unendliche Menge von Variablen(symbolen), die
disjunkt zu den Mengen att, dom, rel ist.

Einzelne Variablen bezeichnen wir i.d.R. mit x, y, x1, o, ...
e Ein Term ist ein Element aus var U dom.

e Ein freies Tupel der Stelligkeit & ist ein Element aus (var U dom)*.

Definition 3.2. Sei S ein Datenbankschema.
Eine regelbasierte konjunktive Anfrage iiber S ist ein Ausdruck der Form

Ans(u) < Ry(uy), ..., Re(uyp)

wobei £ >0, Ry,..., Ry €S, Ans € rel\S und u, uy, ..., u freie Tupel der
Stelligkeiten ar(Ans), ar(Ry),...,ar(Ry,), so dass jede Variable, die in u
vorkommt, auch in mindestens einem der Tupel uq, ..., u, vorkommt.

Semantik regelbasierter konjunktiver Anfragen

Sei @ eine regelbasierte konjunktive Anfrage (iiber einem DB-Schema S)
der Form

Ans(u) < Ry(uq), ..., Re(uyp)
e Mit var(Q) bezeichnen wir die Menge aller Variablen, die in Q
vorkommen.
e Eine Belegung fiir @) ist eine Abbildung f : var(Q)) — dom.

Wir setzen 3 auf natiirliche Weise fort zu einer Abbildung von
var(Q)) Udom nach dom, so dass [|gom = id. Fiir ein freies Tupel

u=(eq,...,ex) setzen wir S(u) := (B(e1),...,B(ex))-
e Der Anfrage () ordnen wir die folgende Anfragefunktion [Q] zu:

B ist eine Belequng fir @, so
Q@) := < B(u) : dass B(w;) € I(R;), fir alle i €
{1,...,¢}

fiir alle Datenbanken I € inst(S).
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Beispiele

e Die Anfrage (6) Welche (je 2) Regisseure haben schon in Filmen
gespielt, in denen der jeweils andere Regie ge-
fiithrt hat?

lasst sich durch folgende regelbasierte konjunktive Anfrage ausdriicken:
Antworten(z,y) < Filme(z1,x,y), Filme(z, y, )
e Die Anfrage (5) Léuft zur Zeit ein Film von “James Cameron”?
lasst sich durch folgende regelbasierte konjunktive Anfrage ausdriicken:
Ans() < Filme(x,“James Cameron”,y), Programm(z,x,w)
Ans ist hier also ein Relationsname der Stelligkeit 0.
Erinnern Sie sich an unsere Konvention, dass die Ausgabe ,,( der

Antwort ,,nein“ entspricht, und die Ausgabe der Menge {()}, die aus dem
., Tupel der Stelligkeit 0“ besteht, der Antwort ,,ja* entspricht.

Folie 38
Noch ein Beispiel
Betrachte die Datenbank I := {I(R),I(S)} mit
I(R) :={(a,a), (a,b),(b,c),(c,b)} und I(S) := {(d,a,b), (a,c,e),(b,a,c)}.
e Die Anfrage (), :=
Ansy (z1, X9, x3) < R(x1,y), S(y, 22, x3)
liefert auf I das Ergebnis [Q1](I) = {(a,c,e), (a,a,c), (¢, a,c) }.
e Die Anfrage Q) :=
Ansy(x,y) « R(z, z1), S(z1,a,29), R(y,22)
liefert auf I das Ergebnis [Q2](I) = {(a,b), (c,b) }.
Folie 39
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Bezeichnungen

Oft sagen wir kurz Regel, um eine regelbasierte konjunktive Anfrage zu
bezeichnen.

Sei @ eine Regel der Form  Ans(u) < Ry(uy),. .., Re(ur)
e Ans(u) wird als Kopf der Regel bezeichnet.

o Ry(uy),...,Ri(us) wird als Rumpf der Regel bezeichnet. Die einzelnen im
Rumpf vorkommenden R;(u;) werden Atome genannt (fiir ¢ € [¢]).

e Die Relationsnamen aus S werden extensionale Datenbankpridikate
(kurz: edb-Pradikate) genannt.
Wir schreiben edb(Q), um die Menge aller edb-Priadikate zu bezeichnen,
die in () vorkommen.

e Der Relationsname, der im Kopf von ) vorkommt, wird als intensionales
Datenbankpradikat (kurz: idb-Pradikat) bezeichnet.

e Mit adom(Q) bezeichnen wir die Menge aller Konstanten (also Elemente
aus dom), die in ) vorkommen.

yadom® steht fir ,aktive Domdne“ bzw. ,,active domain®.

Der ,,Active Domain* einer Datenbank

Definition 3.3.
Sei S ein Datenbankschema und sei I eine Datenbank vom Schema S.

Der Active Domain von I, kurz: adom(I), ist die Menge aller Elemente aus
dom, die in I vorkommen. Das heifst:

adom(I) = U adom (I(R))
ReS

wobei fiir jedes R aus S gilt: adom (I(R)) ist die kleinste Teilmenge von
dom, so dass jedes Tupel ¢ € I(R) eine Funktion von sorte(R) nach
adom (I(R)) ist.

Ist @ eine Anfrage und I eine Datenbank, so setzen wir

adom(Q@,I) = adom(Q) U adom(I)
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Proposition 3.4.
Fiir jede regelbasierte konjunktive Anfrage @ und jede Datenbank I (vom
passenden DB-Schema) gilt: adom ([Q](I)) C adom(Q,T).

Beweis. Sei () von der Form
Ans(u) < Ry(uq), ..., Re(up).

Sei r := ar(Ans) und v = (21, ..., z,). Insbesondere ist jeder Eintrag x; von
u ein Element aus var U dom.

Sei t := (ty,...,t,) ein beliebiges Element aus [Q](I). Wir miissen zeigen,
dass jeder Eintrag ¢; von ¢ ein Element in adom(Q), I) ist.

Wegen t € [Q](I) gibt es geméf der Definition der Semantik regelbasierter
konjunktiver Anfragen eine Belegung ( fiir (), so dass gilt:

(a) t = F(u) und
(b) B(u;) € I(R;), fiir jedes i € [¢] :=={1,...,(}.
Wegen (a) gilt also fiir jedes j € [r], dass t; = S(z;).

Fall 1: x; € dom.
Dann gilt: t; = f(z;) = z; € adom(Q) C adom(Q), I).

Fall 2: z; € var.

Geméfs der Definition der Syntax regelbasierter konjunktiver Anfragen
(Definition 3.2) gibt es ein ¢ € [¢], so dass z; im freien Tupel u; vorkommt.
Dann kommt also (z;) im Tupel 5(u;) vor. Geméf (b) wissen wir, dass
B(u;) € I(R;) ist. Somit ist f(x;) € adom(I) C adom(Q, I). O

Folie 41

Monotonie und Erfiillbarkeit

Sind I und J zwei Datenbanken vom gleichen Schema S, so sagen wir ,,J ist
eine Erweiterung von I und schreiben kurz ,J O I (bzw. ,I C J*), falls fir
alle R € S gilt: I(R) C J(R) (d.h. jedes Tupel, das in einer Relation von I

vorkommt, kommt auch in der entsprechenden Relation von J vor).

Definition 3.5.
Sei S ein DB-Schema und sei ¢ eine Anfragefunktion iber S.

(a) ¢ heifst monoton, falls fiir alle Datenbanken I und J iiber S gilt:
Falls I C J, so ist ¢(I) C gq(J).
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(b) ¢ heifst erfiillbar, falls es eine Datenbank I gibt mit ¢(I) # 0.

Satz 3.6. Jede regelbasierte konjunktive Anfrage ist monoton und erfillbar.

Beweis. Sei S ein DB-Schema und sei @) eine Anfrage iiber S der Form
Ans(u) < Ry(uy), ..., Re(up).

Nachweis der Monotonie von Q):

Seien I und J Datenbanken mit I C J.

Wir miissen zeigen, dass [Q](I) C [Q](J) ist.

Sei also t € [Q](I) beliebig gewihlt. Zu zeigen: t € [Q](J).

Wegen ¢ € [Q](I) gibt es eine Belegung /S fiir @, so dass t = f(u) ist und
fir alle @ € [¢] gilt B(u;) € I(R;).

Wegen I C J gilt I(R;) C J(R;) fur jedes i € [/].

Somit gilt fiir jedes ¢ € [¢], dass B(u;) € I(R;) C J(R;). Daher ist /5 eine
Belegung, die geméfs der Definition der Semantik regelbasierter
konjunktiver Anfragen bezeugt, dass f(u) € [Q](J) ist. Also ist t € [Q](J).

Nachweis der Erfillbarkeit von Q:
Wir miissen eine Datenbank I vom Schema S finden, fiir die [Q](I) # 0 ist.

Dazu wahlen wir eine Konstante a € dom \ adom(Q) (die gibt es, da
adom(@) endlich und dom unendlich ist).
Fiir jedes R € S setze

ar(R)

I(R) = (adom(Q)U{a} )"

Sei 8 die Belegung fiir (), die jede Variable aus @) auf das Element a
abbildet.
Dann ist S(u) € [Q](I), denn fiir jedes i € [¢] ist

flu) € (adom(Q)U{a} )"
= 1(R,)

Insbesondere ist [Q](I) # 0, d.h. @ ist erfiillbar. O
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Anwendung von Satz 3.6

Satz 3.6 liefert ein einfaches Kriterium, um zu zeigen, dass bestimmte
Anfragefunktionen nicht durch eine regelbasierte konjunktive Anfrage
beschrieben werden konnen:

Wenn eine Anfragefunktion g nicht monoton ist, dann kann sie
auch nicht durch eine regelbasierte konjunktive Aussage
beschrieben werden.

Vorsicht: Dies heifit nicht, dass jede monotone Anfragefunktion durch eine
regelbasierte konjunktive Anfrage beschrieben werden kann!
Beispiel: Die Anfrage

(15) Welche Filme laufen nur zu 1 Uhrzeit?

ist nicht monoton, kann also nicht durch eine regelbasierte konjunktive
Anfrage beschrieben werden.

Dass die Anfrage (15) nicht monoton ist, sieht man z. B. dadurch, dass man
die Datenbank I betrachtet, die aus unserer Beispiel-Datenbank Ixino
entsteht, indem das Tupel (Babylon, Casablanca, 17:30) aus der
Programm-Relation geloscht wird. Offensichtlicherweise ist I C Ixino. Aber
das Ergebnis der Anfrage (15) ist bei Auswertung iiber der Datenbank
Ixino leer, wihrend es bei Auswertung tiber der Datenbank I den Film
“Casablanca” liefert (der geméf der Datenbank I nur um 18:00 Uhr l4uft).

Folie 43

,,Graphische’ Variante: Tableau-Anfragen

Beispiel-Anfrage:
(4) Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit “Matt Damon™?

Darstellung als Tableau T (dhnlich zu ,,Query by Example” (QBE) von
[BM):

. Titel Regie Schauspieler
Filme o 5
TTitel TRegie Matt Damon
Kino Titel Zeit
Programm
TKino L Titel T Zeit
. Kino Adresse Stadtteil Telefon
Kinos
TKino L Adr TSt LTel
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Zugehorige Tableau-Anfrage: (T, (% Kino, T AdT))

Tableaus — Prazise

Definition 3.7. Sei S ein Datenbankschema und R ein Relationsschema.

Ein Tableau iber R (auch: Einzel-Tableau) ist eine endliche Menge von
freien Tupeln (also Tupeln iiber dom U var) der Stelligkeit ar(R).

(Das heifst ein Tableau iiber R ist eine , Relation vom Schema R, die als

Eintrage nicht nur Elemente aus dom, sondern auch Variablen aus var
haben kann“.)

Ein Tableau T tber S ist eine Abbildung, die jedem R € S ein Tableau
iiber R zuordnet.

(Das heifst ein Tableau iiber S ist eine ,,Datenbank vom Schema S, die als
Eintrige auch Variablen enthalten kann®.)

Eine Tableau-Anfrage tiber S (bzw. R) ist von der Form (T, u), wobei T
ein Tableau iiber S (bzw. R) und u ein freies Tupel ist, so dass jede
Variable, die in u vorkommt, auch in T vorkommt.

u heifst Zusammenfassung der Anfrage (T, u).

Semantik von Tableau-Anfragen

Sei @ = (T, u) eine Tableau-Anfrage.

var((Q)) bezeichnet die Menge aller Variablen, die in u oder T vorkommen.
adom(Q)) bezeichnet die Menge aller Konstanten, die in u oder T
vorkommen.

Eine Belegung fir @ ist eine Abbildung $ : var(Q) — dom.

Wir schreiben §(T), um die Datenbank zu bezeichnen, die aus T
entsteht, indem man jedes Variablensymbol x in T durch die Konstante
p(x) ersetzt.

Sei I eine Datenbank vom Schema S.

Eine Belegung f fiir @ heilt Einbettung von T in I, falls §(T) C I gilt
(d.h. die Datenbank I ist eine Erweiterung der Datenbank /5(T)).
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e Der Tableau-Anfrage ) ordnen wir die folgende Anfragefunktion [Q] zu:
QNI = {S(u) : B ist eine Einbettung von T in I'}

fiir alle Datenbanken I € inst(S).

Folie 46

Logikbasierte Variante: Konjunktiver Kalkiil

Beispiel-Anfrage:

(4) Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit “Matt Damon”?
Formulierung als Anfrage des konjunktiven Kalkiils:

(TKinos Tadr) 3T Titel 3T Regie I zei I s Fr 7t (
Filme(x pitel, T pegie, "Matt Damon”) A
Programm( kino, T Titel, T zeit) /\
Kinos( kino, T Adrs Tst, Tel) )
Auf der rechten Seite des ,:“
werden Varianten von Formeln der Logik erster Stufe verwendet.

Hier: eingeschrankte Variante, in der es nur 3-Quantoren
und Konjunktionen (A) gibt.

Folie 47

Konjunktiver Kalkiil (CQ) — Prizise

Definition 3.8. Sei S ein Datenbankschema.
Die Menge CQ[S] aller Formeln des konjunktiven Kalkiils iber S ist
induktiv wie folgt definiert: (CQ steht fiir ,,conjunctive queries”)

(A)  R(vy,...,v,) gehort zu CQ[S] (und wird atomare Formel genannt),
fir alle R € S, r := ar(R) und vy, ..., v, € var U dom.

(K) (pA) gehort zu CQ[S],
fir alle ¢ € CQ[S] und ¢ € CQ[S].

(E) 3Zz¢ gehort zu CQ[S],
fiir alle z € var und ¢ € CQ[S].
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Insbesondere: Jede Formel in CQ[S] ist eine Formel der Logik erster Stufe
iiber der Signatur S U dom (wobei jedes Element aus dom als
,,Konstanten-Symbol“ aufgefasst wird, das stets ,,mit sich selbst*
interpretiert wird).

Semantik von CQ[S]

Sei ¢ eine CQI[S]-Formel.

e adom(y) bezeichnet die Menge aller Konstanten (also Elemente aus
dom), die in ¢ vorkommen.

var(yp) bezeichnet die Menge aller Variablen (also Elemente aus var), die
in ¢ vorkommen.

e frei(y) bezeichnet die Menge aller Variablen, die frei in ¢ vorkommen.
Das heifst: frei(R(vy,...,v,)) = {vy,...,v,.} Nvar;
frei((o A ¢)) = frei(p) U frei(v);
frei(Jzp) = frei(y) \ {z}.

e Eine Belegung fiir ¢ ist eine Abbildung 5 : frei(¢) — dom.

e Einer Datenbank I vom Schema S ordnen wir die logische Struktur

A = (dom, (I(R)) g (c)ecatom)

zu. Insbesondere ist Ay eine o-Struktur iber der Signatur o := S U dom.

e Ist I eine Datenbank vom Schema S und /3 eine Belegung fiir ¢, so sagen
wir I erfillt ¢ unter f“ und schreiben I = ¢[f] bzw. (I, 5) = ¢, um
auszudriicken, dass (Ag, §) = ¢ gilt.

Bemerkung. Wir verwenden hier Notationen, die in der Veranstaltung
Logik in der Informatik eingefiihrt wurden. Der Vollstandigkeit halber
geben wir hier die Definition rekursiv fiir alle CQ[S]-Formeln ¢ an:

e Falls ¢ von der Form R(vy,...,v,) ist, fiir R € S, r = ar(R) und
vy, ...,0, € var Udom, so gilt

(ALB)Fe = (B(w),....B(v)) €I(R)
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e Falls ¢ von der Form (i1 A 1) ist, fiir ¢, € CQ[S] und ¢, € CQIS], so
gilt

(“4175) ): ¥ — ( ("4176) ): wl und ("4175) ): % )
e Falls ¢ von der Form Jx ¢ ist, fiir z € var und ¢ € CQJ[S], so gilt
(A1,8) E¢@ <= es gibt ein a € dom, so dass fiir die Bele-

gung 3¢ : frei(¢) — dom mit f¢(r) := a und
Be(y) = B(y) firalle y # z gilt: (Ar, %) = ¥

Folie 49
Notation
e Mit CQ bezeichnen wir die Klasse aller CQ[S]-Formeln fiir alle
Datenbankschemata S.
e Manchmal schreiben wir {x; /a4, ..., x./a,} um die Belegung
B :{x,...,x.} — dom zu bezeichnen mit 5(z;) = a;, f.a.
ie{l,...,r}
e Fiir eine CQ-Formel ¢ schreiben wir oft ¢(x1,...,x,), um
anzudeuten, dass frei(p) C {z1,..., 2. }.
e Ist ay,...,a, € dom, so schreiben wir vereinfachend I = ¢lay, ..., a,]
an Stelle von I = ¢[{z1/ay,...,z./a.}].
e Ist y € dom U var, so bezeichnet ¢(x1/y, xs, ..., z,) die Formel, die
aus  entsteht, indem jedes Vorkommen der Variablen z1 durch y
ersetzt wird.
e Beim Schreiben von Formeln lassen wir Klammern ,(“, ,,)* oft weg
und schreiben , 3xq, ..., x,“ als Abkiirzung fir .3z, Jxo - - - ..
e Zwei CQ[S]-Formeln ¢ und 1 heiken dquivalent, falls frei(p) = frei(v))
und fiir jede Datenbank I € inst(S) und jede Belegung § fiir ¢ (und
V) gilt: T=o[f] < I E=y[p].
Folie 50
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Konjunktiver Kalkiil: Syntax und Semantik

Definition 3.9. Sei S ein Datenbankschema.

Eine Anfrage des konjunktiven Kalkiils ist von einer der beiden folgenden
Formen:

(1) {(e1,...,er) : ¢}, wobeipe CQS],r>0und (e1,...,e.) ein freies
Tupel ist, so dass frei(p) = {ey,...,e.} Nvar

(2) {(e1,...,e.) : True}, wobeir >0 undey,..., e € dom gilt.
Semantik:

Einer Anfrage @) der Form {(ey,...,e,;) : ¢} ordnen wir die folgende
Anfragefunktion [Q] zu:

B ist eine Belegung fiir ¢ mat }

[[Q]](D = {5((617”-,67")) : Ilzgp[m

fiir alle Datenbanken I € inst(S).

Einer Anfrage @) der Form {(ey,...,e,) : True} ordnen wir die folgende
Anfragefunktion [Q] zu: [Q](I) = { (e1,...,e,) } fiir alle I € inst(S).

Wertebereich von Anfragen des konjunktiven Kalkiils

Wir setzen adom(True) := (). Fiir eine Anfrage @) der Form
{(e1,...,e.) : p} mit p € CQ[S] U { True} setzen wir

adom(Q) := adom(p)U ({e1,...,e.} Ndom).
Ist @ eine Anfrage und I eine Datenbank, so setzen wir — wie iiblich —
adom(Q@,I) := adom(Q) U adom(I)
Analog zu Proposition 3.4 gilt auch fiir Anfragen des konjunktiven Kalkiils:

Proposition 3.10.
Fiir jede Anfrage QQ des kongunktiven Kalkils und jede Datenbank I (vom
passenden DB-Schema) gilt: adom ([Q](I)) € adom(Q,I).

Beweis: Fallunterscheidung geméfs der beiden méglichen Formen von
Anfragen. Bei Form (1) Induktion iiber den Formelaufbau. Details: Ubung.
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Beispiel
Die Anfrage

Gibt es einen Schauspieler, der sowohl in einem Film von “Paul
Anderson” als auch in einem Film von “Ridley Scott”
mitgespielt hat?

wird durch die folgende Anfrage des konjunktiven Kalkiils beschrieben:

. . « ”
{ () . 3xSchauspieler( Eleitell FZlme(xTitelb Paul Anderson 7xSchauspieler) A

dx Titel2 FZlm6($ Titel2, ‘{RZdley SCOtt”; wSchauspieler) )
und durch die dazu dquivalente Anfrage

. . 2
{ () . Elechauspieler E|-77Titel1 ElxTitelQ( FZlme(-rTitella “P(IUZ Anderson 7xSchauspieler) A

FZZ’/TL@(CC Titel2y “Ridley SCOtt”, ISChauspieler) ) }

Folie 53
Noch ein Beispiel
Die Anfrage

Egal fiir welche Datenbank, gib als Antwort das Tupel

(“Terminator”, “Linda Hamilton”) aus!
wird durch folgende Anfrage des konjunktiven Kalkiils beschrieben:

{ (“Terminator”, “Linda Hamilton”) : True }
Folie 54

Eine Normalform fiir CQ

Definition 3.11.
Eine CQ[S]-Formel p(z1,...,x,) ist in Normalform, falls sie von der Form

ElC(]r+1 te 3xr+s (Rl(ul) VANRIERIVAN Rg(Ug))
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ist, wobei gilt: 7,5, >0, Ry,...,R¢ €S, uq,...,us sind freie Tupel iiber
{z1,..., 2, s} Udom, frei(p) ={xy,...,z,} und zy,..., 2,44 sind
paarweise verschiedene Elemente aus var.

Eine Anfrage @ des konjunktiven Kalkiils ist in Normalform, falls sie von
der Form {(e1,...,e.) : ¢} ist, wobei ¢ eine CQ-Formel in Normalform ist.

Lemma 3.12.
Jede CQ-Formel ist dquivalent zu einer CQ-Formel in Normalform.

Und es gibt einen Polynomialzeit-Algorithmus, der bei Eingabe einer
CQ-Formel eine dquivalente CQ-Formel in Normalform konstruiert.

Beweis: Ubung.

Beispiel
Die CQ-Formel

3z3Z" Programm(z,x,z') A

3z Filme(x,y,z) A

dz Filme(z,y, “George Clooney”) A
3z Filme(z,“George Clooney”, y)

ist nicht in Normalform, aber dquivalent zur Normalform-Formel

Jzq - - dzs ( Programm(zy, x, z3) A
Filme(x,y, z3) A
Filme(zy4,y, “George Clooney”) A
Filme(zs, “George Clooney”, y)

wobei 21, ..., z5 paarweise verschiedene Elemente aus var sind.

Aquivalenz von Anfragesprachen

Definition 3.13. Seien Q; und 9, zwei Anfragesprachen. Wir schreiben

o Q) < Qy (bzw. Qs > Qy; ,,Qy ist mindestens so ausdrucksstark wie
Q1 ), falls jede Anfragefunktion, die durch eine Anfrage in Q;
ausgedriickt werden kann, auch durch eine Anfrage in Q, ausgedriickt
werden kann.
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e Q) =Qy (,91 und Qo haben dieselbe Ausdrucksstarke®) falls
Q1 < Qrund Oy < Oy

o Q) < Qy (bzw. Qs > Qy; , Qs ist ausdrucksstirker als Q) falls
Q1 < 97 und nicht 9y < Q5.

Folie 57

Aquivalenz der bisher eingefiihrten Anfragesprachen

Lemma 3.14.
Die Klassen der regelbasierten konjunktiven Anfragen, der Tableau-Anfragen
und der Anfragen des konjunktiven Kalkils haben dieselbe Ausdrucksstirke.

Es gilt sogar: Jede Anfrage aus einer dieser drei Anfragesprachen kann
in polynomieller Zeit in dquivalente Anfragen der beiden anderen
Anfragesprachen tibersetzt werden.

Beweis.

Regelbasiert ~ Tableau:
Gegeben sei eine regelbasierte konjunktive Anfrage ) der Form

Ans(u) < Ri(u1), ..., Re(ue)
Sei Q' = (T',4/) die Tableau-Anfrage mit v’ := u und
T(R) = {u; : ie{l,..., ¢} mit R, =R},

fiir jedes R € S.

Einfaches Nachrechnen liefert fiir alle Datenbanken I € inst(S), dass
[QT(T) = [QI(T) ist:

Fiir die Richtung ,,C“ sei t ein beliebiges Tupel aus [Q'](I). Ziel ist, zu
zeigen, dass t € [Q](T) ist.

Wegen ¢ € [Q'](I) gibt es laut Definition der Semantik von
Tableau-Anfragen eine Einbettung 5 von @)’ in I, so dass t = () ist.
Gemiék Definition des Begriffs einer ,,Einbettung” ist 5 eine Abbildung

B :var(Q') — dom, fiir die gilt: 3(T') C I, d.h. fiir jedes R € S ist
B(T(R)) CI(R).

Geméf Konstruktion von @’ ist var(Q') = var(Q) und v’ = u. Wir wollen
nun zeigen, dass fiir jedes Atom R;(u;) im Rumpf von @ gilt: 5(u;) € I(R;).
Beachte: Gemaf der Definition der Semantik regelbasierter konjunktiver
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Anfragen bezeugt  dann, dass f(u) € [Q](I) ist; und wegen

B(u) = f(u') =t sind wir dann fertig mit dem Beweis der Richtung ,,C*.
Betrachte nun ein beliebiges Atom R;(w;) im Rumpf von Q. Fiir R := R;
gilt gemifk unserer Wahl des Tableaus T', dass u; € T'(R) ist. Da 3 eine
Einbettung in T ist, gilt: 3(T'(R)) C I(R). Insbesondere ist also

B(u;) € I(R) fir R := R;. Dies beendet den Beweis der Richtung ,,C*.

Fiir die Richtung ,,0 sei t ein beliebiges Tupel aus [Q](I). Ziel ist, zu
zeigen, dass t € [Q'](I) ist.

Wegen t € [Q](I) gibt es laut der Definition der Semantik regelbasierter
konjunktiver Anfragen eine Belegung /3 : var(Q)) — dom, so dass t = [(u)
ist und S(u;) € I(R;) fir jedes i € {1,..., ¢} gilt.

Gemaifs der Konstruktion von @' ist var(Q’) = var(Q) und v’ = u, also
B(u') = f(u) =t. Um den Beweis zu beenden, geniigt es geméfs der
Definition der Semantik von Tableau-Anfragen also nachzuweisen, dass
eine Einbettung von T’ in I ist. Wir miissen daher nur noch zeigen, dass
B(T'(R)) C I(R) fiir jedes R € S gilt. Betrachte dazu ein beliebiges Element
R € S und ein beliebiges Element v € T'(R). Ziel ist, zu zeigen, dass

B(v) € I(R) ist.

Gemif unserer Wahl des Tableaus T’ gibt es fiir jedes v € T'(R) ein
ie{l,..., ¢}, so dass v = u; und R = R;. Gemif Voraussetzung wissen
wir, dass gilt: f(u;) € I(R;). Somit gilt also f(v) € I(R). Dies beendet den
Beweis der Richtung ,,O%.

Tableau ~ Kongunktiver Kalkiil:
Gegeben sei eine Tableau-Anfrage Q@ = (T, u).

Fall 1: Fiir alle R € S gilt: T(R) = 0.
Dann enthélt u keine Variable. Sei @' die Anfrage {u : True}.
Einfaches Nachpriifen zeigt, dass )" eine Anfrage des Konjunktiven Kalkiils

ist und dass fiir jedes I € inst(S) gilt: [Q'](I) = {u} = [Q](T).
Fall 2: Es gibt (mind.) ein R € S mit T(R) # 0.
Sei x1, ...,z eine Aufzéhlung aller Variablen aus var(Q), die nicht im

Zusammenfassungstupel v vorkommen.
Sei Q' die folgende Anfrage des Konjunktiven Kalkiils:

{u:EIa:l---Elxk /\ /\ R(UR)}

ReS,
T(R)£0 uRET(R)

Einfaches Nachpriifen zeigt, dass )" eine Anfrage des konjunktiven Kalkiils
ist und dass fiir alle Datenbanken I € inst(S) gilt: [Q'](I) = [Q](T) ist.
(Details: Ubung).
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Konjunktiver Kalkil ~» Regelbasiert:
Gegeben sei eine Anfrage ) des Konjunktiven Kalkiils.

Fall 1: @ ist von der Form {wu : True}. Insbesondere ist u von der Form
(eé1,...,e;,) mit r > 0 und ey, ..., e, € dom.

Sei () die Anfrage Ans(ey,...,e,) «+ .

Einfaches Nachpriifen zeigt, dass )" eine regelbasierte konjunktive Anfrage
ist (der Rumpf der Anfrage hat Linge ¢ = 0, ist also leer) und dass fiir alle

T e insi(S) gilt: [Q)(T) = {u} = [Q)(D)
Fall 2: @ ist von der Form {u: ¢} wobei ¢ eine CQ-Formel ist.

Wir nutzen Lemma 3.12, um ¢ in eine dquivalente CQ-Formel ¢ in
Normalform zu transformieren. Sei ¢’ von der Fom

Jzq - - - Jzg ( Ri(up) A -+ A Ry(uy) )
Sei ) die Anfrage
Ans(u) < Ry(u1),--- , Re(uy)

Einfaches Nachpriifen zeigt, dass )" eine regelbasierte konjunktive Anfrage
ist und dass fiir alle Datenbanken I € inst(S) gilt: [Q'](I) = [Q](T).
(Details: Ubung). O

Beispiel zur Ubersetzung von Anfragen

Betrachte die Anfrage

Ans(z,y) < Programm(z,x, z3),
Filme(x,y, z3),
Filme(zy,y,“George Clooney”),
Filme(zs, “George Clooney”, )

Unser Beweis von Lemma 3.14 iibersetzt diese Anfrage in die
Tableau-Anfrage @ = (T, u) mit Zusammenfassungstupel v = (x,y) und
folgendem Tableau T:

Kino Titel Zeit
Programm
21 T z9
Titel Regie Schauspieler
. x Y 23

F

ime 24 Y “George Clooney”
25 “George Clooney” vy

Version vom 23. November 2023 Seite 41

Folie 58



Folie 59

Folie 60

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Diese Tableau-Anfrage wiederum wird durch unseren Beweis tibersetzt in
die folgende Anfrage des konjunktiven Kalkiils:

(x,y) : Fz1---3zs ( Programm(zy, x, z2) A
Filme(z,y, z3) A
Filme(z4,y, “George Clooney”) A
Filme(zs, “George Clooney”, y) )

Diese Anfrage ist in Normalform und wird durch unseren Beweis iibersetzt
in die regelbasierte Anfrage, mit der wir dieses Beispiel begonnen haben.

Die Kalkiil-Anfrage

(x,y) : 3Fz32" Programm(z,z,z") A
3z Filme(x,y,z) A
dz Filme(z,y,“George Clooney”) A
dz Filme(z,“George Clooney”, y)

die nicht in Normalform ist, wird durch unseren Beweis zunéchst in die
Normalform-Anfrage

(z,y) © Jz---3z5 ( Programm(z, x,25) A
Filme(x,y, z3) A
Filme(z4,y, “George Clooney”) A
Filme(zs, “George Clooney”, y) )

iibersetzt, die dann wiederum in die regelbasierte Anfrage iibersetzt wird,
mit der wir dieses Beispiel begonnen hatten.

Zur Info: Die im obigen Beispiel betrachtete Anfrage fragt nach Titel und Regisseur von
zur Zeit laufenden Filmen, deren Regisseur sowohl als Schauspieler als auch als Regisseur

schon mal mit George Clooney gearbeitet hat.

Einige Erweiterungen der Anfragesprachen

(1) Test auf ,,Gleichheit“ von Variablen zulassen
(2) Hintereinanderausfithrung (Komposition) mehrerer Anfrage zulassen
Zu (1):

Zum Beispiel lésst sich die Anfrage
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(6): Welche (je 2) Schauspieler haben schon in Filmen gespielt, in denen
der jeweils andere Regie gefiihrt hat?

ausdricken durch
Ans(ylv 92) — Filme(xbyla 21)7 Film6($2a Y2, Z2)7 Y1=722, Ya2=21
aber auch, aquivalent, durch

Ans(y1, y2) < Filme(xq,y1,v2), Filme(xs,y2,y1)

Folie 61

Regelbasierte konjunktive Anfragen mit ,,=*

Prinzipiell:
Im Rumpf von Regeln auch Atome der Form ,,z=y* und , x=c¢"* zulassen, fiir
beliebige Variablen z,y € var und Konstanten ¢ € dom.

~» regelbasierte konjunktive Anfragen mit ,,=*

~» Konjunktiver Kalkil mit ,,=“
Aber Vorsicht: Die Regel () der Form
Ans(z,y) < R(z), y==
ausgewertet in einer Datenbank I mit I(R) = {a}, liefert als Ergebnis
[QII) = {(a,d) : d€dom} = {a} x dom
Da dom unendlich viele Elemente hat, ist [Q](I) also eine ,,unendliche

Relation; per Definition, sind als Relationen aber nur endliche Mengen
erlaubt.

Daher machen wir eine syntaktische Einschrankung auf bereichsbeschrinkte
Anfragen, um zu garantieren, dass das Ergebnis einer Anfrage stets eine
endliche Relation ist.

Folie 62
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Bereichsbeschrankte konjunktive Anfragen mit ,,=*

Prizise:

Jede Variable z, die im Rumpf der Regel vorkommt, muss auch in einem im
Rumpf der Regel stehenden Atom der Form R(u) oder z=c, fiir ein

¢ € dom, vorkommen — oder es muss eine Kette von Gleichheits-Atomen
der Form z=y,y1=Ys, ..., y;=2 und ein Atom der Form z=c fiir eine
Konstante ¢ € dom geben oder ein Atom der Form R(u) im Rumpf der
Regel geben, so dass die Variable z im freien Tupel u vorkommt.

Regelbasierte konjunktive Anfragen mit ,,=", die diese Bedingung erfiillen,
nennen wir bereichsbeschrinkt.

Beobachtung 3.15. Jede bereichsbeschrinkte regelbasierte konjunktive

Anfrage mit ,,=* ist entweder unerfillbar oder dquivalent zu einer
regelbasierten konjunktiven Anfrage (ohne ,,=“). (Details siehe Ubung.)

Analog wird die Klasse CQ™ aller bereichsbeschrinkten Formeln des
konjunktiven Kalkils mit ,,=“ definiert. Beispiel fir eine CQ™-Anfrage, die
nicht erfillbar ist:

{ (@) : (R(z) AN z=a A 2=b) }

wobel a und b zwel verschiedene Elemente aus dom sind.

Hintereinanderausfiihrung mehrerer Anfragen
Im Folgenden widmen wir uns einer Erweiterung der konjunktiven
Anfragen, die die Komposition mehrerer Anfragen ermdglicht, so dass eine

Anfrage auf das Resultat einer (oder mehrerer) Anfragen angewendet
werden kann.

Regelbasierte konjunktive Programme
Definition 3.16. Sei S ein Datenbankschema.
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Ein regelbasiertes konjunktives Programm iiber S (mit oder ohne ,=*) hat

die Form
Si(u1) < Rumpf,

Sa(uz) = Rumpf,

Sm(Um) < Rumpf,

wobei m>1, Sy,...,S,, sind paarweise verschiedene Relationsnamen aus
rel \ S und fiir jedes i € {1,...,m} gilt:
Q: = Si(uw;) < Rumpf;

ist eine regelbasierte konjunktive Anfrage iiber (SU{S; : 1< j <i}) (mit
oder ohne ,,=*).

Die Relationsnamen aus S, die im Programm vorkommen, heifsen
extensionale Pradikate (edb-Prddikate). Die Relationsnamen Sy, ..., .Sy,
heifien intensionale Prédikate (idb-Prdidikate).

Folie 65

Semantik regelbasierter konjunktiver Programme

Ausgewertet liber einer Datenbank I € inst(S) beschreibt das obige
Programm P die Relationen

[PSOIMD), ..., [P(Sm)](D),

die induktiv fiir alle ¢ € {1,...,m} wie folgt definiert sind:
[PESHIA) = [Qi(Ji-1)

wobei J;_; die Erweiterung der Datenbank I um die Relationen
J(S;) == [P(S;)](), fir alle j mit 1 < j < ¢ ist.

Folie 66

Aquivalenz von Regeln und Programmen

Beobachtung 3.17. Fiir jedes regelbasierte konjunktive Programm P tiber
einem Relationsschema S (mit oder ohne ,,=“) und jedes idb-Pradikat S von
P gibt es eine regelbasierte konjunktive Anfrage Q (mit ,=*) dber S, so dass

[QRIM) = [P(S)]T)
fir alle I € inst(S).
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Beispiel:
Sei S = {Q, R}. Betrachte folgendes regelbasierte konjunktive Programm P:

Sl(xaz) — Q(I,y), R(y,Z,UJ)
SZ(xayaz) — Sl(l‘,w), R(w,y,v), Sl(U,Z)
Die von P durch S, definierte Anfrage ist dquivalent zu

52(5572/7 Z) A .’L':.CC/, w:’zlu Q(x/7y/>7 R(ylaz/7w/)7
R(U}, Y, U)v
,U::C//’ Z:Z//’ Q(x//7 y//)’ R(,!///’ Z”7 w//)

3.2 Auswertungskomplexitat

Folie 67
Auswertungskomplexitiat konjunktiver Anfragen
Auswertungsproblem fiir CQ (kombinierte Komplexitét)
Fingabe: Anfrage @) des konjunktiven Kalkiils,
Datenbank I (von einem zu @) passenden Schema S)
Aufgabe: Berechne [Q](T)
Schon wdre: Algorithmus, der zur Losung dieses Problems mit Zeit
polynomiell in ,,Grofse der Eingabe + Grofe der Ausgabe auskommt.
Frage: Gibt es einen solchen Algorithmus?
Groffe der Fingabe: k+n, wobei
e k:=|Q| die Lange der Anfrage (betrachtet als Wort tiber dem
Alphabet domUvarUSU{3, A, (,),{, }, 5, })
Die Lénge von konjunktiven regelbasierten Anfragen bzw. von
Anfragen anderer Anfragesprachen wird analog definiert.
e n:= |I| die Gréfe der Datenbank, also
no= [I] = ) JUR)| wobei [I(R)| = ar(R)- [I(R)|
ReS ——
Anzahl Tupel in I(R)
Grifie der Ausgabe:
| [Q](X) | := ,Stelligkeit” - ,,Anzahl Tupel im Ergebnis*
Folie 68
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Auswertung konjunktiver Anfragen

Proposition 3.18.
Das Auswertungsproblem fiir CQ ldsst sich in Zeit O((k—i—n)k) losen.

Bewess: siehe unten.

Bemerkung: Das ist exponentiell in der Lénge der Anfrage.
Frage: Geht das effizienter?

Beweis von Proposition 3.18:
Als Eingabe erhalten wir eine Datenbank I und eine Anfrage () der Form

{(el,...,er) : go(a:l,...,q:m)},

wobei (eq, ..., e,) ein freies Tupel ist, dessen Variablen genau die Variablen
aus {z1,...,Zy} sind, und ¢ eine CQ-Formel mit frei(p) = {z1,..., 2},
die 0.B.d.A. von der Form

?
Iy - - - Jag /\ Rl(uz)
i=1

ist, wobei jedes u; ein freies Tupel mit Variablen aus {z1,...,z} ist.
Unser Algorithmus geht bei Eingabe von @ und I wie folgt vor:

(1) Bestimme adom(Q,I).
(2) Fiir jedes b= (by,...,b;) € (adom(Q,I))" tue Folgendes:
(2.1) Sei 8 :{xy,...,2s} — dom die Belegung mit
B(x;) = b; fiir jedes i € {1,...,s}.
(2.2) test := true
(2.3) Firi=1,...,¢ tue Folgendes:
(2.3.1) Teste, ob f(u;) € I(R;) gilt.
(2.3.2) Falls nicht, so setze test := false.
(2.4) Falls test = true, so gib das Tupel (5(e1),...,0(e,)) aus.
Unter Verwendung von Proposition 3.10 (,adom([Q](I) C adom(Q,I)*)
sieht man leicht, dass dieser Algorithmus genau die Tupel aus [Q](T)

ausgibt.
Eine Laufzeitanalyse fir k& := |Q|, n := |I| und N := k + n ergibt, dass
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e fiir Zeile (1) nur O(N log N) Schritte gemacht werden, um eine Liste
aller beim Lesen von () und I gefundenen Konstanten zu erstellen
(der Faktor log N wird benutzt, um die Liste zu sortieren und
Duplikate zu eliminieren),

e die Schleife in Zeile (2) hochstens N* mal durchlaufen wird und

e bei jedem Schleifendurchlauf héchstens s+1+ ¢-(n+1) +1+7r
Schritte gemacht werden.

Eine néhere Betrachtung von @) zeigt, dass
ko= Q] = 242r+1+ 2(s—m) + (4
ist. Aufserdem ist r > m, und daher ist r 4+ (s—m) > s, und somit ist
k> 3+r+(s—m)+s+4 > s+1+0+1+7.

Die Gesamtlaufzeit unseres Algorithmus ist also

O(NlogN) + N*-(s+1+0+1+r+0n) < O(NIlogN) + N*-(k+ln)
< O(N?) + N®-N?
< O(Ns+2)
< O(NY)
< O((k+n)k)
Dies beendet den Beweis von Proposition 3.18. O]

Folie 69

Boolesche Anfragen

o Jur Erinnerung:

Boolesche Anfragen sind ,,ja / nein“-Anfragen,
d.h. Anfragen, deren Ergebnis die Stelligkeit 0 hat.

o Klar:

Falls wir zeigen konnen, dass das Auswertungsproblem fiir
Boolesche Anfragen des konjunktiven Kalkiils schwierig ist, so ist es
auch fir allgemeine Anfragen des konjunktiven Kalkiils schwierig.

o Wir werden sehen, dass umgekehrt aber auch gilt:

Falls wir einen Algorithmus haben, der das Auswertungsproblem fiir
Boolesche Anfragen des konjunktiven Kalkiils 16st, so konnen wir
diesen Algorithmus verwenden, um das Auswertungsproblem fiir
beliebige Anfragen des konjunktiven Kalkiils zu losen.
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Folie 70

Algorithmen mit Taktung f(k,n)

Definition 3.19. Sei f : N x N — N, sei A eine Datenbankanfragesprache
und sei A irgendein Algorithmus, der bei allen Eingaben terminiert.

Wir sagen:

das Auswertungsproblem fir A kann unter Rickgriff auf A
mit Taktung f(k,n) geldst werden,

falls es einen Algorithmus B gibt, der bei Eingabe einer Anfrage Q aus A
und einer Datenbank I nach und nach genau die Tupel aus [Q](I) ausgibt
(und zwar jedes nur einmal) und

e vor der Ausgabe des ersten Tupels,
e zwischen der Ausgabe von je zwei aufeinanderfolgenden Tupeln,
e nach der Ausgabe des letzten Tupels
je hochstens f(|Q], |I]) viele Elementarschritte oder Schritte, in denen der

Algorithmus A aufgerufen wird, macht.

Folie 71

Boolesche Anfragen ~» beliebige Anfragen

Theorem 3.20. Sei A ein Algorithmus, der das Auswertungsproblem fiir
Boolesche Anfragen des konjunktiven Kalkiils l6st.

Dann gibt es einen Algorithmus B, der das Auswertungsproblem fir
(beliebige) Anfragen des konjunktiven Kalkils unter Rickgriff auf A
mit Taktung O(k*n-logn) ldst.

Bewess: siehe unten.

Folgerung: Falls wir das Auswertungsproblem fiir Boolesche Anfragen des
konjunktiven Kalkiils effizient 16sen konnen, dann kénnen wir es auch fiir
beliebige Anfragen des konjunktiven Kalkiils effizient 16sen.

Beweis von Theorem 3.20:
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Wir betrachten 0.B.d.A. nur Anfragen der Form

{(a:l,...,xr,cl,...,cm) : gp(xl,...,xr)}
wobei fiir r,m, s, ¢ > 0 gilt:

e 11,...,x, sind paarweise verschiedene Variablen.
Die Zahl r wird im Folgenden Stelligkeit der Anfrage genannt.

® Ci,...,Cy sind (nicht notwendigerweise unterschiedliche) Konstanten.

o frei(p) = {xy,..., 2, }.

e ¢ ist von der Form dz,,q---Jx; /\f:1 R;(u;), wobei jedes u; ein
freies Tupel mit Variablen aus {z1,..., x5} ist.

Bei Eingabe einer Datenbank I und einer Anfrage () dieser Form geht unser
Algorithmus B in 2 Phasen vor.

Phase 1: Ermittle die Stelligkeit » der Anfrage und erstelle eine Liste
ai,...,ay aller Elemente aus adom(Q,I), fir N := | adom(Q, I)|.

Fir k£ := |@Q| und n := |I| gilt N < k+ n. Und Phase 1 benétigt nur Zeit
O((k 4+ n)log(k 4+ n)) (wir sortieren die beim Lesen von @ und I erstellte
Liste von Konstanten, um Duplikate zu eliminieren).

Phase 2: Berechne [Q](I).
Unter Verwendung von Proposition 3.10 erhalten wir, dass Folgendes gilt:

[QIT) C {a,...,an} x{c1} x - x{cn}

Eine erste und noch nicht ganz so gute Idee, [Q](I) zu berechnen, ist wie
folgt vorzugehen.

Fiir alle b, € {ay,...,ay} tue Folgendes:
Fiir alle b,_1 € {a4,...,ayn} tue Folgendes:

Fiir alle by € {a4,...,ayn} tue Folgendes:
(1) Starte Algorithmus A mit DB I und Anfrage
Qb = {0 1 wlar/br,.. 2 /b)) }

(2) Falls A ,ja* ausgibt, so gib das Tupel
(b1, ... bryc1y. .. cm) aus.
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dieser Algorithmus genau die
Tupel aus [Q](I) ausgibt. Das Problem ist allerdings, dass vor der Ausgabe
des ersten Tupels (und zwischen der Ausgabe zweier Tupel und nach der
Ausgabe des letzten Tupels) evtl. zu viel Zeit vergeht. Wenn beispielsweise
(an,...,an,c1,. .., Cp) das einzige Tupel in [Q](I) ist, dann gibt der obige
Algorithmus dieses erst im allerletzten Schleifendurchlauf aus, also nach
etwa N Schritten. Das , 7, das hier im Exponenten steht, hiangt von der
Anfrage @) ab. Die hier erzielte Taktung von N ist u.U. also viel grofer als
die im Theorem behauptete Taktung von maximal &% - n - logn.

Lésungsansatz: Die Abarbeitung der ineinandergeschachtelten Schleifen des
obigen Algorithmus kénnen wir uns als einen Tiefensuche-Durchlauf durch
den folgenden Suchbaum vorstellen: Der Suchbaum ist ein vollstdndiger
Baum der Tiefe r, bei dem jeder Knoten, der sich auf einer Tiefe < r
befindet, genau N Kinder hat (und diese sind mit ay, ..., ay beschriftet).
Die N Kinder vy, ...,vy der Wurzel stellen alle moglichen Belegungen fiir
b, dar; jedes v; hat wieder N Kinder, die alle moglichen Belegungen fiir b,
darstellen, usw.

Unser neuer Losungsansatz soll nun sicherstellen, dass nur solche Kanten
des Suchbaums durchlaufen werden, die tatsédchlich zu einem Tupel aus
[Q](I) fithren. Dies kann man dadurch bewerkstelligen, dass man vor dem
Durchlaufen einer Kante eine Boolesche Anfrage stellt, die nachfragt, ob es
im Teilbaum unterhalb dieser Kante ein Tupel gibt, das zu [Q](I) fiihrt.
Diese Methode ist unter dem Namen flashlight search bekannt.

Dies wird erreicht, indem wir die folgende Prozedur C mit Eingabe r, )
starten.

Prozedur C(r, Q):

Falls r = 0:
(1) Starte Algorithmus A mit DB I und Boolescher Anfrage
@ = {0+ v}

(2) Falls A |ja“ ausgibt, so gib das Tupel (c,...,¢,) aus und halte an.
Falls » > 0:
Fiir jedes b, € {ai,...,an} tue Folgendes:

(3) Starte Algorithmus A mit DB I und Boolescher Anfrage
Qe = {(): Jzy-- Tz (21, .., 20 1,7, /by) }

(4) Falls A ,ja* ausgibt, so starte einen rekursiven Aufruf der Prozedur
C mit Eingabe ' und @', fiir
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o 1 i=r—1

° Q/ — Qlk))::rechneLsgen —

{(.7/'1, s 7xr—17bTacl7 s ucm) : Sp(xla s 7x7‘—17'rr/b"r)}

Per Induktion nach r zeigen wir, dass Folgendes gilt:
(1),: C(r,Q) gibt genau die Tupel aus [Q](I) aus.

(2),:  C(r,Q) hat Taktung hochstens (r+1)- (2k+1)- (N+1), d.h. vor
der Ausgabe des ersten Tupels, zwischen der Ausgabe zweier
Tupel und nach der Ausgabe des letzten Tupels fithrt die
Prozedur jeweils hochstens (r+1) - (2k+1) - (N+1)
Elementarschritte oder Aufrufe von A durch.

Induktionsanfang fir r = 0:

Aussage (1) gilt offensichtlicherweise.

Aufserdem macht die Prozedur maximal & Elementarschritte, um die
Anfrage QB°°! zu konstruieren, startet danach einen Aufruf von A und
macht ggf. nochmal m Elementarschritte, um das Tupel (cq, ..., ¢p)
auszugeben. Die Gesamtzahl der Schritte ist also hochstens
kE4+14+m<2k+ 1< (r+1)(2k+1)(N+1). Somit ist Aussage (2), erfiillt.

Induktionsschritt firr > 0:

Die Giiltigkeit der Aussage (1), folgt direkt aus der Konstruktion der
Prozedur C, der Induktionsannahme und der Tatsache, dass

adom([Q](I)) C adom(Q,I) ist (Details: Ubung).

Zum Nachweis der Giiltigkeit der Aussage (2), beachte Folgendes:

Vor der Ausgabe des ersten Tupels, zwischen der Ausgabe von zwei Tupeln
und nach der Ausgabe des letzten Tupels macht die Prozedur je hochstens

(A) N Schritte, in denen Zeile (3) aufgerufen wird und die Ausgabe ,nein*
liefert.
Bei jedem solchen Schritt fallen maximal k& Elementarschritte zur

Konstruktion der Anfrage Q°*'*¢ an, und 1 Schritt zum Aufruf von A.

(B) 1 Schritt, in dem Zeile (3) aufgerufen wird und die Ausgabe ,.ja*
liefert, so dass danach Zeile (4) aufgerufen wird (und wir wissen, dass
wahrend der Abarbeitung dieses Aufrufs mindestens ein Tupel
ausgegeben wird).

Dabei werden hochstens folgende Schritte gemacht:
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k Elementarschritte zur Konstruktion von QZf‘LSg

1 Schritt zum Aufruf von A

k Elementarschritte zur Konstruktion von befreChne Lsgen
nach dem Start von C(r—1, Q]gfrEChneLSgen) geméalk
Induktionsannahme maximal r-(2k+1)-(N+1) Schritte bis zur

Ausgabe des ersten Tupels, zwischen der Ausgabe von 2 Tupeln
und nach der Ausgabe des letzten Tupels.

Bei (A) werden also insgesamt hochstens (k+1) - N Schritte gemacht, und
bei (B) betragt die ,, Taktung* hochstens 2k + 1 + r(2k+1)(N+1).
Insgesamt haben wir also eine ,, Taktung“ von héchstens

(k+1)N + 2k 4+ 1 + r-(2k+1)-(N+1)

(2k+1)-(N+1) + r-(2k+1)-(N+1)

<
< (r+1) - (2k4+1) - (N+1)
Schritten. Somit ist also Aussage (2), bewiesen.

Insgesamt erhalten wir, dass unser Algorithmus B das Auswertungsproblem
unter Riickgriff auf A mit Taktung

O((k+n)-log(k+n) +r-k-N) < O((k+n)(log(k) +log(n)) + k*(k+n))

L /

Ph;; 1 Phase 2
< O(k*n-logn)
16st. Dies beendet den Beweis von Theorem 3.20. O

Folie 72
Die Komplexitatsklasse NP

Zur Erinnerung:

o Komplexitéitsklassen bestehen aus Entscheidungsproblemen, d. h.
Problemen mit ,ja/nein“- Ausgabe

~» das Auswertungsproblem fiir Boolesche Anfragen passt gut zum
Konzept der klassischen Komplexitatstheorie;
~» das Auswertungsproblem fiir beliebige Anfragen nicht
e Ein Entscheidungsproblem B gehort zur Klasse NP, falls es einen
nichtdeterministischen Algorithmus B gibt, der eine durch ein

Polynom beschrdnkte worst-case Laufzeit besitzt und der bei Eingabe
jeder fiir B zulédssigen Eingabe x Folgendes leistet:
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— Falls x eine ,,ja“-Instanz von B ist, so besitzt B bei Eingabe x
mindestens einen Berechnungspfad, der mit der Ausgabe ,ja*
endet.

— Falls x eine ,,nein“-Instanz von B ist, so endet jeder
Berechnungspfad von B mit der Ausgabe ,,nein“.

,Nichtdeterministische Algorithmen* werden in der
Komplexitéatstheorie i.d.R. durch nichtdeterministische
Turingmaschinen modelliert; ein ,,Berechnungspfad“ entspricht dann
einem Lauf der Turingmaschine.

Folie 73

NP-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:

Ein Entscheidungsproblem B heifst NP-vollstindig (bzgl.
Polynomialzeit-Reduktionen), falls gilt:

(1) B € NP und

(2) B ist NP-hart, d.h. fiir jedes Problem A € NP gibt es eine
Polynomialzeit-Reduktion f von A auf B (kurz: f: A<, B)

Folie 74

Exkurs: Reduktionen

e Wir wollen einen Algorithmus A finden, der ein
Entscheidungsproblem A 16st.

Beispiel: A ist das Problem, bei Eingabe eines Graphen G und einer
Zahl k zu entscheiden, ob G eine Clique der Grifle k besitzt.*

Mit M4 bezeichnen wir im Folgenden die Menge aller fiir das Problem
A zuldssigen Eingaben.

e Nehmen wir mal an, wir hdtten bereits einen Algorithmus B
konstruiert, der ein Entscheidungsproblem B 16st.

'Eine Clique der GroRe k in G = (V, E) ist eine Menge C' C V mit |C| = k, so dass fiir
alle u,v € C' mit u # v gilt: v und v sind in G durch eine Kante verbunden.
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Beispiel: B ist das Problem, bei Eingabe eines Graphen H und einer
Zahl U zu entscheiden, ob H eine unabhangige Menge der Grifse £
besitzt.2

Mit Mp bezeichnen wir die Menge aller fiir das Problem B zuléssigen
Eingaben.

Folie 75
e Idee zur Konstruktion von A: Nutze den Algorithmus B.

Wir bekommen eine fiir A zuléssige Eingabe  und wollen
entscheiden, ob z eine ,ja“-Instanz fiir A ist.

Finde eine effizient berechenbare Funktion f : M, — Mpg, so dass
fiir alle Eingaben z fiir A gilt:

x ist eine ,ja“-Instanz f(x) ist eine ,ja“-Instanz
fiir das Problem A fiir das Problem B

Dann kann Algorithmus A bei Eingabe = wie folgt vorgehen:

1. Berechne y := f(x),
2. starte Algorithmus B mit Eingabe vy,
3. gib das aus, was B ausgibt.

Beispiel: B
f(G,k) = (G, k), wobei G das Komplement des Graphen G ist.

e f heifit Reduktion von A auf B. Kurz: f: A< B.

Folie 76

e Eine Reduktion f von A auf B heifst Polynomialzeit- Reduktion (kurz:
f A<, B), falls es einen (deterministischen)

Polynomialzeit-Algorithmus gibt, der bei Eingabe von x € M4 den
Wert f(x) berechnet.

2Eine unabhingige Menge der Gréke ¢ in H = (V,E) ist eine Menge U C V mit
|U| = ¢, so dass fiir alle u,v € U mit u # v gilt: v und v sind in H nicht durch eine Kante
verbunden.
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e Wenn es eine Polynomialzeit-Reduktion f von A auf B gibt, wissen
wir, dass Folgendes gilt:

— Ein Algorithmus, der B 16st, kann zum Loésen von A verwendet
werden. Das Problem A ist also ,,hochstens so schwer wie das
Problem B.

— Das heifst umgekehrt aber auch, dass das Problem B
,mindestens so schwer“ wie das Problem A ist.

Folie 77
NP-Vollstandigkeit
Zur Erinnerung:
e Ein Entscheidungsproblem B heifst NP-vollstindig (bzgl.
Polynomialzeit-Reduktionen), falls gilt:
(1) Be NP und
(2) B ist NP-hart, d. h. fiir jedes Problem A € NP gibt es eine
Polynomialzeit- Reduktion f von A auf B (kurz: f: A <, B)

e Eine Polynomialzeit-Reduktion f von A auf B ist eine
(deterministisch) in polynomieller Zeit berechenbare Funktion, die
jede zum Problem A passende Eingabe x auf eine zum Problem B
passende Eingaben f(z) abbildet, so dass gilt

x ist eine ,ja“-Instanz fiir A <= f(x) ist eine ,ja“-Instanz fiir B.
Anschaulich bedeutet A <, B, dass A ,,héchstens so schwer wie B
ist. NP-vollstéandige Probleme sind also ,,die schwierigsten Probleme*
in NP.

e Der Begriff Polynomialzeit- Reduktion ist so definiert, dass Folgendes
gilt, wobei P die Klasse aller Entscheidungsprobleme bezeichnet, die
deterministisch in Polynomialzeit l6sbar sind:

e A<,B und BeP = AeP

o A¢P und AL, B = B¢P

e A NP-hart und A<, B = B NP-hart.

Folie 78
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Auswertungskomplexitat konjunktiver Anfragen

Theorem 3.21 (Chandra, Merlin, 1977). Das Auswertungsproblem
(kombinierte Komplezitat) fiir Boolesche regelbasierte konjunktive Anfragen
15t NP-vollstindig.

Beweis:

Zugehorigkeit zu NP : Bei Eingabe einer DB I und einer Booleschen
Anfrage ) der Form

Ans() < Ry(uq), ..., Ro(uy)

mit Var(Q) = {z1,...,zs} kann ein nichtdeterministischer Algorithmus wie
folgt vorgehen:

(1) Bestimme adom(Q,I)

(2) ,Rate (nichtdeterministisch) Elemente by, ..., bs aus adom(Q,I).
Sei B : Var(Q)) — dom die Belegung mit f(z;) :=b; f.a. j € {1,...,s}.

(3) Teste, ob fur alle i € {1,...,¢} gilt: B(u;) € I(Ry).

(4) Falls ,ja“, so STOPP mit Ausgabe ,ja“;
ansonsten STOPP mit Ausgabe ,nein®.

Man kann leicht nachpriifen, dass dies ein nichtdeterministischer
Algorithmus ist, der das Auswertungsproblem (kombinierte Komplexitét)
fiir Boolesche regelbasierte konjunktive Anfragen in Zeit O(k - n) 16st.
Insbesondere liegt das Problem also in NP.

NP-Hirte: Zum Nachweis der NP-Héarte benutzen wir das folgende
Resultat, das Sie bereits aus der Veranstaltung Finfihrung in die
Theoretische Informatik kennen:

Theorem: CLIQUE ist NP-vollstindig.

Das Problem CLIQUE ist dabei folgendermafien definiert:

CLIQUE
Eingabe: Ein endlicher ungerichteter Graph G = (V, E) und eine
Zahl k € N

Frage: Enthélt G eine k-Clique?
(Das heifit gibt es k verschiedene Knoten in G, von denen
jeder mit jedem anderen durch eine Kante verbunden ist?)
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Bei einem endlichen ungerichteten Graphen G = (V, E) ist jede Kante in F
eine 2-elementige Teilmenge von V.

Wir beweisen die NP-Hérte des Auswertungsproblems (kombinierte
Komplexitét) fiir regelbasierte konjunktive Anfragen, indem wir eine
Polynomialzeit-Reduktion f vom CLIQUE-Problem auf dieses Problem
angeben.

Sei (G, k) eine Eingabe fiir’s CLIQUE-Problem, und sei G = (V, E). Unsere
Reduktion f bildet die CLIQUE-Instanz (G, k) auf die wie folgt definierte
Instanz f(G, k) := (Q(G,k), IG) des Auswertungsproblems ab:

e Sei S := {R} das Datenbankschema, das aus einem Relationsnamen R
der Stelligkeit 2 besteht.

e Sei I die Datenbank iiber dem Schema S mit
IG(R) = {(U, U) : {u,v} < E}
e Sei (g, die regelbasierte konjunktive Anfrage

Ans() < (R(zi, 7)), )

1<i<j<k’

wobei k' := min{k, |V|+1}. Mit (R(z;,z;), )1<i<j<k’ ist hier
gemeint, dass der Rumpf der Anfrage aus einer durch Kommas
getrennten Liste aller Atome R(z;, z;), fiir alle ¢ und j mit

1 <i < j <K, bestehen soll.

Beispiel:

Ist G = (V, E) der Graph mit Knotenmenge V' = {a,b, ¢, d}, dessen
Kantenmenge aus den Kanten {a,b} und {a, c} besteht, dann ist I die
Datenbank, deren Relation I;(R) aus den Tupeln (a,b), (b, a), (a,c) und
(c,a) besteht. Ist k = 3, so ist auferdem &' = 3, und Q) ist die Anfrage

Ans() < R(x1,x9), R(z1,23), R(xe,x3).

Man sieht leicht, dass bei Eingabe von (G, k) die Datenbank I und die
Anfrage Q) in Zeit polynomiell in der Gréke von (G, k) erzeugt werden
kénnen. Dabei ist zu beachten, dass die Grofe des Graphen G = (V, E)
definiert ist als |V| + |E|, wihrend die ,,Grofse der Zahl £ definiert ist als
die Anzahl der Bits, die notig sind, um £ zu reprasentieren — und das sind
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O(log k) viele Bits. Den Wert k' haben wir so gewéhlt, dass die Anfrage
Q(c,k) in Zeit polynomiell in |V'| + |E| + log k erzeugt werden kann.

Die Funktion f kann also in Polynomialzeit berechnet werden. Um den
Beweis abzuschliefsen, miissen wir nur noch beweisen, dass Folgendes gilt:

G besitzt eine k-Clique <= [QunlIs) = {(}.

Fiir die Richtung ,,==" sei vy, ..., v} eine Liste von k verschiedenen Knoten
von G, die eine k-Clique bilden. Insbesondere gilt dann:

e |V| > k, und daher ist &’ = k; und
o fiir alled,j € {1,...,k} mit i < j gibt es in E die Kante {v;,v;}.

Sei (8 die Belegung fiir Q¢ x) mit B(x;) := v; fiir jedes i € {1,...,k}. Geméaf
unserer Wahl der Datenbank I gilt dann fiir alle 4, j € [k] mit ¢ < j, dass
(B(x;), B(z;)) € Ig(R) ist. Somit bezeugt B, dass [Qar]Ie) ={()} ist.

Fiir die Richtung ,<=" sei [ :{x1,...,2x} — dom eine Belegung fiir

Q(c k), die bezeugt, dass [Qcr](Ie) ={ ()} ist. Also gilt fiir alle

i,j € [K'] mit i < j, dass (B(z;), B(z;)) € Ia(R).

Fir alle ¢ € {1,...,k'} setze v; := [(z;). Geméf unserer Konstruktion der

Datenbank I folgt aus (B(z;), 8(z;)) € Ic(R), dass {v;,v;} € E ist — und

da G ungerichtet ist, gilt insbesondere auch v; # v;.

Somit ist vy, ..., vy eine Liste von k' verschiedenen Knoten, die in G eine

k'-Clique bilden. Insbesondere ist &' < |V, und daher ist

j min{k, |V|+1} = k. Der Graph G besitzt also eine k-Clique.

Dies beendet den Beweis von Theorem 3.21. [
Folie 79

Folgerung aus der NP-Vollstindigkeit

Folgerung:
Falls P # NP, so gibt es keinen Algorithmus, der das Auswertungsproblem

fiir Boolesche Anfragen des konjunktiven Kalkiils deterministisch in Zeit
(k+n)CW 15st.

Bemerkung 3.22 (hier ohne Beweis). Unter Verwendung einer stérkeren
Annahme aus der Parametrisierten Komplexitdtstheorie lasst sich Folgendes
zeigen:

Theorem (Papadimitriou, Yannakakis, 1997)
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Falls FPT # W|1|, so gibt es keinen Algorithmus, der das
Auswertungsproblem fiir Boolesche Anfragen des konjunktiven
Kalkiils deterministisch in Zeit f(k)-n® lost

(wobei f irgendeine berechenbare Funktion und ¢ irgendeine
Konstante ist).

FPT und W[1]| sind Komplexitétsklassen, die in der parametrisierten
Komplexitéitstheorie Rollen spielen, die in etwa mit den Rollen von P und
NP in der klassischen Komplexitatstheorie vergleichbar sind.

3.3 Algebraischer Ansatz: SPC-Algebra und
SPJR-Algebra

Algebraische Anfragen — Informell

Beispiel-Anfrage:

(4) Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit
“Matt Damon™?

Als Anfrage in der SPJR-Algebra:

“Matt Damon”

T Kino, Adresse (cr Schauspicler — (F ilme >1 Programm > dName s Kino K inos))
Als Anfrage in der SPC-Algebra:

T7.8 (04:7 (01:5 (aganatt Damon»(F ilme X Programm x K z'nos) ) ))

SPC-Algebra bzw. SPJR-Algebra

Zur Erinnerung:

q(1)
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e Mathematik:
Algebraische Struktur = Grundmenge + Operationen

e Hier:

— Operationen auf (endlichen) Relationen

— Speziell: Projektion, Selektion,
Kartesisches Produkt bzw. Join und Umbenennung

Folie 82

Unbenannte Perspektive: Die SPC-Algebra

Selektion: Zwel Varianten:

o Operator 0j—,, fiir eine Konstante a € dom und eine natiirliche Zahl
j=1
Dieser Operator kann angewendet werden auf Relationen I der Stelligkeit
> j und liefert als Ausgabe die folgende Teilmenge der Relation I:

0j=a(I) = {t €I : in der j-ten Komponente von ¢ steht ein a}

e Operator oj—y, fir zwei natiirliche Zahlen j, &k > 1.

Dieser Operator kann angewendet werden auf Relationen I der Stelligkeit
> max(j, k) und liefert als Ausgabe die folgende Teilmenge der
Relation [:

in der j-ten Komponente von ¢ steht derselbe}

oj=k(1) = {t €l Eintrag wie in der k-ten Komponente von ¢

Selektion ist eine ,horizontale” Operation: sie wdhlt einzelne
Tabellen-Zeilen aus.

nJj=a*“ und ,,j=k" werden Selektionsbedingungen genannt.

Folie 83
Projektion:

Operator mj, .. ;. fiir (nicht notwendigerweise paarweise verschiedene)
natiirliche Zahlen jy,...,j,x > 1 (und k > 0).
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Dieser Operator kann angewendet werden auf Relationen I der Stelligkeit
> max{J,...,Jx} und liefert als Ausgabe die folgende Relation der
Stelligkeit k:

(D) = { (tG1), . tGe)) = tel}

Projektion ist eine ,vertikale” Operation: sie wahlt einzelne Tabellen-Spalten
aus und arrangiert sie in moglicherweise anderer Reihenfolge

Kartesisches Produkt:

Operator X

Dieser Operator kann angewendet werden auf Relationen / und J beliebiger
Stelligkeiten m und n und liefert als Ausgabe die folgende Relation der
Stelligkeit m+n:

IxJ := {(t(l),...,t(m), s(l),...,s(n)> ; telundseJ}

Wir benutzen den Operator manchmal auch fiir einzelne Tupel:
Sind t und s Tupel der Stelligkeiten m und n, so schreiben wir ¢ X s, um
das Tupel (¢(1),...,¢(m), s(1),...,s(n)) zu bezeichnen.

Definition 3.23.
Sei S ein Datenbankschema. Die Klasse der Anfragen der SPC-Algebra iiber
S (kurz: SPC[S]) ist induktiv wie folgt definiert:

e Fiir alle Relationsnamen R € S ist R eine SPC[S]-Anfrage der
Stelligkeit ar(R).

e Fiir alle Konstanten ¢ € dom ist {(c¢)} eine SPC[S]-Anfrage der
Stelligkeit 1.

e Ist () eine SPC[S]-Anfrage der Stelligkeit m, sind j, k nattirliche
Zahlen aus {1,...,m} und ist a € dom eine Konstante, so sind auch

0j=a(®Q) und o,;—(Q) SPC[S]-Anfragen der Stelligkeit m.

e Ist () eine SPC[S]-Anfrage der Stelligkeit m, ist & > 0 und sind
J1s---,Jk natirliche Zahlen aus {1,...,m}, so ist m;, _; (Q) eine
SPC[S]-Anfrage der Stelligkeit k.

e Sind @ und P zwei SPC[S]-Anfragen der Stelligkeiten m und n, so ist
(@ x P) eine SPC[S]|-Anfrage der Stelligkeit m-+n.
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Die Semantik [Q] von SPC[S]-Anfragen () ist induktiv auf die
offensichtliche Art definiert. Insbesondere fiir die Anfrage @ := {(c)} ist die
Semantik so definiert, dass fiir jede Datenbank I gilt: [Q](I) = {(c) }.

Folie 86

Beispiele fiir Anfragen der SPC-Algebra

(4) Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit “Matt
Damon’?

78 <a4:7 (01:5 (03:«Matt Damon”(F ilme x Programm x K mos) ) ))

(9) Egal, wie die DB aussieht, gib immer
(“Terminator”, “Linda Hamilton”) aus!

( { (“Terminator”) } x { (“Linda Hamilton”) } )

(3) Gib Adresse und Telefonnummer des “Kino International” aus!

T24 ( 01=“Kino International” (KZTLOS) )

(5) Lauft zur Zeit ein Film von “James Cameron”?

T <01:5 ( ( 09—<James Cameron” (Filme) X Programm) )>

Der Operator m(-) bedeutet hier, dass auf ,keine einzige* Spalte
projiziert wird. Das Ergebnis ist daher entweder {()} oder § (also ,ja“
oder ,nein“).

Sei I die Datenbank mit

I(R) : und I(S) :

> Q=
QO SN
o o o
St QN
N Q QW

und sei  die Anfrage 02:5( (R X 09—3(5)) )

Auswertung von @ in I:
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o 0y_3(9) liefert auf I die Relation

o (R X 09-3(9)) liefert auf I die Relations

QO T 0 N0 W

R QT
N T oot

> Q2 Q-
Q QU O O SN

e 0o5( (R x 09-3(5)) ) liefert auf I die Relation

112131415
alblc|bl|bd

Somit ist [Q](I) = {(a,b,c,b,0) }.

Folie 87

Verallgemeinerung des Selektions-Operators
Eine positive konjunktive Selektionsbedingung ist eine Formel F' der Form

NA AT

wobei n > 1 und jedes ~; eine Selektionsbedingung der Form j;=a; oder
ji=Fk; fiir natiirliche Zahlen j;, k; > 1 und Konstanten a; € dom.

Der Selektionsoperator o hat dieselbe Wirkung wie die
Hintereinanderausfithrung der Selektionsoperatoren o, fiir alle
ie{l,...,n}.

Folie 88
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Eine Normalform fiir SPC-Anfragen

Sei S ein Relationsschema.

Definition 3.24. Eine SPC[S]-Anfrage ist in Normalform, falls sie von der
Form

Ty ({0} X 5 {(em)} X op(Ri x - x Ry))

ist, fiir k,m, ¢ > 0, paarweise verschiedene Elemente ji,..., ji, so dass
{1,...,m} C{j,...,Jx}, Konstanten ¢1,...,¢,, € dom, Ry,..., R, € S
und F' eine positive konjunktive Selektionsbedingung.

Proposition 3.25. Fir jede SPC[S]|-Anfrage QQ gibt es eine SPC[S]-Anfrage
Q' in Normalform, die dieselbe Anfragefunktion definiert; und es gibt einen
Polynomialzeit-Algorithmus, der Q' bei Eingabe von () erzeugt.

Beweis: Ubung.

Folie 89

Benannte Perspektive: Die SPJR-Algebra
Operationen:
Selektion o, Projektion 7, Join <, Umbenennung (Renaming) §

Attributnamen an Stelle von Spaltennummern!

Selektion: Zwel Varianten:

o Operator 0 —q,
fiir eine Konstante a € dom und einen Attributnamen A.

Dieser Operator kann angewendet werden auf R-Relationen [ mit
A € sorte(R) und liefert als Ausgabe die folgende Teilmenge der
Relation I:

Oaza(l) == {tel : t(A)=a}

e Operator o4—p, fiir zwei Attributnamen A und B.

Dieser Operator kann angewendet werden auf R-Relationen I mit
A, B € sorte(R) und liefert als Ausgabe die folgende Teilmenge der
Relation I:

oa=p(l) == {tel : t(A)=tB)}
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,2A=a“ und ,A=B* werden Selektionsbedingungen genannt.

Folie 90
Projektion:

Operator Ta, .. a,, flir paarweise verschiedene Attributnamen Ay, ..., Ay
(und k& > 0).
Dieser Operator kann angewendet werden auf R-Relationen I mit

sorte(R) 2 {Ay, ..., Ax} und liefert als Ausgabe die folgende Relation der
Sorte {Aj,..., A}

T, (I) = { (Alzt(Al), o Ak:t(Ak)) : tEI}

Folie 91
An Stelle des Kartesischen Produkts: Natirlicher Join

Beispiel: Wenn I und J zwei Relationen mit disjunkten Attributmengen
(d. h. Spaltenbezeichnungen) sind, so bilde einfach das herkémmliche
Kartesische Produkt.

1 > J = 1

<

W N
o oo
@
s\@
ks

<
W W NN X
o0 o9 oW
S >0 o |Q

s.\&.\@.kﬁb
S S e S ol

Frage: Was soll passieren, wenn I und J gemeinsame Attribute haben?
Antwort: Zueinander passende Tupel werden verschmolzen.

Beispiel: I > J = IxxJ
A

W N
o oo
o o ofltm
—~ = =[Q
3~ we|T
o o ol

~ . [ Q
S calo

1
1
3

Folie 92 Lo ]
Natirlicher Join:

Operator <

Dieser Operator kann angewendet werden auf eine R-Relation I und eine
S-Relation J beliebiger Sorten und liefert als Ausgabe die folgende Relation
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der Sorte ¥ := sorte(R) U sorte(S):

I J = {Tupel t der Sorte X :
es gibt Tupel ' € I und t” € J so dass

t|sorte(R) =t und t|sorte($’) =t" }

Wir benutzen den Operator manchmal auch fiir einzelne Tupel:

Sind ¢ und " Tupel der Sorten sorte(R) und sorte(S), so schreiben wir

t' >at” um das Tupel ¢ der Sorte sorte(R) U sorte(S) mit t|sorer) = ' und
t|sorte(s) = " zu bezeichnen (bzw. den Wert ,undefiniert”, falls es kein
solches Tupel glbt, d.h. falls t/’sorte(R)ﬂsorte(S) 7£ t,/’sorte(R)ﬂsorte(S))~

| Folie 93
Umbenennung (Renaming):

Operator oy, fiir eine Umbenennungsfunktion f, d.h. eine injektive Funktion
f : U — att, fiir eine beliebige endliche Menge U von Attributnamen.

Dieser Operator kann angewendet werden auf R-Relationen [, fiir die gilt:
U C sorte(R) und (sorte(R)\ U) N f(U) = 0 und liefert die folgende
Relation der Sorte f(U) U (sorte(R)\ U):

ex t' € I so dass gilt:
d¢(l) == < Tupelt : fa. AeUistt'(A) =t(f(A))
und fa. A € sorte(R)\U ist t'(A) = t(A)

Oft schreiben wir Ay --- Ay — By - -+ By um die Umbenennungsfunktion f
mit Definitionsbereich U = {A;,..., Ay} und Werten f(A;) = B;, fiir alle
i€{l,...,k}, zu bezeichnen.

Folie 94

Definition 3.26.
Sei S ein Datenbankschema. Die Klasse der Anfragen der SPJR-Algebra
tiber S (kurz: SPJR[S]) ist induktiv wie folgt definiert:

e Fiir alle Relationsnamen R € S ist R eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte
sorte(R).

e [ir alle Konstanten ¢ € dom und alle Attributnamen A € att ist
{(A : ¢)} eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte {A}.

e Ist @ eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte X, sind A, B € ¥ und ist
a € dom eine Konstante, so sind auch 04-,(Q) und oc1-p(Q)
SPJR[S]-Anfragen der Sorte .
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e Ist () eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte X, ist £ > 0 und sind Aq,..., A
paarweise verschiedene Elemente aus X, so ist 74, 4,(Q) eine

SPJR[S]|-Anfrage der Sorte {Ai,..., A}

e Sind @ und P zwei SPJR[S]-Anfragen der Sorten ¥ und II, so ist
(@ > P) eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte X U II.

e Ist () eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte 3 und ist f : ¥ — att eine
Umbenennungsfunktion, so ist 07(Q)) eine SPJR[S]-Anfrage der Sorte

f(%).
Die Semantik [Q] von SPJR[S]-Anfragen @ ist induktiv auf die
offensichtliche Art definiert.

Insbesondere fiir die Anfrage @) := {(A : ¢)} ist die Semantik so definiert,
dass fiir jede Datenbank I gilt: [Q](I) ={ (A :¢) }.

Folie 95

Beispiele fiir Anfragen der SPJR-Algebra

e (4) Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit “Matt
Damon’?

T Name, Adresse <a Schauspicler — ( (Filme < (Kinos > 0Kino —s Name (P’rogmmm)))))
“Matt Damon”

e (9) Egal, wie die DB aussieht, gib immer
(“Terminator”, “Linda Hamilton”) aus!

( {(1:“Terminator”)} > {(2:“Linda Hamilton”)} )

e (3) Gib Adresse und Telefonnummer des “Kino International” aus!

71-Adresse, Telefon ( OName="Kino International” (KZTLOS) )

e (5) Lauft zur Zeit ein Film von “James Cameron”?
7T( (URegie:“James Cameron”(Film(a) > PTOgmmm) )
Der Operator 7(-) bedeutet hier, dass auf , keine einzige” Spalte
projiziert wird. Das Ergebnis ist daher entweder {()} oder § (also ,ja“

oder ,nein‘).
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e Sei I die Datenbank mit

I(R) : und  I(9) :
Al B C|D|FE
al|b blala
a|c c|b|a
b |d c|lblb

und sei @ die Anfrage oc—c(mac((R>10p,4(5)))).

Auswertung von @ in I:

e dpa(9) liefert auf I die Relation

o o olQ
SIS N
SIS <N N

o (Rr<0pa(S5)) liefert auf I die Relations

-2 2 2 ol
2.0 o ool
o o oo oQ
oo ool

o T4c((R><0pa(S))) liefert auf I die Relation
AlC
alb AlC
a | c _ a|b
al|b N alc
a|c b|c
blec

° O'C:C(WA’C( (R>dp-a(9)) )) liefert auf I die Relation

AlC
a | c
b | c

Somit ist [Q](I)={(A:a, C:c), (A:b, C:c)}.
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Verallgemeinerung des Selektions-Operators

Wie bei der SPC-Algebra lassen wir wieder eine Verallgemeinerung des
Selektions-Operators zu:

e Eine positive konjunktive Selektionsbedingung ist eine Formel F' der
Form

NN AN
wobei n > 1 und jedes ; eine Selektionsbedingung der Form A;=a;
oder A;,=B; fiir Attributnamen A;, B; und Konstanten a; € dom.

e Der Selektionsoperator or hat dieselbe Wirkung wie die
Hintereinanderausfithrung der Selektionsoperatoren o, fiir alle

ie{l,...,n}.

Folie 97
Eine Normalform fiir SPJR-Anfragen
Sei S ein Relationsschema.
Definition 3.27.
Eine SPJR[S]-Anfrage ist in Normalform, falls sie von der Form

Ty ({(A1 5 €0} 050 {(Am : )} 2 0 (87, (Ra) b+ 2 81, (o))

ist, fir k,m,¢ >0, By,..., By, Ay, ..., A, € att so dass
{Ay,..., A} C{By,..., B} und die Ay, ..., A,, paarweise verschieden,
C1,...,cm €dom, Ry,..., R, €S, eine positive konjunktive
Selektionsbedingung F' und Umbenennungsfunktionen fi, ..., fs, so dass die
Sorten von dy, (R1),..., 0f,(R,) paarweise disjunkt sind und keins der
Ay, ..., Ay als Attribut von einem der 0y, (R;) vorkommt.
Proposition 3.28. Fiir jede SPJR[S]-Anfrage Q) gibt es eine
SPJR[S]|-Anfrage Q" in Normalform, die dieselbe Anfragefunktion definiert;
und es gibt einen Polynomialzeit-Algorithmus, der Q" bei Eingabe von
erzeugt.
Beweis: Ubung.

Folie 98
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Nicht-Erfiillbare Anfragen

Bemerkung:

Sowohl in der SPC-Algebra als auch in der SPJR-Algebra lassen sich
unerfiillbare Anfragen ausdriicken.

Beispiel: Die Anfrage @) :=
03="“George Clooney”<03:“Matt Damon”(Filme)>

wahlt in einer Datenbank vom Schema KINO genau diejenigen Tupel
t = (a,b,c) aus der Filme-Relation aus, fiir deren dritte Komponente ¢ gilt:
¢ = “Matt Damon” und ¢ = “George Clooney”.

Solche Tupel kann es aber nicht geben!
Fiir jede Datenbank I vom Schema KINO gilt also: [Q](I)
Somit ist die Anfrage @ nicht erfiillbar.

0.

Folie 99

Aquivalenz der Ausdrucksstirke der SPC-Algebra und der
SPJR-Algebra

Lemma 3.29. Die SPC-Algebra und die SPJR-Algebra konnen genau
dieselben Anfragen ausdriicken.

Es gilt sogar: Jede Anfrage aus einer dieser Anfragesprachen kann in
polynomieller Zeit in eine dquivalente Anfrage der anderen Anfragesprache
tibersetzt werden.

Beweis. Wir nutzen die Normalformen fiir SPC- und fiir SPJR-Anfragen,
die in den Propositionen 3.25 und 3.28 bereitgestellt wurden. Es reicht
daher 0.B.d.A. aus, jeweils nur solche Anfragen zu iibersetzen, die in
Normalform sind.

SPC ~» SPJR:
Bei Eingabe einer SPC-Anfrage ) der Form

T ({0} x5 {lem)} X op(Ry x - x Ry))
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konstruieren wir die SPJR-Anfrage )’ der Form

e ({1 €0)} 50 {(m s )} 5 7 (3, () b -0 8, (Re)) )

wobei fi,..., f Umbenennungsfunktionen sind, die Folgendes
gewdhrleisten:

e 07, (Ry) hat die Spaltenbezeichner m+1, ..., m+ar(R;),
e 0r,(R2) hat die Spaltenbezeichner
m~ar(Ry)+1, ..., m+ar(R;)+ar(Ry),

e 0s,(R,) hat die Spaltenbezeichner my_1+1,...,my_1 + ar(Ry), wobei
my_1 :=m+ar(Ry) + - +ar(R,_q) ist.

Die verallgemeinerte Selektionsbedingung F” entsteht dabei aus der
verallgemeinerten Selektionsbedingung F', indem jede Selektionsbedingung
in I’ der Form

e v; = q; (fiir eine natiirliche Zahl v; und eine Konstante a; € dom)
ersetzt wird durch die Selektionsbedingung v/ = a;, fiir v} ;== m + v;,
und

e v; = p; (fiir natiirliche Zahlen v; und p;) ersetzt wird durch die
Selektionsbedingung v = i, fiir v := m+v; und u == m+pu;.

Einfaches Nachpriifen zeigt, dass die beiden Anfragen () und @’ tatséchlich
aquivalent sind, d.h. dass fiir jede Datenbank I vom zu () passenden
Schema gilt: [Q](I) = [Q'](I). Details: Ubung!

SPJR ~» SPC:
Analog; Details: Ubung! O

Aquivalenz des deskriptiven und des
algebraischen Ansatzes

Theorem 3.30 (Aquivalenz konjunktiver Anfragesprachen).
Die folgenden Anfragesprachen kénnen genau dieselben
erfillbaren Anfragefunktionen ausdricken:

(a) die Klasse der regelbasierten konjunktiven Anfragen
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(b) die Klasse der Tableau-Anfragen

(c¢) die Klasse der Anfragen des konjunktiven Kalkiils
(d) die Anfragen der SPC-Algebra

(e) die Anfragen der SPJR-Algebra.

Es gilt sogar: Jede Anfrage aus einer dieser Anfragesprachen kann
in polynomieller Zeit in dquivalente Anfragen der anderen Anfragesprachen
tibersetzt werden.

Beweis. Von Lemma 3.14 wissen wir bereits, dass die Anfragesprachen aus
(a), (b) und (c) dieselbe Ausdrucksstéirke besitzen, und dass Anfragen
jeweils in Polynomialzeit in jede der drei Sprachen iibersetzt werden konnen.
Von Lemma 3.29 wissen wir, dass SPC-Algebra und SPJR-Algebra dieselbe
Ausdrucksstéirke besitzen, und dass Anfragen in Polynomialzeit in
aquivalente Anfragen der beiden Algebren iibersetzt werden kénnen.

Die Einschrankung auf erfiillbare Anfragen miissen wir machen, weil gemaf
Satz 3.6 alle regelbasierten konjunktiven Anfragen erfiillbar sind, wéhrend
in der SPC- und der SPJR-~Algebra auch nicht-erfiillbare Anfragen
formuliert werden kénnen.

Um den Beweis von Theorem 3.30 abzuschliefsen, geniigt es, die Richtung
von (a) nach (d) und die Richtung von (d) nach (a) zu beweisen.

(a) ~ (d):

Sei () eine regelbasierte konjunktive Anfrage der Form
Ans(u) « Ry(uy),..., Re(ug) .

Sei r := ar(Ans), und fiir jedes i € {1,...,¢} sei r; := ar(R;).

Sei u von der Form z1,...,x,, sei m die Anzahl der Konstanten in
x1,...,2, und seien o < -+ < ay, diejenigen Indizes in {1,...,r} mit
Tays- -3 Loy, € dom.

Auferdem sei u; von der Form 1, ...,y sei uy von der Form

Yri41y - - - Yri4re, Usw., und sei uy von der Form vy, 41, Ym, ,4r,, WObei
my_1 =11+ -+ 11 ist und jeweils y; € var U dom fiir jedes
ie{l,...,me_1+re} gilt.

Wir wahlen folgende SPC-Algebra-Anfrage Q"
T (A} X+ % {(@a,)} X op(Ry x - x RY) )
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wobei die verallgemeinerte Selektionsbedingung F' und die Indizes jy, ..., j.
wie folgt gewéhlt sind. F ist die Konjunktion aller Bedingungen der Form

o i =g, firallei e {1,...,my_1+r,} und alle ¢ € dom mit y; = ¢, und
o i =j firalled,je{l,...,my1+r} mit i # j, y; ¢ dom und y; = y;.
Die Indizes ji, ..., j, sind so gewéhlt, dass fiir jedes i € {1,...,7} gilt:

o m-~+k , falls z; € var und k£ minimal, so dass x; = y;,
Ji = k , falls z; € dom und k € {1,...,m}, so dass i = oy,

Einfaches Nachpriifen zeigt, dass Q und Q' dquivalent sind. Details: Ubung!

(d) ~ (a):

Wir kénnen hier rekursiv entlang dem Aufbau von Anfragen der
SPC-Algebra vorgehen (und beachten dabei, dass bei einer erfillbaren
Anfrage () der SPC-Algebra auch sdmtliche Teilanfragen Q, aus denen Q
aufgebaut ist, erfiillbar sind). Details: Ubung! O]

Beispiel zur Ubersetzung von Anfragen

Betrachte die Anfrage @) :=

Ans(x,“Treffer”) <« Programm(z,y, z1),
Filme(zy,y, “George Clooney”),
Filme(zs,“George Clooney”, y)

Unser Beweis der Richtung (a) ~ (b) von Theorem 3.30 iibersetzt diese
Anfrage in die SPC-Algebra-Anfrage

o1 <{(“Treﬁer”)} x op(Programm x Filme x Fz'lme))

mit der verallgemeinerten Selektionsbedingung F' :=

6 = “George Clooney” A 8 = “George Clooney” A 2=5 A 2=9 A 5=09.
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3.4 Homomorphismus-Satz, Statische Analyse und
Anfrageminimierung

Folie 102
Vorbemerkung zum Thema ,,Statische Analyse, Optimierung*

Optimierung:
Finde zur gegebenen Anfrage eine ,,minimale” dquivalente Anfrage

Definition 3.31 (Aquivalenz und Query Containment).
Seien P und @) Anfragen einer Anfragesprache iiber einem DB-Schema S.

(a) Wir schreiben Q = P und sagen ,,Q) ist dquivalent zu P, falls fir alle
Datenbanken I € inst(S) gilt:  [Q](I) = [P](T).

(b) Wir schreiben Q C P und sagen ,,Q) ist in P enthalten®, falls fiir alle
Datenbanken I € inst(S) gilt:  [Q](I) C [P](I).

Statische Analyse:

o Aquivalenzproblem:
Bei Eingabe zweier Anfragen @), P teste, ob Q = P.

e Query Containment Problem:
Bei Eingabe von Anfragen @, P teste, ob Q C P.

o FErfillbarkeitsproblem:
Bei Eingabe einer Anfrage ) teste, ob @ erfiillbar ist (d.h. ob es eine
DB I gibt, so dass [Q](T) # 0 ist).

Bekannt:

e Fiir regelbasierte konjunktive Anfragen ist das Erfiillbarkeitsproblem
trivial (Satz 3.6).

e Fiir konjunktive Anfragen mit ,,=* (bzw. fiir SPC- bzw.
SPJR-Anfragen) ist das Erfiillbarkeitsproblem in polynomieller Zeit
16sbar (dies wurde in den Ubungsaufgaben gezeigt).

o Jetzt: Algorithmen fiir’s Query Containment Problem und fiir’s
Aquivalenzproblem fiir konjunktive Anfragen.

Folie 103
Zusammenhdnge:
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° Aquivalenz vs. Containment:

- Q=P <= QCP und PLCQ
-QCP <= (QVvP)=P
Dies ldsst sich fir Optimierung nutzen!

o Containment vs. Erfillbarkeit:

— @ unerfiilllbar = @ C P fiir alle Anfragen P

- QLCP <= (QA~-P) ist unerfiillbar
Dies lisst sich fiir Optimierung nutzen!

e Erfillbarkeit vs. Aquivalenz:

— @ unerfillbar = (QV P) =P fiir alle Anfragen P
Dies ldsst sich fiir Optimierung nutzen!

Folie 104
Zur Erinnerung: Tableau-Anfragen — Beispiel
Beispiel-Anfrage:
Filmtitel + Regisseur aller z.Zt. laufenden Filme, deren
Regisseur schon mal mit “Sandra Bullock” zusammengearbeitet
hat.
Als regelbasierte konjunktive Anfrage:
Ans(xp,xg) < Programm(zk,xr,r7),
Filme(zp, xR, xs),
Filme(yr, x g, “Sandra Bullock”)
Als Tableau-Anfrage: (T, (T, xR)) mit folgendem Tableau T:
Kino Titel Zeit
Programm
TK T Xz
Titel Regie Schauspieler
Filme | xp TR rs
yr TR “Sandra Bullock”
Folie 105

Version vom 23. November 2023 Seite 76



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Homomorphismen

Definition 3.32. Seien Q' = (T',«) und Q = (T,u) zwei
Tableau-Anfragen iiber einem DB-Schema S.

(a) Eine Substitution fir Q)" ist eine Abbildung h : var(Q)') — var U dom.

Wie iiblich setzen wir h auf natiirliche Weise fort zu einer Abbildung

von var(Q') U dom nach var Udom, so dass h|gom = id.

Fiir ein freies Tupel t = (e, ..., ex) setzen wir h(t) := (h(ey),. .., h(ex)).
Fiir eine Menge M von freien Tupeln ist (M) :={h(t) : t € M }.

(b) Eine Substitution A fir Q' heilt Homomorphismus von Q" auf Q, falls

und

o h(u)=u
e W(T)CT, dh firalle ReSist h(T(R)) < T(R).

Beachte: Dann gilt insbes.: h(var(Q')) C var(Q) U adom(Q).

Beispiel: ~ S:={R}, Q :=(T,(z,y)), Q:=(T,(z,y)) mit

Al B
A
T(R):= | | T(R) :=
(B =1, 1, (R) e
1Y

Homomorphismus h von Q" auf Q: h:z,y,x1,y1 — =,y,2,y.
Es gibt keinen Homomorphismus von ) auf '

Die kanonische Datenbank Ig

Idee: Ig ist die Datenbank, die aus dem Tableau T von () entsteht, indem
jede Variable in T durch eine Konstante reprasentiert wird, die nicht in @)

oder )" vorkommt.

Wir legen ein fiir alle Mal fiir jedes endliche C' C dom eine injektive
Abbildung o : var — dom \ C fest. Wie iiblich setzen wir o fort zu einer

Abbildung von var U dom nach dom mit a|qem = id.
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Fiir die folgendermafsen definierte ,,Umkehrfunktion®
aal : dom — var U dom

acl(a) = a falls a ¢ Bild(a¢)
¢ y falls a = ac(y) fir y € var

gilt fiir alle b € var U C, dass ag' (ac(b)) = b.

Definition 3.33 (Idce: Reprisenticre Q = (T, u) durch eine Datenbank IS und ein Tupel u3 ).
Q' = (T',«/) und Q = (T, u) seien Tableau-Anfragen iiber einem
DB-Schema S. Die kanonische Datenbank Ig € inst(S) und das
kanonische Tupel ug sind folgendermafen definiert:

Fir C := adom(Q) U adom(Q’) ist ugl = ac(u) und Ig =ac(T), d.h.
12'(R) = ac(T(R)), fiir alle R € S.

Proposition 3.34. Q' = (T',4) und Q = (T,u) seien Tableau-Anfragen
tber einem DB-Schema S. Dann gilt:
Es gibt einen Homomorphismus von Q" auf Q <= ug € [[Q’]](I?2 ).

Beweis. Sei C':= adom(Q) U adom(Q’).

,2—" Sei h: Var(Q') — var U dom ein Homomorphismus von @’ auf Q.
Das heiRt: h(v') = u und A(T') C T.

Unser Ziel ist, zu zeigen, dass ug € [ ]](Ig/) Dazu miissen wir eine
Belegung (3 : Var(Q') — dom finden, fiir die gilt:

(1) () = ug und
(2) B ist eine Einbettung von ' in I, d.h. es gilt: 4(T') C I3 .
Dazu betrachten wir die Belegung (3 : Var(Q') — dom mit f:=acoh,

d.h. B(z) = ac(h(z)) fir alle z € Var(Q').
Offensichtlicherweise gilt dann:

(1) B() = aclh(W)) = ac(u) = uZ.

Hom. Def

2) B(T) = ach(T)) € ac(T) = 1.
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Also ist ug e [Q] (Ig).

,<=": Laut Voraussetzung gilt ug € [Q'] (Ig/). Es gibt also eine
Einbettung 3 : Var(Q') — dom von T’ in Igl mit f(u') = ug.

Unser Ziel ist, einen Homomorphismus A von @' auf ) zu finden.
Betrachte dazu die Substitution % : Var(Q)') — var U dom mit

h:=ag' o B, d.h. ac(h(x)) = B(x) gilt fiir alle z € Var(Q').

Um nachzuweisen, dass h ein Homomorphismus von Q" auf () ist, miissen
wir zeigen, dass Folgendes gilt:

(1) h(v') =u und
(2) L(T)CT.

/

(1) ) = ag (B(w) = ag'wd) = w
zu (2): h(T') = ag'(B(T")). Da S eine Einbettung von Q' in Igl ist, gilt:
B(T') CIZ. Somit ist h(T) = ag'(B(T) C ag'(1g) = T.

Also ist h ein Homomorphismus von Q)" auf Q). ]
Folie 107
Beispiel:
Sei S:= {R}, @ = (T (0,9)) und Q= (T,(z,y)) mit
A|B A1TE
T@®R)=| | T(R) =[xy
T1| Y1
y | d
T | Y

wobel d € dom ist.

Um die kanonischen Datenbanken und die kanonischen Tupel zu @ und @’
zu bilden, betrachten wir die Menge C' := adom(Q) U adom(Q’) = {d}. Fiir
jedes z € var sei a, := ac(z). Das heift a, ist die Konstante, die geméf ac
die Variable z représentiert. Dann ist d & {a, : z € var} und es gilt:

Kanonische Tupel: ug, = (ag,a,) und ugl = (az, ay).

Kanonische Datenbanken:

A | B 1T B
12,(R) = | %= | 13(R) = [a, | ay

Ay | Gy a | d

azl ay .
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Um herauszufinden, ob Q) C ()’ ist, geniigt es laut Theorem 3.35 zu testen,
ob ug € [Q](IF) ist. |
Genaues Betrachten der Anfrage Q" und der Datenbank Ig zeigt, dass die

Abbildung § mit f(z) := B(x1) := a, und B(y) := B(y1) := a, eine
Einbettung von T in Ig/ ist, fiir die gilt: B((z,v)) = (as, ay) = ugl. Somit
ist also ug € [Q] (Ig). Geméf Theorem 3.35 gilt also: Q C Q'.

Um herauszufinden, ob Q' C () ist, geniigt es laut Theorem 3.35 zu testen,
ob ug, € [Q] (Ig,) ist.

Genaues Betrachten der Anfrage (Q und der Datenbank Ig, zeigt, dass es
keine Einbettung von T in ¢, gibt (denn angenommen, [ wére eine solche
Einbettung, dann misste das Tupel (y,d) € T(R) durch 8 auf ein Tupel in
Ig,(R) abgebildet werden — aber 5((y,d)) = (B(y),d), und in Ig,(R) gibt
es kein Tupel, das in der zweiten Komponente den Eintrag d hat).

Somit ist also ﬂQ]](Ig,) = (). Daher ist ug, Z [Q] (Ig/). Geméfs Theorem 3.35
gilt also: Q' [Z Q.

Der Homomorphismus-Satz

Theorem 3.35 (Chandra, Merlin, 1977).
Sei S ein Datenbankschema und seien Q' = (T',u/') und Q = (T,u) zwei
Tableau-Anfragen tber S. Dann gilt:

QL

<= es gibt einen Homomorphismus von Q' auf Q
Q' Q'
— ugy € [Q(IF).

Beweis.
Die Aquivalenz der letzten beiden Zeilen gilt gemif Proposition 3.34.

Fiir die Richtung von der zweiten zur ersten Zeile gibt es laut
Voraussetzung einen Homomorphismus A von Q" auf Q).

Sei I eine beliebige Datenbank vom Schema S. Wir miissen zeigen, dass
[Q)(D) C [Q1(T) is.

Sei dazu t ein beliebiges Tupel in [Q](I). Wir miissen zeigen, dass

t € [Q](T) ist. Geméf der Definition der Semantik von Tableau-Anfragen
reicht es, eine Einbettung 8’ von T’ in I finden, so dass t = 3'(u') ist.

Laut Voraussetzung ist ¢ € [Q](I). Es gibt also eine Einbettung 5 von T in
I, so dass t = B(u) ist.
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Auferdem gibt es laut Voraussetzung einen Homomorphismus A von @' auf
@), d.h. eine Abbildung h : Var(Q') — var U dom, so dass h(u') = u und
R(T') C T ist.

Wir wihlen ' := 5 o h. Das heifit 5’ ist die Abbildung von Var(Q') nach
dom mit f'(x) := f(h(x)) fiir alle 2 € Var(Q'). Fur dieses 5 gilt:

o B(w) = B(h(u)) "= Bu) =t und

« F(T) = BT & BT) C L

Somit ist 3’ eine Einbettung von T’ in T mit 3'(u’) = ¢. Daher ist
t € [Q(T).

Fiir die Richtung von der ersten Zeile zur dritten Zeile gilt laut /
Voraussetzung, dass () C '. Unser Ziel ist, zu zeigen, dass fiir I := Ig gilt:

ug € [Q).
Wegen @ C @’ gilt insbesondere fiir die Datenbank I = Ig , dass

[Q](I) C [Q](I). Daher geniigt es, zu zeigen, dass ug € [Q](I) ist.
Sei f die Belegung mit f(x) := a¢(z) fir alle x € Var(Q). Dann gilt
offensichtlicherweise:

o f(u) = ac(u) et ugl und

¢ B(T) = ac(T) =

Also ist 8 eine Einbettung von T in Ig mit 5(u) = ugl. Gemaf der
Definition der Semantik von Tableau-Anfragen ist also ugl € [Q] (Ig). O

. Q'
IQ .

Korollar 3.36. Das

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR TABLEAU-ANFRAGEN
Fingabe: Tableau-Anfragen (Q und )’ iiber einem DB-Schema S

Frage: Ist Q C @
(d. h. gilt fiir alle I € inst(S), dass [Q](I) C [Q'](T)) ?

1st NP-vollstandig.

Beweis.

Zugehorigkeit zu NP :
Bei Eingabe von @ und @’ (und der Frage, ob @ C ()’ ist), gehen wir wie
folgt vor:
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(1) Konstruiere die kanonische Datenbank Igl und das kanonische
Tupel ug.
Das geht deterministisch in Zeit polynomiell in der Grofe von @ und @)'.

(2) Lose das Auswertungsproblem fiir die Datenbank Ig/ und die Boolesche
konjunktive Anfrage

,Liegt w3 in [Q](IZ) 7

Dies geht nichtdeterministisch in polynomieller Zeit (durch , Raten‘

einer Belegung 5 und anschliefsendes Verifizieren, dass f(u') = ug und

B(T) C 13 gilt).

NP-Harte:

Wir wissen bereits, dass das Auswertungsproblem fiir Boolesche
Tableau-Anfragen NP-vollsténdig ist (siche Theorem 3.21 und

Lemma 3.14). Es reicht also, eine Polynomialzeit-Reduktion f vom
Auswertungsproblem fiir Boolesche Tableau-Anfragen (kurz: AWP) aufs
Query Containment Problem fiir Tableau-Anfragen (kurz: QCP) zu finden.
Unsere Reduktion f bildet eine Instanz (I, Q) des AWP auf die
QCP-Instanz

JLQ) = (A Q)

ab, wobei Pp := (Ty,v) mit v := () und Ty :=L

Offensichtlicherweise sind P; und ) Boolesche Tableau-Anfragen, die bei
Eingabe von I und () in polynomieller Zeit konstruiert werden kénnen.
Wir miissen also nur noch zeigen, dass Folgendes gilt:

(I,Q) ist eine ,ja“-Instanz PN (P, @) ist eine ,ja“-Instanz
fiirs AWP, d.h. () € [Q]() fiirs QCP, d.h. P C Q.

Geméal Homomorphismussatz gilt:

PPC @ <= esgibt einen Homomorphismus von @ auf P

Hierbei ist u?,l = (). Da Ty keine Variablen enthélt und Ty = I ist, gilt
auferdem: I% =Ty =1I. Also gilt:

hREQ <« () € [QIO).

Dies beendet den Beweis der NP-Hérte des QCP. n
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Bemerkung:

Fiir die im obigen Beweis konstruierte Tableau-Anfrage P; gilt iibrigens fiir
jede Datenbank J vom Schema S: () € [Fi](J) <= I CJ. Das heifst bei
Eingabe einer Datenbank J liefert die Anfrage P; genau dann die Antwort
»jat, wenn J eine Erweiterung der Datenbank I ist.

Bemerkung: Wegen
Q=Q <+ (QCQ uwd QCQ)

gibt es laut Korollar 3.36 insbes. auch einen Algorithmus, der bei Eingabe
zweier Tableau-Anfragen ) und (' entscheidet, ob die beiden Anfragen
aquivalent sind.

Folie 109

Tableau-Minimierung

Definition 3.37. Sei S ein Datenbankschema.

(a) Eine Tableau-Anfrage (T, u) heifst minimal, falls es keine zu (T, u)
dquivalente Tableau-Anfrage (T', ') mit |T'| < |T| gibt (wobei |T| die
Kardinalitét, d. h. die Gesamtzahl von Tupeln in T bezeichnet).

(b) Zwei Tableau-Anfragen Q' := (T',4) und Q := (T, u) heifen isomorph,
falls es eine Bijektion 7 : var(Q') — var(Q) gibt, so dass 7(T") = T und
7(u') = u ist.

Theorem 3.38 (Chandra, Merlin, 1977).

(a) Zu jeder Tableau-Anfrage (T,u) gibt es ein T' C T (d. h. fiir jedes
R €S ist T'(R) CT(R)), so dass die Anfrage (T',u) minimal und
dquivalent zu (T, u) ist.

(b) Sind (Tq1,u1) und (Ta,us) zwei minimale dquivalente Tableau-Anfragen,
so sind (T1,uy) und (Ta,ug) isomorph.

Beweis.

(a): Sei @ := (T,u) die gegebene Tableau-Anfrage, und sei Q1 = (T1,u)
eine minimale Tableau-Anfrage, die dquivalent zu @ ist. Dann ist Q1 C @
und @ C @);. Geméaf Homomorphismussatz gibt es also einen
Homomorphismus h von ) auf ¢); und einen Homomorphismus g von @),
auf Q.
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Skizze:
Q Q1 Q
TR I g |
(T,u) — (T,u1) — (T,u)

Betrachte die Abbildung f := g o h. Dann ist f eine Abbildung von Var(Q)

auf var U dom mit

Sei T = f(T) und sei Q/ - (T/,U). Wegen (2) ist T/ - T. Um den Beweis

von (a) abzuschlieffen, miissen wir noch Folgendes zeigen:
(i) @’ ist eine Tableau-Anfrage,

(i) @ =Q und

(iii) @' ist minimal.

Fiir (i) miissen wir zeigen, dass jede Variable, die in u vorkommt, auch in T’
vorkommt. Sei dazu x eine beliebige Variable in u. Da @) eine
Tableau-Anfrage ist, kommt z in T vor. Wegen T’ = f(T) kommt daher
f(x) in T" vor. Und wegen f(u) = u gilt f(z) = z. Somit kommt z in T’
VOr.

Fiir (ii) beachte, dass die Abbildung f ein Homomorphismus von @ auf @’
ist. Geméf Homomorphismussatz ist also Q' C ). Umgekehrt ist die
Abbildung id (mit id(x) := « fiir alle z € var) ein Homomorphismus von @’
auf (). Gemaf Homomorphismussatz ist also () C @)’. Insgesamt ist daher

Q="

Fiir (iii) beachte, dass gemé$ (2) gilt: T = f(T) C g(T;). Insbesondere ist
also |T'| < |Ty|. Da Q; eine minimale zu @ dquivalente Tableau-Anfrage ist
und da Q' zu Q #quivalent ist, muss |T'| > |T;| sein. Insgesamt ist also

|T'| = |Ty|, und somit ist Q' eine zu Q dquivalente minimale
Tableau-Anfrage. Dies beendet den Beweis von (a).

(b): Ahnlich (Details: Ubung). O

Theorem 3.39.
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(a) Es gibt einen Algorithmus, der bei Fingabe einer Tableau-Anfrage
Q = (T,u) eine minimale zu Q dquivalente Tableau-Anfrage (T',u) mit
T' C T berechnet.

(b) Das Problem

Eingabe: Tableau-Anfrage (T,u) und Tableau T' C T
Frage: Tst (T,u) = (T',u) ?

1st NP-vollstindig.

Bewezs.

(a): Sei @ = (T,u) die eingegebene Tableau-Anfrage und sei S das
DB-Schema, tiber dem () formuliert ist.

Fiir jedes R € S sei ng := |T(R)| die Anzahl der Tupel im Einzel-Tableau
T(R), und sei upy, ..., ury, eine Auflistung aller Tupel in T(R).

Sei ¢ :=[S|, und sei Ry, ..., Ry eine Auflistung aller Relationsnamen in S.
Unser Minimierungs-Algorithmus geht bei Eingabe von @ = (T, u) wie folgt
vor:

(1) Setze T:=Tund Q := (T,u).
(2) Fur j =1,...,¢ tue Folgendes:
(3) Fiiri=1,...,ng, tue Folgendes:

(4) e Sei T/ das Tableau, das aus T entsteht, in-
dem das Tupel ug, ; aus T(R;) geléscht wird.

e Teste, ob jede Variable in u auch in T’Avor—
kommt und wenn ja, ob fiir Q" = (T',u)
gilt: Q' C Q.
e Falls ,ja*, so setze T:= T und Q := Q.
(5) Gib Q := (T, u) aus.

Wir miissen zeigen, dass fiir die vom Algorithmus ausgegebene Anfrage Q
gilt:

(i) Q=Q und
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(i) Q ist minimal.

An Stelle von (i) zeigen wir sogar, dass wihrend des gesamten Laufs des
Algorithmus Q stets dquivalent zu Q ist. Zu Beginn des Algorithmus gilt
dies, da Q = Q ist. Gemi$ Induktionsannahme gelte nun zu Beginn des
Schleifendurchlaufs fiir j und ¢, dass Q = (Q ist. Wir miissen zeigen, dass
auch am Endes dieses Schleifendurchlaufs Q aquivalent zu @) ist. Sei dazu
Qo die Anfrage Q zu Beginn des Schleifendurchlaufs, und sei Q; die
Anfrage Q am Ende des Schleifendurchlaufs.

Fall 1: Der Test wahrend des Scheifendurchlaufs liefert die Antwort ,,nein‘.
Dann ist Ql QO und gemaf Induktionsannahme dquivalent zu Q).

Fall 2: Der Test wahrend des Schleifendurchlaufs liefert die Antwort wjat.
Dann ist Q’ C QD Auferdem ist das Tableau von Q’ im Tableau von QO
enthalten. Daher ist die identische Abbildung id ein Homomorphismus von
Q' auf Q. Laut Homomorphismus-Satz ist also Qo C Q. Insgesamt
erhalten wir: Q' = Qo = Q. Am Ende des Schleifendurchlaufs wird @ durch
Q' ersetzt. Also ist am Ende des Schleifendurchlaufs Q =Q.

Fiir (ii) fithren wir einen Beweis durch Widerspruch. Wir schreiben im
Folgenden Q = (T, u) fiir die Anfrage, die am Ende vom Algorithmus
ausgegeben wird. Angenommen, Q ist nicht minimal. Laut Theorem 3.38
gibt es ein Tableau T; C T, so dass die Anfrage (T, u) minimal und
dquivalent zu Q ist.

Da laut Annahme Q nicht minimal ist, ist T # T;.

Sei jo das kleinste j € {1,...,/}, fir das T(Rj) # T1(R;) ist.

Sei g das kleinste i € {1,...,ng, }, fiir das gilt:

uRjO,i € —T_(Rjo) und uRjO,i ¢ Tl(RjO)- (31)

Bei unserem Algorithmus ist zu Beginn des Schleifendurchlaufs fiir j = jo
und ¢ = iy dann T das Tableau, bei dem fiir jedes 5’ € {1,..., ¢} gilt:

Tl(Rj/) R falls j/ < 7o
T(Ry) = { Tu(Rjy)U{un, w11 >io} , falls j' = jo
T(Rj) , falls ' > jo .

Wiéhrend des Schleifendurchlaufs fir j = jo und ¢ = 4o ist dann T/ das
Tableau, das aus T entsteht, indem das Tupel UR, i AUS T(R;,) entfernt

wird. Und es ist Q' = (T', w).
Geméf (3.1) ist up, i, & T1(2j)-
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Somit ist T; C T’. Daher ist die identische Abbildung id ein
Homomorphismus von ) auf Q’ Gemaéaf Homomorphismus-Satz ist also
Q' C Q. Undda @ =Q=Q ist, gilt: Q/ C Q. Der im Algorithmus
wéahrend des Schleifendurchlaufs fiir j = jo und ¢ = ig durchgefiihrte Test
auf Q’ C Q liefert also die Antwort ,ja“ (da, wie wir bereits gezeigt haben,
Q=Q gilt). Somit wird am Ende des Scheifendurchlaufs T=T gesetzt.
Daher gilt fiir die am Ende vom Algorithmus ausgegebene Anfrage

Q = (T,u), dass UR;, iy & T(R;,) ist. Geméf (3.1) miisste aber gelten:

UR,, o € T(R;,). Wlderspruch!
Dies beendet den Beweis von (ii) und damit auch den Beweis von (a).

(b): Ubung. O
Folie 111

Ein Beispiel-Lauf des Minimierungs-Algorithmus

Vorgehensweise bei Eingabe einer SPJR-Anfrage ():

(1) Ubersetze @ in eine Tableau-Anfrage (T,u) (bzw. gib ,unerfiillbar aus,
falls @ nicht erfiillbar ist)

(2) Finde minimales Tableau T' C T so dass (T',u) dquivalent zu (T,u) ist.
(3) Ubersetze (T, u) in eine dquivalente SPJR-Anfrage Q'

(4) Wende heuristische Optimierung (siehe Kapitel 6) auf ()’ an und werte
Q' aus.

Die Minimierung des Tableaus entspricht der Minimierung der Anzahl der
Joins, denn: Anzahl Zeilen im Tableau = 1 + Anzahl Join-Operationen
bei der Auswertung der Anfrage.

Beispiel 3.40.
Sei S = {R, S} mit ar(R) = 3 und ar(S) = 1. Wir betrachten die
Tableau-Anfrage @ = (T,u) mit u = (x4, 5, 2¢) und

TAa O ¢
ya 5 Yo 20
ya 5 zc

Wir nutzen den Minimierungsalgorithmus aus dem Beweis von
Theorem 3.39, um @ = (T, ) zu minimieren:
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— Setze T:=Tund Q := (T, u). Setze j := 1 und R, := R. Betrachte die
Schleifendurchlaufe fiir i = 1,..., 3.

— Schleifendurchlauf fiir i = 1: Sei T/ das Tableau mit

T(R) = und  T(S)
ya 5 Yo Tc
ya 5 zZc 2c

Dies ist nun keine giiltige Tableau-Anfrage mehr, da die Variable x4 in
u, aber nicht mehr in T’ vorkommt. Am Ende dieses Schleifendurchlaufs
ist also immer noch T =T.

— Schleifendurchlauf fiir i = 2: Sei T’ das Tableau mit

T(R) = und  T/(9)
A O ¢ e
ya 95 zc zo

Teste, ob fiir Q' := (A’ u) gilt: QCQ:

Gemék Homomorphismus-Satz geniigt es dafiir, zu testen, ob es einen
Homomorphismus von Q auf Q’ gibt. Angenommen, h wére ein solcher
Homomorphismus. Wegen h(u) = u muss dann h(z4) = x4 und
h(zc) = z¢ sein. Wir wéhlen h so, dass auerdem gilt: h(z¢) = z¢,
h(ya) = ya und h(yc) = zc. Man kann leicht nachpriifen, dass diese
Abblldung h tatséchlich ein Homomorphismus von Q auf Q’ ist. Es gilt
also Q’ C Q Am Ende des Schleifendurchlaufs wird also T durch T’

ersetzt.

— Schleifendurchlauf fiir i = 3: Sei T/ das Tableau mit

T(R) = und  T(9)
T4 D Tco o

<c

Teste, ob fiir @ := ('i",u) gilt: Q' C Q:

Gemaéfs Homomorphismus-Satz geniigt es dafiir, zu testen, ob es einen
Homomorphismus von Q auf Q' gibt. Angenommen, h wire ein solcher
Homomorphismus. Wegen h(u) = u muss dann h(z4) = x4 und

h(zc) = zc sein. Zur Erinnerung: Jetzt ist

T(R) =
TA 5) Tc
Yya 9 zc
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Die letzte Zeile von T(R) wird durch h dann abgebildet auf

(h(y4),5, zc). Aber T/(R) enthilt keine solche Zeile. Daher kann es
keinen Homomorphismus von Q auf Q’ geben. Es ist also Q’ iz Q Am
Ende des Schleifendurchlaufs bleibt also T unveréindert.

— Setze 7 := 2 und Ry := S. Betrachte die Schleifendurchléufe fiir
i=1,...,2.

— Schleifendurchlauf fiir i = 1: Sei T’ das Tableau mit

T(R) = und  T(S)
TA O ¢ zC

ya 9 zc

Teste, ob fiir Q' := (A’ u) gilt: Q' CQ:

Gemél Homomorphismus-Satz geniigt es dafiir, zu testen, ob es einen
Homomorphismus von Q auf Q’ gibt. Angenommen, h wére ein solcher
Homomorphismus. Wegen hA(u) = u muss dann h(z4) = 24 und

h(z¢) = z¢ sein. Wegen dem einzigen verbleibenden Tupel in T (S) muss
gelten: h(xc) = z¢. Dann muss also das Tupel

(h(x4),5,h(zc)) = (24,5, z¢) in T/(R) vorkommen. Diese Zeile existiert
aber nicht, also bleibt T am Ende des Schleifendurchlaufs unveréindert.

— Schleifendurchlauf fiir i = 2: Sei T’ das Tableau mit

T(R) = und  T'(9)
TA D xo e}

ya 9 zc

Teste, ob fiir @ := (A’ u) gilt: Q' CO:

Gemék Homomorphismus-Satz geniigt es dafiir, zu testen, ob es einen
Homomorphismus von Q auf Q’ gibt. Angenommen, h wére ein solcher
Homomorphismus. Wegen h(u) = u muss dann h(z¢) = z¢ sein, es
existiert aber kein Tupel (z¢) in T'(S), also bleibt T am Ende des
Schleifendurchlaufs unverandert.

— Am Ende gibt der Algorithmus die Tableau-Anfrage (T',u) aus mit
u = (x4,5,2¢c) und

T(R)=T(R) = und  T(S) = T(9)
T4 D To Tc
ya 9 zc zc

Diese Anfrage ist minimal und dquivalent zur Anfrage Q).
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3.5 Azyklische Anfragen

Motivation

o Ziel jetzt: Teilklasse der Klasse der konjunktiven Anfragen, fiir die
das Auswertungsproblem in Polynomialzeit 16sbar ist (kombinierte
Komplexitat)

o ~ azyklische konjunktive Anfragen

e Wir werden in diesem Kapitel oft nur Boolesche Anfragen betrachten
(...wenn wir die effizient auswerten konnen, dann kénnen wir die
Konstruktion aus dem Beweis von Theorem 3.20 benutzen, um auch
Anfragen auszuwerten, deren Ergebnis die Stelligkeit > 1 hat)

e In der Literatur: Verschiedene dquivalente Definitionen (bzw.
Charakterisierungen) der azyklischen Booleschen konjunktiven
Anfragen, etwa:

— regelbasierte konjunktive Anfragen mit azyklischem Hypergraph
— regelbasierte konjunktive Anfragen der Hyperbaum-Weite 1

— regelbasierte konjunktive Anfragen, die einen Join-Baum besitzen

Boolesche Semijoin-Anfragen

— konjunktive Sdtze des Guarded Fragment

Beispiel

Beispiel-Datenbank mit Relationen

e T mit Attributen Student, Kurs, Semester ..... T steht fiir ,, Teilnehmer*
e D mit Attributen Prof, Kurs, Semester ............ D steht fiir ,,Dozent*

e F mit Attributen Personl, Person2
........................... steht fiir ,,Personl ist Elternteil von Person2

Anfrage 1: Gibt es einen Dozenten, dessen Tochter /Sohn an irgend-
einem Kurs teilnimmt?
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Als regelbasierte konjunktive Anfrage )1 :=
Ans() «  E(zp,xs), D(zp,rx,22), T(xs,Yx,Yz)

Auswertung als ,,Semijoin-Anfrage™:
W((E(IP,IS) X D(xp, g, 17)) X T($s7yK,yz)>

Anfrage 2: Gibt es einen Studenten, der an einem Kurs
teilnimmt, der von seinem/r Vater/Mutter
veranstaltet wird?

Als regelbasierte konjunktive Anfrage Qs :=
Ans() < E(zp,xs), D(xp,xk,vz), T(xs, x5, 27)

Auswertung;: W(E(xp,xg) <I D(xp, X, Tz) T(xs,xK,xZ)>
Auswertung durch eine ,,Semijoin-Anfrage” ist nicht moglich.

Folie 114

Join-Biaume & Azyklische regelbasierte konj. Anfragen
Definition 3.41.

(a) Sei @ := Ans(u) < Ri(u1),..., Re(ug) eine regelbasierte konjunktive
Anfrage. Ein Join-Baum von (@) ist ein (ungerichteter) Baum mit
Knotenmenge {Ry(uy), ..., Re(ug)}, so dass fiir alle Knoten R;(u;) und
R;(u;) die folgende ,, Weg-Figenschaft* gilt:

Jede Variable x, die sowohl in w; als auch in wu; vor-
kommt, kommt in jedem Knoten vor, der auf dem (eindeu-
tig bestimmten) kiirzesten Weg zwischen R;(w;) und R;(u;)
liegt.

(b) Eine regelbasierte konjunktive Anfrage () (beliebiger Stelligkeit) heifst
azyklisch, falls es einen Join-Baum fiir ) gibt.

Beuspiele:

hd Ql = ATLS() <_E(:L‘Pax5’)a D([L‘p,l‘[{,l’z), T($S7yKayZ)

besitzt folgenden Join-Baum:

D(zp,zk,xz) — E(xp,xs) — T(vs, Yk, Yz)
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Ein Baum, der zwar die richtige Knotenmenge hat, aber trotzdem kein
Join-Baum fiir @), ist:

E(zp,vs) — D(xp,xr,27) — T(xs,yK, Yz)

Hier ist die Weg-Eigenschaft nicht erfiillt, da die Variable xg in den
beiden dufseren aber nicht im mittleren Knoten des Baums liegt.

e Es gibt keinen Join-Baum fiir
Q2 := Ans() «+ E(zp,xs), D(zp,xi,xz), T(xs,Tx,xz7)

denn: Die Knotenmenge eines Join-Baums fiir () muss genau aus den 3
Knoten E(zp,xs), D(zp,xx,rz) und T(zg, vk, x7) bestehen. Auf diesen
3 Knoten gibt es nur die folgenden drei verschiedenen (ungerichteten)
Baume:

E(.TP,.TS) 7 D(.TP,.TK,Z‘Z) - T<IS7IK7ZEZ>
D(.TP,ZL‘K,QTZ) - E(.TP,.’L‘S) T T(QJS,J;K,LUZ)
D(IP,.IK,ZL‘Z) - T(x57xK7IZ) - E(I'P,I’S)

Keiner dieser 3 Baume erfiillt die Weg-Eigenschaft. Daher gibt es keinen
Join-Baum fiir @s.

o )3 := Ans(z,y) < Ei(z,y), F2(y,2), Es(z,x), Eiz,y,z)

besitzt einen Join-Baum, ndmlich den Baum, bei dem der Knoten
E4(x,y, z) zu jedem der Knoten Fi(x,y), Es(y, z), E3(z,z) eine Kante
hat.

o (Qy:=
Ans() < R(y,2), P(x,y), S(y, z,u), S(z,u,w), T(y,z), T(z,u), R(z,y)

besitzt einen Join-Baum, namlich den Baum, bei dem der Knoten R(y, )
eine Kante zu jedem der Knoten P(z,y), S(y, z,u), R(2',y) hat, und der
Knoten S(y, z,u) eine Kante zu jedem der Knoten S(z,u,w), T(y, z),
T(z,u) hat.

Folie 115
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Effiziente Auswertung von
azyklischen Booleschen konjunktiven Anfragen

Vorgehensweise:

Fingabe: Boolesche regelbasierte konjunktive Anfrage (), Datenbank I
Ziel: Berechne [Q](T)

(1) Teste, ob @ azyklisch ist und konstruiere ggf. einen Join-Baum T fiir ().
(Details dazu: spiter)

(2) Nutze T zur Konstruktion einer Booleschen Semijoin-Anfrage @',

die dquivalent zu () ist.
(Details dazu: gleich)

(3) Werte @’ in I aus
(das geht gemdfs Proposition 5.43 in Zeit O(|Q'|-|1]-log(|1])))
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Semijoin-Anfragen

Definition 3.42. Sei S ein Datenbankschema.
Die Klasse der Semijoin-Anfragen tiber S ist induktiv wie folgt definiert:

(A) Jedes Relations-Atom R(vy,...,v,), fir R € S, r := ar(R) und
v1,...,v, € var Udom ist eine Semijoin-Anfrage der Sorte (vy,...,v,).

Semantik: Fir jede Datenbank I € inst(S) ist [R(vq,...,v,)](I) =

B:({vi,...,v.}Nvar) — dom ist eine
(B(v1),...,B(v.)) : DBelegung, so dass
(B(v1),...,B(v,)) € I(R)

(S) Sind @, und @2 Semijoin-Anfragen der Sorten (vy,...,v,) und

(v],...,0.),s0ist @ :=(Q1 X (2) eine Semijoin-Anfrage der Sorte

(U1, ..., 0p).
Semantik: Fir jede Datenbank I € inst(S) ist [Q](I) :=

es gibt ein (by, ..., bs) € [Q2] (1),

so dass
(a1, ar) € [@:](T) fiir alle 4,5 mit v; = v; € var
gllt a; = bj
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Eine Boolesche Semijoin-Anfrage iber S ist von der Form 7(Q), wobei Q)
eine Semijoin-Anfrage iiber S ist.

Beispiele.

(a) Seien z,y, z drei verschiedene Variablen und seien ¢, d zwei verschiedene

Konstanten. Betrachte die Semijoin-Anfragen @, := R(z,z,¢) und
Qo = S(d,z,y,2) und Q3 := (Q1 X @Q2). Fiir jede Datenbank I vom
Schema {R, S} gilt dann:

° [[Qﬂ](]:) = {t = (tl,tg,tg) < I(R) Tt =1 und t3 = C}

o [Q2](I) = {s = (s1,52,83,84) €L(S) : sy =d}

[ ] [[Qg]](]:) = {t = (tl,tg,tg) < [[Ql]](:[) . ex.

s = (81, S2, 53, 84) € [Q2] (I) s.d. t; = s und t5 = s9 }.

(b) Seien x,y, z, 2’ vier verschiedene Variablen. Die Semijoin-Anfrage

((B(z,y) < S(y, 2)) x T(x, z))

ist dquivalent zur Semijoin-Anfrage

(R(z,y) x S(y, 2)) x T(x,2))

und sie ist nicht dquivalent zur Semijoin-Anfrage

(R(z,y) x (S(y, 2) x T(z, 2)))

Auswertung von Semijoin-Anfragen

Proposition 3.43. Das Auswertungsproblem fiir Semijoin-Anfragen bzw.
Boolesche Semijoin-Anfragen ist in Zeit O(k-n -logn) losbar, wobei k die
Grifie der eingegebenen Anfrage und n die Grifie der eingegebenen
Datenbank ist.

Beweis.
Bei Eingabe einer Semijoin-Anfrage () und einer Datenbank I nutzen wir
folgenden rekursiven Algorithmus zur Berechnung von [Q](T).

AUSWERTUNG(Q,I):

FEingabe: Semijoin-Anfrage () und Datenbank I {iber dem DB-Schema S.
Ziel: Berechne [Q](T).
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1. Falls @ von der Form R(vy,...,v,) fiir ein R € S ist, r = ar(R) und
v1,...,v, € var Udom ist, so gib [Q'](I) fiir die regelbasierte

konjunktive Anfrage @' := Ans(vy,...,v,) < R(vy,...,v.) aus.

2. Falls @ von der Form (Q; X @3) ist, wobei 1 und Qs
Semijoin-Anfragen der Sorten (vy,...,v,) und (v{,...,v.) sind, so tue
Folgendes:

(a) Berechne J; := [Q1](I) und J5 := [Q2](I) (durch Aufruf von
AUSWERTUNG(Q;, I) fiir ¢ € {1,2}), wihle eine geeignete
Reihenfolge der Spalten von J; und J; und sortiere J; und Jy
gemaf der entsprechenden lexikographischen Ordnung.

(b) Berechne J; x Jy :={(ay,...,a,) € J; : es gibt ein
(by,...,bs) € Jysodass firallei € {1,...,r} und j € {1,...,s}
mit v; = v;- € var gilt: a; =b; }.
Nutze dazu die ,,Merge-Methode*, die auch beim
Merge-Sort-Algorithmus verwendet wird: Lass einen Zeiger
entlang der sortierten Version von J; und einen Zeiger entlang
der sortierten Version von J; laufen; starte mit beiden Zeigern
auf dem ersten Tupel der jeweiligen sortierten Listen von Tupeln;
usw. Details: Ubung!

Wenn die Details dieses Algorithmus auf die richtige Art ausgefiihrt
werden, berechnet der Algorithmus AUSWERTUNG(Q, I)
offensichtlicherweise das richtige Ergebnis [Q](I).

Laufzeitanalyse: Wir schreiben A(k,n) um eine obere Schranke fiir die
Laufzeit des Algorithmus bei Eingabe einer Anfrage der Grofe £ und einer
Datenbank der Grofe n zu bezeichnen. Als Mafs fiir die Grofse einer Anfrage
nehmen wir hierbei die Anzahl der in der Anfrage vorkommenden Atome
und x-Symbole.

Gemiéh Punkt 1. des Algorithmus gilt:

A(l,n) < n (3.2)

In Punkt 2. des Algorithmus gilt k = k; + ky 4+ 1, wobei k, k1, ko die Grofen
der Anfragen @, )1, Q> sind. Und es gilt:

A(k,n) < A(ki,n) + A(ka,n) + (r+s) - log(r+s) +n - log(n) + n - log(n) + 2n
Hierbei ist

o A(k;,n) der Aufwand zur Berechnung von J; (fiir i € {1,2}),
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e (r+s)-log(r+s) der Aufwand zum Finden einer geeigneten
Reihenfolge der Spalten

e n -log(n) der Aufwand zum Sortieren von J; (fir i € {1,2}); beachte
dazu, dass || J;| < |I] < n ist

e 2n der Aufwand fiir Punkt 2.(b) des Algorithmus.
Wegen r+s < 2n gilt also:
A(k,n) < A(ki,n) + A(ka,n) + 6n - log(n). (3.3)

Das Auflosen der Rekursions(un)gleichung, die sich aus (3.2) und (3.3)
ergibt, liefert (fir alle k,n € Nq):

A(k,n) < 6kn-log(n) (3.4)
Beweis: Induktionsanfang k = 1: Aus (3.2) folgt: A(1,n) < 6n -log(n).

Induktionsschritt k > 1: Seien kq, ke < k so dass k = k; + ko + 1. Aus (3.3)
und der Induktionsannahme folgt:

A(k,n) < A(kr,n) + A(kz,n) + 6n - log(n)
< 6kinlog(n) + 6konlog(n) + 6n-log(n)
= 6(k1+ko+1)n - log(n)
Dies beendet den Beweis von Proposition 3.43. O

Semijoin-Anfragen vs. Join-Biaume

Lemma 3.44.

(a) Es gibt einen Algorithmus, der bei Fingabe einer Semijoin-Anfrage Q in
Zeit O(|Q]) eine zu Q dquivalente azyklische regelbasierte konjunktive
Anfrage Q' und einen Join-Baum fir Q' berechnet.

(b) Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer azyklischen Booleschen
regelbasierten konjunktiven Anfrage QQ und eines Join-Baums T fiir Q
in Zeit O(|Q|) eine zu Q dquivalente Boolesche Semijoin-Anfrage Q'
berechnet.
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Beweis: (a): Ubung.  (b): siehe unten. O

Folgerung: Mit azyklischen Booleschen regelbasierten konjunktiven
Anfragen kann man genau dieselben Anfragefunktionen ausdriicken wie mit
Booleschen Semijoin-Anfragen.

Vorsicht: Dies gilt nicht, wenn man an Stelle von Booleschen Anfragen
Anfragen beliebiger Stelligkeit betrachtet.

Beweis von Lemma 3.44(b):

Seit T' der gegebene Join-Baum von (). Wahle einen beliebigen Knoten w
von T aus und lege fest, dass dies ab jetzt die Wurzel von T sein soll.
Wir nutzen folgende Notationen fiir jeden Knoten v von 7"

e R,(u,) bezeichnet das Relations-Atom, aus dem v besteht
e var(v) bezeichnet die Menge aller Variablen, die in u, vorkommen

o T, bezeichnet den Teilbaum von T (betrachtet als Baum mit Wurzel
w), der in Knoten v gewurzelt ist

e wir schreiben ¢v' € T, um auszudriicken, dass v’ ein Knoten in T, ist.

Per Induktion tiber T (betrachtet als Baum mit Wurzel w), beginnend mit
den Bléttern von 7', konstruieren wir fiir jeden Knoten v von T eine
Semijoin-Anfrage @) der Sorte u, fiir die gilt:

(%) @ ist dquivalent zur Anfrage Q, = Ans(u,) < (Rv/ (uv/)>v’€T

N

~
Liste aller Atome in 75,

Insbesondere folgt dann fiir die Wurzel w von T', dass die Boolesche
Semijoin-Anfrage @' := 7(Q.,) dquivalent ist zur Booleschen Anfrage
Ans() « (R”<u”)>veT' Und dies ist ja genau die Anfrage Q).

Induktionsanfang: Fir jedes Blatt v von T setzen wir Q! := R,(u,). Mit
dieser Wahl ist (x) offensichtlicherweise erfiillt.

Induktionsschritt: Sei v ein Knoten von T' (betrachtet als Baum mit

Wurzel w) und seien vy, ..., v die Kinder von v. Geméf
Induktionsannahme haben wir bereits fiir jedes i € {1,...,k} eine
Semijoin-Anfrage @;, konstruiert, die (*) erfiillt. Wir wéhlen

Q6 = R, (uv>
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und fiir jedes i € {1,...,k} wihlen wir
Qi = (Qi x Q).

Und wir setzen
Q, = Q.
Klar: Jede der Anfragen @, ..., Q) ist eine Semijoin-Anfrage der Sorte w,.

Behauptung (xx): Fir jedes i € {0,...,k} ist Q) dquivalent zur Anfrage
Qi == Ans(u,) < Rumpf, wobei Rumpf; die Liste ist, die aus dem Atom
R,(u,) und sémtlichen Atomen, die in einem der Béume T, fiir

j €{1,...,i} vorkommen, besteht.

Beweis von Behauptung (xx): Per Induktion nach i.

Der Induktionsanfang i« = 0 ist offensichtlich.

Fiir den Induktionsschritt ¢ — i+1 nutzen wir die Tatsache, dass der
Join-Baum T die Weg-Figenschaft erfiillt, d. h. jede Variable, die sowohl in
einem Atom von 7, als auch in einem Atom von T, fiir zwei verschiedene
J1,72 € {1, ..., k} vorkommt, muss auch in u, und in Uy, und in Uy,

vorkommen. Details: Ubung! L Beh. (+%)

Aus Behauptung (xx) folgt, dass () fiir die Semijoin-Anfrage @/ erfiillt ist.
Insbesondere fiir den Knoten v := w liefert dies, dass die Boolesche
Semijoin-Anfrage @' = 7(Q!,) dquivalent zur gegebenen Booleschen Anfrage
Q ist.

Ein Algorithmus zur Konstruktion von @)’ kann wéhrend eines
Bottom-Up-Durchlaufs durch den in w gewurzelten Baum 7" die Anfrage )’
in Zeit linear in der Anzahl der Knoten von T erzeugen. Dies beendet den
Beweis von Lemma 3.44(b). O

Beispiele. Seien 77 und T; die im Beispiel nach Definition 3.41
beschriebenen Join-Baume der Anfragen )7 und Q.

(a) Wenn wir fiir 77 den Knoten E(xp,zg) als Wurzel auswahlen, erhalten
wir aus dem Beweis von Lemma 3.44(b) die folgende zu @, dquivalente
Boolesche Semijoin-Anfrage:

ﬂ(((E(a:p,a:s) X D(zp,Tx,77)) X T<x5>yK7yZ)))

Wenn wir stattdessen den Knoten D(xp,zk,x7) als Wurzelknoten von
Ty auswahlen, erhalten wir aus dem Beweis von Lemma 3.44(b) die
folgende zu ) dquivalente Boolesche Semijoin-Anfrage:

r((D(ep, 2, 22) % (E(wp, w5)  T(s,ux 7))
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(b) Wenn wir fiir 7y den Knoten R(y, z) als Wurzel auswéhlen, erhalten wir
aus dem Beweis von Lemma 3.44(b) die folgende zu Q)4 dquivalente
Boolesche Semijoin-Anfrage:

7 (R, 2)% P, ) < (S (g, 7, )X S (2, 4,0)) KTy, 2)) X Tz, u)) )< R(', )

Folie 119
Konstruktion eines Join-Baums
Lemma 3.45. Es gibt einen Polynomialzeit-Algorithmus, der bei Fingabe
einer regelbasierten konjunktiven Anfrage () entscheidet, ob Q) azyklisch ist
und ggf. einen Join-Baum fir ¢ konstruiert.
Beweis:
Algorithmus:  Eingabe: Anfrage Q der Form Ans(u) < Ri(u1),..., Re(uy)
(1) Vi={Ri(w),...,Relwg)} ..o Knotenmenge
(2) B =0 oo Kantenmenge
(3) alle Elemente von V' sind unmarkiert
(4) alle Variablen sind unmarkiert
(5) Wiederhole so lange, bis sich nichts mehr dndert:

(5.1) Falls es unmarkierte Knoten R;(u;) und R;(u;) (mit i # j) gibt,
so dass alle unmarkierten Variablen aus u; in u; vorkommen, so
markiere den Knoten R;(u;) und fiige in E eine Kante zwischen
R;(u;) und R;j(u;) ein.

(5.2) Markiere sdmtliche Variablen x, fiir die gilt:

,Es gibt genau einen unmarkierten Knoten, in dem x vorkommt.“
(6) Falls es nur noch einen unmarkierten Knoten gibt, so gib (V, E) aus;

sonst gib aus: ,,() ist nicht azyklisch®.

Folie 120
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Einige Details zum Beweis von Lemma 3.45

Beispiel: Probelauf des Algorithmus fiir die Anfragen
o Qi:= Ans() < E(zp,zs), D(xp,zk,22), T(s,Yx,Yz)
o () := Ans() < E(xp,xs), D(xp,xx,xz7), T(rs,TK,Tz)

o ()3 := Ans()
R(y,z), P(z,y), S(y,2u), S(z,u,w), T(y,2), T(z,u), R(z,y)

Notation:

e Zeitpunkt t = Beginn des t-ten Durchlaufs durch Zeile (5)

t t

o wy,...,w, : diezu Zeitpunkt ¢ noch unmarkierten Knoten

e MV' : Menge der zum Zeitpunkt ¢ bereits markierten Variablen

e E' : die Kantenmenge zum Zeitpunkt ¢

Die Korrektheit des Algorithmus folgt direkt aus den folgenden
Behauptungen 1 & 2:

Behauptung 1: 7Zu jedem Zeitpunkt ¢ gilt:

(1);: E* ist ein Wald aus Baumen T}, ..., T}, deren Wurzeln die Knoten

s Ly
wh .. w! sind.

» Wy

(2);: Jeder dieser Béaume erfiillt die Weg-FEigenschaft, d.h. fir alle
i €{l,...,r}, alle Knoten v,v’ € T} und jede Variable z, die sowohl
in v als auch in v’ vorkommt, gilt:  kommt in jedem Knoten auf dem
Weg zwischen v und v’ vor.

(3);: Jede unmarkierte Variable (d.h. jede Variable, die nicht zu MV*
gehort), die in einem Baum 7} vorkommt, kommt auch in dessen
Wurzel wi vor.

(4),: Es gibt keine markierte Variable (d.h. aus MV"), die in 2
verschiedenen Baumen T} und T} vorkommt.
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Beweis: Induktion nach ¢.
t =1: klar. ¢+ t+1: Nachrechnen (Ubung).

Behauptung 2:
Wenn @) azyklisch ist, so endet der Algorithmus mit nur einem
unmarkierten Knoten.

Beweis. Sei @ eine azyklische Anfrage, sei B = (V, EP) ein Join-Baum fiir
. Wir betrachten einen beliebigen Lauf des Algorithmus bei Eingabe von
() und nutzen dazu die gleiche Notation wie bei Behauptung 1. Zusétzlich
dazu sei fiir jeden Zeitpunkt ¢ die Anfrage Q! wie folgt definiert:

Fiir jedes w! (mit ¢ € {1,...,r;}) sel R ein neues Relationssymbol, und sei
atom! das Atom der Form R!(zy,...,x,), wobei x1,...,x, die Liste aller
zum Zeitpunkt ¢ unmarkierten Variablen von w! ist. Dann sei Q' die
Anfrage Ans() < atom?, ..., atom!.

Klar: Q" ist die "Boolesche Version” von ) und B! := B ist ein Join-Baum
fiir Q1.

Behauptung (x): Fiir jedes t ist Q" azyklisch.

Beweis: Per Induktion nach ¢ konstruieren wir einen Join-Baum B? fiir Q°.
Induktionsanfang fir t = 1: Wir wihlen B! := B.

Induktionsschritt firt — t + 1: Im t-ten Schleifendurchlauf hat der
Algorithmus zwei Knoten w} und w} gewéhlt, eine Kante zwischen diesen
beiden Knoten eingefiihrt und Knoten w} markiert. Die Anfrage Q™'
entsteht aus Qf, indem atomé- geloscht wird und in den verbleibenden
Atomen diejenigen Variablen gelscht werden, die in keinem weiteren Atom
als in atom} vorkommen. Betrachte die beiden Knoten w} und wj im
Join-Baum B?, der geméfs Induktionsannahme fiir Q' existiert. Dabei soll
w; als Wurzel angesehen werden. Sei p der Elternknoten von wj in B* (der
Vorgingerknoten auf einem kiirzesten Pfad zwischen w} und w}). Dann
definieren wir B'*! durch den Baum, der aus B* entsteht, indem w
geloscht wird, und alle Kinder vy, ..., v, von w§ zu Kindern von p werden.
Benenne anschlieffend die Knoten so um, dass entsprechende Atome fiir
Q! die Namen der Knoten von B! sind.

Da durch diese Operation die Weg-Eigenschaft nicht verletzt wird, ist B!
ein Join-Baum fiir Q"*' (Details: Ubung). CBen.(x)

Um nun den Beweis von Behauptung 2 zu vollenden, fehlt uns noch die
folgende Behauptung, die uns zeigt, dass der Algorithmus bei Eingabe von
() mit nur einem unmarkierten Knoten endet.

Behauptung (xx): Falls es fiir Q° einen Join-Baum B’ mit mindestens 2
Knoten gibt, so dndert sich etwas in einem weiteren Schleifendurchlauf.
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Beweis: Bemerkung: Wenn man fiir einen Baum 7" mit |V/(7)| > 2 als
Wurzel r kein Blatt (d.h. Knoten mit genau einem Nachbarn) wéhlt, so hat
jedes Blatt v einen eindeutigen Elternknoten u (der einzige Nachbar von v)
— dabei ist wichtig, dass u auf jedem Weg zwischen v und r liegt, und sogar
auf jedem Weg zwischen v und irgendeinem anderen Knoten w.

Nehmen wir nun ein beliebiges Blatt w} von B* und seinen Elternknoten
wj. Durch die Weg-Eigenschaft kommen unmarkierte Variablen von w}
entweder ebenfalls in w! vor, oder in keinem anderen Knoten. Falls es nun
unmarkierte Variablen gibt, die nur in w§ vorkommen, so werden diese
durch Zeile (5.2) markiert. Falls es solche Variablen nicht gibt, so kommen
alle unmarkierte Variablen von w} auch in wj} vor, und die Knoten werden
somit nach Zeile (5.1) fiir den Join-Baum von ) miteinander durch eine
Kante verbunden und w§- wird markiert. O Ben. (+%)

]

Auswertungskomplexitidt azyklischer konjunktiver Anfragen

Theorem 3.46 (Yannakakis, 1981). Das

AWP FUR AZYKLISCHE REGELBASIERTE KONJ. ANFRAGEN
Fingabe: Regelbasierte konjunktive Anfrage () und Datenbank I

Aufgabe: Falls Q ayzklisch ist, so berechne [Q](I);
ansonsten gib ,,() ist nicht azyklisch® aus.

kann in Zeit polynomiell in |Q| + |I| + |[Q](T)| geldst werden.
Beweus:

e Algorithmus fiir Boolesche Anfragen: Nutze Lemma 3.45,
Lemma 3.44 (b) und Proposition 3.43.

e Algorithmus fiir Anfragen beliebiger Stelligkeit: Nutze den
Algorithmus fiir Boolesche Anfragen und die Konstruktion aus dem
Beweis von Theorem 3.20. Beachte dabei, dass samtliche Boolesche
Anfragen, die zur Auswertung einer azyklischen Anfrage () gestellt
werden, denselben Join-Baum besitzen wie () und daher insbesondere
azyklisch sind. O
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Bemerkung: Es ist bekannt, dass das Auswertungsproblem fiir Boolesche
azyklische regelbasierte konjunktive Anfragen vollstdndig ist fiir die
Komplexitatsklasse LOGCFL (Gottlob, Leone, Scarcello, 1998).

Folie 123
Konjunktives Guarded Fragment GF(CQ)
Definition 3.47. Sei S ein Datenbankschema.
Mit GF(CQ)[S] bezeichnen wir die Menge aller Formeln des konjunktiven
Kalkiils CQ[S] (vgl. Definition 3.8), die zum Guarded Fragment GF[S]
gehoren:
(A) Fir alle R € S mit r := ar(R) und fir alle vy, ..., v, € var U dom ist
R(vy,...,v.) in GF(CQ)[S].
(K) Fiir alle ¢1, 92 € GF(CQ)[S] ist (¢1 A ¢2) in GF(CQ)[S].
(E1) Ist R(vq,...,v,) ein Relationsatom und sind yi, ..., y, fir ein s > 1
paarweise verschiedene Variablen aus {vy,...,v,}, dann ist auch
Jyp - - Jys R(vy,...,v,.) in GF(CQ)[S].
(E2) Ist ¢ € GF(CQ)[S], R(vy,...,v,) ein Relationsatom mit
frei(p) C {v1,...,v.} und sind yy, ..., y, fir ein s > 1 paarweise
verschiedene Variablen aus {vy,...,v,}, dann ist auch
Jyp -+ Fys (R(v1,...,v0.) Aw) in GF(CQ)[S].
Konjunktive Sdtze des Guarded Fragment sind Formeln aus GF(CQ)[S], die
keine freie(n) Variable(n) besitzen.
Folie 124

Beispiel

Die Anfrage ,,Welche Kinos (Name & Adresse) spielen einen Film mit Matt
Damon?* wird ausgedriickt durch die CQ[S]-Formel

SO(Z'Kmoa xAdr) = ELZ'StEIx Telzlx TitelEIxZeitzlmRegie
((Kinos(meoa T Adry LSt xTel) A
PTOgT’Cme(QZKmo’ T Titels xZeit)) A

Filme(x pitel, T pegie, Matt Damon”)) )
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Diese Formel ist in CQ[S], aber nicht in GF(CQ)[S]. Eine zu ¢(2Kino, TAdr)
dquivalente Formel in GF(CQ)[S] ist

V(T Kino, Tagr) = (Hxsﬁx 1et Kinos(Z kino, T Adr, Tst, T 1er) N
Jx TitelEIIZeit(Programm(xl(moa T Titel, xZeit) A

3% Regie Filme( riter, T pegie, Matt Damon”)) > )

Azyklische Boolesche Konjunktive Anfragen

Satz 3.48. Die folgenden Anfragesprachen kénnen genau dieselben
Booleschen Anfragefunktionen ausdricken:

(a) azyklische Boolesche regelbasierte konjunktive Anfragen,
(b) Boolesche Semijoin-Anfragen,
(¢) konjunktive Sdtze des Guarded Fragment.

Und jede Anfrage aus einer dieser Anfragesprachen kann in polynomieller
Zeit in dquivalente Anfragen der anderen Sprachen tbersetzt werden.

GemdfS Theorem 3.46 ist das Auswertungsproblem (kombinierte
Komplezitdt) also fir jede dieser Anfragesprachen in Polynomialzeit lGsbar.

Beweis: (a) <= (b): Lemma 3.44. (a) <= (c): Ubung. O

3.6 Mengen-Semantik vs. Multimengen-Semantik

Motivation

bisher: Mengen-Semantik (engl.: set semantics):
e DB-Relation = eine Menge von Tupeln

e Duplikate eines Tupels werden eliminiert

{t} = {t.t} = {t.t,t} = -+
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in SQL:
e keine Duplikat-Elimination bei Anfragen der Form
SELECT * FROM ... WHERE ...

o falls Duplikat-Elimination explizit gewiinscht:
SELECT DISTINCT * FROM ... WHERE ...

betrachte jetzt: Multimengen-Semantik (engl: bag semantics):

Folie 127
Beispiel

Datenbankschema:

o 2-stellige Relation Hersteller mit Attributen Name und Ort

e 2-stellige Relation Bauteil mit Attributen Teil und Lager

,Datenbank® Ix mit

I1x(Hersteller)
Name Ort
Boeing | Seattle
Boeing | New York
Airbus | Hamburg

Notation:

e | (Boeing,Seattle) |1, (merstetiery = 1
o | (Boeing,New York) |1, (merstetiery = 1

e | (Airbus,Hamburg) |1, (gersteitery = 1

17 (Bauteil)

Teil Lager
Motor Seattle
Motor Seattle
Fliigel | Portland

Cockpit | Seattle
Cockpit | Seattle
Cockpit | Seattle

Notation:
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o | (Motor,Seattle) |1, (Bauteiy = 2
e | (Fliigel,Portland) |1, (pautey = 1

o | (Cockpit,Seattle) |1, (Bauteiy = 3

Multimengen (Bags) und Multimengen-Datenbanken
Sei M eine Menge.
e Eine Multimenge B tiber M ist eine Abbildung B : M — Nsg

e Notation: Fiir a € M schreibe |a|p an Stelle von B(a)
la|p =i bedeutet: das Element a kommt i-mal in der Multimenge B
vor.

e B heilt endlich, falls die Menge {a € M : |a|p # 0} endlich ist.
e Fiir Multimengen B und B’ iiber M gilt:

- B=B <= |a|p=la|lp, fir allea € M

- BG, B <= lalp <|a|p, fir allea e M

— Insbesondere gilt: B =, B’ <— <B Cy B und B’ G, B>

- B Ub B’ =
die Multimenge B” iiber M mit |a|ps := |a|p + |a|p/, fiir alle
ac M

Definition 3.49. Sei S ein Datenbankschema.
Eine Multimengen-Datenbank 1 € inst,(S) ordnet jedem Relationssymbol
R € S eine endliche Multimenge I(R) iiber dom™®) zu,
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Anfragen mit Mulitmengen-Semantik

Bezispiel:

SQL-Anfrage:

SELECT B1.Teil, B2.Teil
FROM Bauteil B1, Bauteil B2
WHERE B1l.Lager = B2.Lager

regelbasiert:
Ans(z,y) < Bauteil(z, z), Bauteil(y, z)

Auswertung der SQL-Anfrage in Datenbank mit

17 (Bauteil)

Teil Lager
Motor Seattle
Motor Seattle
Fliigel | Portland

Cockpit | Seattle
Cockpit | Seattle
Cockpit | Seattle

e bilde Kreuzprodukt Ig(Bauteil) x 1r(Bauteil)
(ohne Duplikatelimination)

e wihle die Tupel, in denen die Lager-Komponenten gleich sind

e streiche die Spalten mit den Lager-Komponenten

Liefert als Ergebnis die Multimenge M mit

) | (Fliigel,Fliigel) |y = 1

| (Motor,Motor) |y, = 4
| (Cockpit,Cockpit) |, =9

e | (Motor,Cockpit) |p; = 6 = | (Cockpit,Motor) |

Folie 130
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Konjunktive Anfragen mit Multimengen-Semantik

Multimengen-Semantik [Q],:

Sei Q:= Ans(u) < Ry(u1),...,Ri(us) eine regelbasierte konjunktive
Anfrage der Stelligkeit r iiber einem Datenbankschema S.

e Eine Belegung S fiir () ist, wie bisher, eine Abbildung
B :var(Q) — dom.

e Die Auswertung von ) in einer Multimengen-Datenbank I € inst,(S)
liefert als Ergebnis die Multimenge [Q](I), so dass fiir alle Tupel
t € dom" gilt:

tanw = > (18 1B - 1B )

B : B Belegung
fiir Q mit B(u)=t

Aquivalenz und Query Containment von Anfragen:

Seien ) und Q' zwei regelbasierte konjunktive Anfragen derselben
Stelligkeit r iiber einem Datenbankschema S.

e Q=0 <= [Q(I) = [Qs(T), fiir alle I € inst,;(S)
e O, Q <= [Q,() S [Qs(I), fiir alle I € inst;(S)

o Klar: Q= Q (Q C, @ und Q' T, Q)

Insbes:  Aquivalenz ist hochstens so schwer wie Query Containment.

Ergebnisse
Theorem 3.50 (Chaudhuri, Vardi, 1993  (hier ohne Beweis)).

(a) Seien Q und Q' regelbasierte konjunktive Anfragen derselben Stelligkeit
tber demselben Datenbankschema. Dann ist Q =, Q' genau dann, wenn
die zu Q) und Q' gehérenden Tableau-Anfragen isomorph sind (im Sinne
von Definition 3.37).

(b) Das Problem
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AQUIVALENZ KONJ. ANFRAGEN BZGL. MULTIMENGEN-SEMANTIK
FEingabe: regelbasierte konjunktive Anfragen @) und @’

Frage: Ist Q =, Q' 7

st genauso schwer wie das Graph-Isomorphie-Problem.

Folgerungen und eine offene Frage

e Das Aquivalenzproblem bzgl. Multimengen-Semantik liegt in NP und

ist vermutlich nicht NP-vollstdndig (da vermutet wird, dass das
Graph-Isomorphie-Problem nicht NP-hart ist).

Somit ist Aquivalenz bzgl. Multimengen-Semantik vermutlich
einfacher als Aquivalenz bzgl. Mengen-Semantik.

e Das Query Containment Problem bzgl. Multimengen-Semantik ist
vermutlich schwerer als das Query Containment Problem bzgl.
Mengen-Semantik.

Offene Forschungsfrage:

Bisher ist nicht bekannt, ob das Query Containment Problem fiir

konjunktive Anfragen bzgl. Multimengen-Semantik iberhaupt entscheidbar

1st.

Konj. Anfragen mit # in Multimengen-Semantik

Konjunktive regelbasierte Anfragen mit # sind von der Form
Ans(u) A Rl(u1)7 DI Rg(U@), U17 SR Um

wobei Ry(uy), ..., Ri(u;) Relations-Atome und Uy, ..., U, Ungleichungen
der Form x # y mit x,y € var U dom sind.

Theorem 3.51 (Jayram, Kolaitis, Vee, 2006  (hier ohne Beweis)).
Das Problem
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QCP fiir konj. Anfragen mit # bzgl. Multimengen-Semantik
Fingabe: Q und Q' : regelbasierte konjunktive Anfragen mit #

Frage: Ist Q C, Q' 7

1st nicht entscheidbar.

Folie 134

Ab jetzt wieder
— und bis zum Ende des Semesters —

Mengen-Semantik

3.7 Ubungsaufgaben
Die Datenbank Itiochschulsport fiir die Aufgaben 3.1, 3.2 und 3.10:

Relation 1o

Kiirzel Adresse
MSH Max-Schmeling-Halle, Falkplatz 1
SBM Strandbad Miiggelsee, Fiirstenwalder Damm 838

SSE | Schwimm- und Sprunghalle im Europasportpark (SSE),
Paul-Heyse-Str. 26

WSZ | Wassersportzentrum der HU Berlin, Alt-Schmockwitz 8
Z2GB Zoologischer Garten Berlin, Hardenbergplatz 8

Relation Ixyuprse
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Kurs Ort Zeit UL
Ausdauerschwimmen SBM | Fr. 16-20 | Ny
Kanu - Kajak WSZ | Mi. 18-20 | Fi
Rudern WSZ | Mo. 10-12 | Fi
Rudern WSZ | Do. 10-12 | Fi

Schachboxen (Fortg.) | MSH | Fr. 20-22 | Ni
Schachboxen (Anf.) MSH | Mo. 18-20 | Bi
Schwimmen (individuell) | SSE | Fr. 18-20 | Ny
Schwimmen mit Haien | ZGB | Do. 12-14 | Ma
Schwimmen mit Haien | ZGB | Di. 12-14 | Ma
Schwimmtechnik Delphin | SSE | Mo. 810 | Sj
Schwimmtechnik Delphin | SSE | Fr. 810 | Ph

Relation [Ubungsleiter

Kiirzel Name

Bi Enki Bilal

Fi Birgit Fischer
Ma Susie Maroney
Ni Alexander Nikopol
Ny Diana Nyad
Ph Michael Phelps
Sj Sarah Sjostrom

Ubungsaufgabe 3.1. Formulieren Sie jede der folgenden drei Anfragen als
regelbasierte konjunktive Anfrage, als Tableau-Anfrage und als Anfrage im
konjunktiven Kalkiil.

(a) Zu welchen Zeiten kann der Kurs “Rudern” besucht werden?

(b) Gibt es einen Kurs der “Mi. 18-20” im “Olympiastadion Berlin,
Olympischer Platz 3”7 stattfindet?

(c) Gib Kursname und Adresse des Ortes aller Kurse der Ubungsleiterin
“Diana Nyad” an.

Ubungsaufgabe 3.2. Beweisen Sie, dass keine der beiden folgenden
Anfragen durch eine regelbasierte konjunktive Anfrage beschrieben werden
kann:
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(a) Welche Kurse leitet weder “Sarah Sjostrom” noch “Michael Phelps™

(b) Welche Kurse werden am “Mo. 10-12” oder am “Di. 12-14” angeboten?

Ubungsaufgabe 3.3.

(a) Beweisen Sie: Jede regelbasierte konjunktive Anfrage @ ist
adom(())-generisch.

(b) Ein C-Homomorphismus (fiir C' C dom) ist eine Abbildung
h : dom — dom mit A, = id.
Eine Anfragefunktion ¢ ist abgeschlossen unter C'-Homomorphismen,
falls fiir alle C-Homomorphismen A und alle Datenbanken I und J gilt:
Falls A(I) C J , so ist h(q(I)) C q(J).

Zeigen Sie, dass fiir jede regelbasierte konjunktive Anfrage @) gilt:

Die durch @ definierte Anfragefunktion [Q] ist abgeschlossen unter
adom(@Q)-Homomorphismen.

Ubungsaufgabe 3.4. Beweisen Sie Lemma 3.12, d. h. zeigen Sie, dass jede
CQ-Formel dquivalent zu einer CQ-Formel in Normalform ist.
Ausfiihrliche Hinweise dazu finden Sie in Kapitel 4 von [AHV].

Ubungsaufgabe 3.5. Sei G ein Datenbankschema, das genau aus dem
zweistelligen Relationsnamen E besteht.

Wir interpretieren Datenbankinstanzen Ig vom Schema G als gerichtete
Graphen mit der Knotenmenge adom(Ig) und der Kantenrelation Ig.
Zeigen Sie, dass die Anfrage

, Gib alle Knoten aus, die Ausgangsgrad > 2 besitzen.

nicht durch eine regelbasierte konjunktive Anfrage beschrieben werden
kann.
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Ubungsaufgabe 3.6. Sei S ein Datenbankschema, das aus genau einem
Relationsnamen R besteht. Die Stelligkeit von R sei 1.

Finden Sie eine Funktion g : N x N — N, so dass fiir alle Werte k,n € N5,
alle regelbasierten Anfragen () vom Schema S und alle Datenbanken I vom
Schema S mit |Q| = k und |I| = n gilt: das Ergebnis [Q](I) enthélt
hochstens g(k,n) viele verschiedene Tupel.

Zeigen Sie (fiir alle k und n), dass Ihre obere Schranke tatséchlich erreicht
werden kann.

Ubungsaufgabe 3.7.

(a) Betrachten Sie die beiden regelbasierten konjunktiven Programme P’
und P":

P W(z,y) «+ E(x, z1), E(21, 22), E(22,y)
Ans'(z) + W(x,2),W(z,z)

P’ Fo(x,y) + E(z,y)
Fi(z,y) « Fo(z, 2), Fo(2,y)
Fy(z,y) < Fi(z, 2), Fi(2,9)
Ans"(z,y) + Fa(w,2), Fa(z,y)

Beschreiben Sie die Anfragefunktionen, die durch P’'(Ans’) und
P"(Ans") definiert werden, in Worten und wandeln Sie diese jeweils in
eine dquivalente regelbasierte konjunktive Anfrage (mit ,,=*) um.

(b) Entwickeln Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der bei Eingabe
eines regelbasierten konjunktiven Programms P und eines
idb-Prédikats S von P eine zu P(S) dquivalente regelbasierte
konjunktive Anfrage @) (mit ,,=*) berechnet. Weisen Sie die Korrektheit
des Algorithmus nach und analysieren Sie dessen Zeitkomplexitét.

Ubungsaufgabe 3.8.

(a) Entwickeln Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der bei Eingabe
einer bereichsbeschrankten regelbasierten konjunktiven Anfrage mit
,=" testet, ob diese Anfrage erfiillbar ist. Weisen Sie die Korrektheit
ihres Algorithmus nach und analysieren Sie dessen Zeitkomplexitét.
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(b) Fiihren Sie die Details zu Beobachtung 3.15 aus, d. h. zeigen Sie, dass

¢

jede bereichsbeschriankte regelbasierte Anfrage mit ,,—* entweder
unerfiillbar oder dquivalent zu einer regelbasierten konjunktiven

o«

Anfrage (ohne ,=") ist.

Ubungsaufgabe 3.9. Beweisen Sie, dass das Auswertungsproblem fiir
Boolesche regelbasierte konjunktive Anfragen mit ,,=" NP-vollstandig ist.

Ubungsaufgabe 3.10.

(a) Formulieren Sie jede der folgenden drei Anfragen aus Aufgabe 3.1 als
SPC-Anfrage und als SPJR-Anfrage:
(i) Zu welchen Zeiten kann der Kurs “Rudern” besucht werden?

(ii) Gibt es einen Kurs, der “Mi. 18-20” im “Olympiastadion Berlin,
Olympischer Platz 37 stattfindet?

(iii) Gib Kursname und Adresse der Orte aller Kurse der
Ubungsleiterin “Diana Nyad” an.

(b) Werten Sie die beiden folgenden Anfragen auf der Datenbank
IHochschulsport (Siche oben) aus:

(i) die SPJR-Anfrage  Tadresse (Tkiirsei—zapr( Orte) > Ubungsleiter)
(ii) die SPC-Anfrage (01:“ZGB”(O7"te) X Ubungslez’te'r)

Ubungsaufgabe 3.11. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen:

Sei k € N und seien jy,...,Jr € N5j. Fiir alle Relationen P und @), deren
Stelligkeit > max{ji, ..., jx} ist, gilt

(&) mj,p(PUQ) = my 5 (P) Um0 (Q)

Ubungsaufgabe 3.12.
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(a) Beweisen Sie Proposition 3.25, d. h. zeigen Sie, dass es einen
Polynomialzeit-Algorithmus gibt, der bei Eingabe einer SPC|S|-Anfrage
() eine SPC|S]-Anfrage @)’ in Normalform erzeugt, welche dieselbe
Anfragefunktion definiert.

(b) Beweisen Sie die noch fehlende Richtung von Lemma ?7?, d. h. zeigen
Sie, dass es einen Polynomialzeit-Algorithmus gibt, der bei Eingabe

einer SPJR[S]-Anfrage @ eine dquivalente SPC[S|-Anfrage @’
berechnet.

Ubungsaufgabe 3.13. Betrachten Sie die beiden folgenden
Tableauanfragen @ := (T',u’) und Q5 := (T",u”), wobei a und b
Konstanten sind, v’ = u” = (), sowie

Ty T2 I3 9 .
T/(R) ro T2 I3 T (R) T2 T2 T3

T2 T T3

T”(S) Ty i) xI9 T3
/

T(S) Ty T2 T2 T3 T4 b r1 5
T4 Z2 €1 T5

Ziel der Aufgabe ist es zu entscheiden, ob @)1 C Q)2 bzw. Q2 C ()1 gilt.

1

a) Geben Sie die kanonischen Tupel 5! und uQQ, sowie die kanonischen
p Q2 Q1

Datenbanken Ig; und Igf an.
(b) Entscheiden Sie, ob @1 C Q- gilt und ob Q3 C Q; gilt.

(c¢) Gibt es einen Homomorphismus von @); auf Q37 Gibt es einen
Homomorphismus von (), auf ()17 Geben Sie jeweils einen
Homomorphismus an oder begriinden Sie, warum er nicht existiert.

Ubungsaufgabe 3.14. Das Datenbankschema bestehe aus zwei
Relationsnamen R und S der Stelligkeiten 4 und 3. Wenden Sie den
Algorithmus aus dem Beweis von Theorem 3.39 (a) an, um die folgende
Tableauanfrage @) = (T, ()) (wobei a eine Konstante ist und yq, ..., ys
verschiedene Variablen sind) zu minimieren.
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T(R) Y1 a Ys a T(S)
Yo Y1 Ys Y1

Y1 Ys Y2 a

Ubungsaufgabe 3.15. Betrachten Sie die beiden folgenden regelbasierten
konjunktiven Anfragen ()1 und Q2 (wobei a, b und ¢ Konstanten sind):

Ans() < R(a, x5, x5, 22), R(x1,a,x9,24), S(3,24,21),S (23,22, 21)

ATLS() <~ R(yla a,Ya, y4>a R(CL, a, b> y4)7 R(yla Y1, b, y4)a S(a, Ya, a), S((l, Ya, yl)

(a) Stellen Sie @1 und @5 als Tableau-Anfragen @} und @ dar.

(b) Geben Sie die kanonischen Tupel ug} und ug?, sowie die kanonischen
2 1

Datenbanken IQ} und IQ? an.
Q5 Q4

(c) Gibt es einen Homomorphismus von )} auf )}, bzw. einen
Homomorphismus von @ auf |7 Geben Sie jeweils einen
Homomorphismus an oder begriinden Sie, warum er nicht existiert.

(d) Entscheiden Sie, ob Q1 C Q2 bzw. Q2 C Q) gilt.

Ubungsaufgabe 3.16. Zeigen Sie fiir Theorem 3.30 die Richtung (d) ~»
(a), d.h. zeigen Sie, dass zu jeder erfiillbaren Anfrage der SPC-Algebra eine
regelbasierte konjunktive Anfrage existiert, welche die gleiche
Anfragefunktion ausdriickt, und dass ein Algorithmus existiert, der selbige
in polynomieller Zeit berechnet.

Ubungsaufgabe 3.17. Beweisen Sie Theorem 3.39 (b), d. h. zeigen Sie,
dass das folgende Problem NP-vollstandig ist:

TABLEAU-AQUIVALENZ

Eingabe: Tableau-Anfrage (T,u) und Tableau T' C T.
Frage: Ist (T,u) = (T, u) ?
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Ubungsaufgabe 3.18.

(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:
Fiir alle Semijoin-Anfragen ()1, @2, Q3 gilt:

(1) ((Ql X @Q2) X Q3) = (Ql X (Q2 X Q3))
2) (QixQ)xQs) = ((Q1xQs)xQs)

(b) Finden Sie zu jeder der beiden Semijoin-Anfragen (wobei b eine
Konstante ist)

Q = (R(azl,xg,b) X (S(xg,azg,xg) X T(x2,$4)>)
Q> = <<R($1,$2,b) X T(xg,m)) X (S(mg,xg,xg) X T(xg,a:4)>>

dquivalente azyklische regelbasierte konjunktive Anfragen )} und @
und geben Sie Join-Béume fiir @} und @), an.

(c) Beweisen Sie Lemma 3.44 (a), d. h. finden Sie einen Algorithmus, der
bei Eingabe einer Semijoin-Anfrage @ in Zeit O(|Q|) eine zu Q
aquivalente regelbasierte konjunktive Anfrage )’ und einen Join-Baum
von (' berechnet.

Ubungsaufgabe 3.19.

(a) Betrachten Sie die beiden regelbasierten konjunktiven Anfragen (wobei
a, b und ¢ Konstanten sind)

(i) Q1:= Ans() <+ R(v,w,y), R(a,w,u), P(a,v),
Ry, w,z), P(y,w), R(z,y,2)
(i) Q2 := Ans() < R(v,w,y), R(a,w,c), P(a,v),
R(b,w,z), Ply.w), Rlz,y.?)

Welche davon ist azyklisch, welche nicht? Geben Sie jeweils einen
Join-Baum an oder erkléren Sie, warum es keinen solchen geben kann.
Wandeln Sie die azyklische Anfrage in eine dquivalente Boolesche
Semijoin-Anfrage um.

(b) Geben Sie eine azyklische regelbasierte konjunktive Anfrage ) an, zu
der keine dquivalente Semijoin-Anfrage ()’ existiert. Beweisen Sie, dass
Ihre Antwort korrekt ist.
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Ubungsaufgabe 3.20. Arbeiten Sie die Details fiir einen effizienten
Algorithmus aus, der das Auswertungsproblem fiir azyklische regelbasierte
konjunktive Anfragen beliebiger Stelligkeit 16st und analysieren Sie dessen
Laufzeit (gemessen in der Grofe k der gegebenen Anfrage und der Grofe n
der gegebenen Datenbank).

Ubungsaufgabe 3.21. Betrachten Sie fiir die Losung dieser Aufgabe die
in der Vorlesung benutzte Datenbank Ikine, (siche Seite 16).

(a) Geben Sie eine Formel des konjunktiven Guarded Fragment an, die die
folgende Anfrage ausdriickt: ,,Welche Filme haben mindestens einen
Schauspieler, der schon mal in einem Film von Stephen Spielberg
mitgespielt hat?.

(b) Welche der folgenden CQ-Formeln gehort zum konjunktiven Guarded
Fragment, welche nicht?

(a) Jzgr(Fzp Filme(xr,, TR, “George Clooney”) A
Jzp, Filme(zr,, g, ‘Harrison Ford”))

(b) Jxg3xq, Jvr, (Filme(zr,, Tr, “George Clooney”) A
Filme(xr,, xg, ‘Harrison Ford”))

(¢) (Fzq Filme(xr,, xR, “George Clooney”) A
dzr, Filme(zr,, g, “Harrison Ford”))

(c) Wandeln Sie die azyklische Boolesche regelbasierte Anfrage aus
Aufgabe 3 von Blatt 5 in einen dquivalenten Satz des konjunktiven
Guarded Fragment um.

(d) Wandeln Sie die GF(CQ)-Formel ¢ (xg,x4) :=

(Elx 1e1 Kinos(zg, x4, T 1)
A Jzg (Programm(z g, 7, “20:00”) A Jzg Filme(zr, “Fritz Lang”, zg))
A Jzg (Programm(z g, xr,“20:007) A g Filme(zr, x g, “Boris Karloﬁ”)))

in eine dquivalente azyklische regelbasierte konjunktive Anfrage um und
geben Sie einen Join-Baum fiir Thre Anfrage an.
Ubungsaufgabe 3.22. Zeigen Sie fiir den Beweis von Satz 3.48 die

Aquivalenz der Aussagen (a) und (c), d.h. zeigen Sie, dass
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(a) jede azyklische Boolesche regelbasierte konjunktive Anfrage dquivalent
zu einem konjunktiven Satz des Guarded Fragment ist, und

(b) jeder konjunktive Satz des Guarded Fragment dquivalent zu einer
azyklischen Booleschen regelbasierten konjunktiven Anfrage ist.

Ubungsaufgabe 3.23. Betrachten Sie die aus der Vorlesung bekannte
Datenbank Ip unter Mengensemantik mit:

I ( Bauteil)
Teil Lager
Ir(Hersteller) Motor | Seattle
Name Ort

Motor | Seattle

Fliigel | Portland
Cockpit | Seattle
Cockpit | Seattle
Cockpit | Seattle

Boeing | Seattle
Boeing | New York
Airbus | Hamburg

Seien )1 und ), die folgenden regelbasierten konjunktiven Anfragen:

Q1 : Ans(xy, zr) < Hersteller(xy, o), Bauteil(xr, o)
Qs : Ans(zy, x7) < Hersteller(xy, xo), Bauteil(xy, xo), Bauteil(xr, xo)

Bestimmen Sie [Q1](Ir) und [Q2]s(Ir).

Ubungsaufgabe 3.24. Beweisen Sie Proposition 3.10, d.h. zeigen Sie,
dass fiir jede Anfrage () des konjunktiven Kalkiils und jede Datenbank I
(vom passenden DB-Schema) gilt: adom ([Q](I)) C adom(Q, I).
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Kap:itel 4

Datalog

4.1 Syntax, Semantik und Auswertungskomplexitat

Folie 135
Beispiel: Frankfurter U-Bahn-Netz

Hier vereinfacht: Eine Relation U-Bahn-Netz mit Attributen Linie, Halt,
ndchsterHalt

U-Bahn-Netz
Linie Halt ndchsterHalt

U4  Bockenheimer Warte Festhalle /Messe
U4 Festhalle /Messe Hauptbahnhof
U4 Hauptbahnhof Willy-Brandt-Platz
U4  Willy-Brandt-Platz Dom/Romer
U7 e e
ur Kirchplatz Leipziger Str.
ur Leipziger Str. Bockenheimer Warte
U7  Bockenheimer Warte Westend

Anfrage:

Gib alle Stationen aus, die von “Bockenheimer Warte” aus ohne Umsteigen
zu erreichen sind.

(1) mit max. 1 Zwischenhalt:

{ (xs) : EI:EL(U—Bahn—Netz(a:L,“Bockenheimer Warte”, xg) V
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dxy ( U-Bahn-Netz(xp, “Bockenheimer Warte”, z7) A
U-Bahn-Netz(xp, x 7, xs))> }

(2) mit max. 2 Zwischenhalten: analog

(3) mit beliebig vielen Zwischenhalten 227

(In einem spéteren Kapitel werden wir sehen: Nicht ausdrickbar in
Relationaler Algebra)

Erreichbarkeits-Anfrage in SQL

Im SQL (ab SQL-99 Standard) kann die Anfrage , Gib alle Stationen aus,
die von “Bockenheimer Warte” aus ohne Umsteigen zu erreichen sind“
folgendermafen ausgedriickt werden:

WITH RECURSIVE Erreichbar(Linie,Start,Ziel)
AS (
SELECT Linie, Halt, NaechsterHalt
FROM U-Bahn-Netz
UNION ALL
SELECT Erreichbar.Linie,
Erreichbar.Start,
U-Bahn-Netz.NaechsterHalt
FROM Erreichbar, U-Bahn-Netz
WHERE Erreichbar.Linie = U-Bahn-Netz.Linie AND
Erreichbar.Ziel = U-Bahn-Netz.Halt
)
SELECT Ziel
FROM Erreichbar
WHERE Start=""Bockenheimer Warte”’

Erreichbarkeits-Anfrage in Datalog
Die Anfrage
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., Gib alle Stationen aus, die von “Bockenheimer Warte” aus
ohne Umsteigen zu erreichen sind"“

kann in Datalog folgendermafien ausgedriickt werden:
Erreichbar(L,S,7) <« U-Bahn-Netz(L, S, Z)

Erreichbar(L,S,Z) < FErreichbar(L,S,Z"), U-Bahn-Netz(L,Z', 7Z)
Ans(Z) < FErreichbar(L,“Bockenheimer Warte”, 7)

Folie 138
Datalog: Syntax
Definition 4.1.
(a) Eine Datalog-Regel ist ein Ausdruck der Form
Ro(uO) <— Rl(ul), e Rg(Ug)
wobei £ > 0, Ry, Ry,...,R; €rel und wug,uq,...,u, freie Tupel der
Stelligkeiten ar(Ry),ar(Ry),...,ar(Ry) sind, so dass jede Variable, die
in ug vorkommt, auch in mindestens einem der Tupel uq, ..., u,
vorkommt.
(b) Ein Datalog-Programm P ist eine endliche Menge von Datalog-Regeln.
(c) Eine Datalog-Anfrage (P, R) besteht aus einem Datalog-Programm P
und einem Relationsnamen R, der in P vorkommt.
Folie 139

Notation

e Wie iiblich bezeichnen wir mit adom(P) bzw. adom(Q) die Menge der
Konstanten, die in einem Datalog-Programm P bzw. einer
Datalog-Anfrage ) vorkommen.

Fiir eine Datenbank I ist adom(P,I) := adom(P) U adom(I) und
adom(Q,I) := adom(Q) U adom(I).
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o Ro(up) heilt Kopf der Regel Ro(ug) < Ri(uy),. .., Re(up);
Ri(uy), ..., Re(ug) heifst Rumpf der Regel.

e cdb(P) bezeichnet die Menge der Relationsnamen, die ausschliefslich
im Rumpf von Regeln in P vorkommen (die sog. ,extensionalen
Pradikate” von P).

e idb(P) bezeichnet die Menge der Relationsnamen, die im Kopf
mindestens einer Regel in P vorkommen (die sog. ,intensionalen
Prédikate von P).

o sch(P) := edb(P) U idb(P) heilt Schema von P.

Folie 140

Beispiel

Erreichbar(L, S, Z) <« U-Bahn-Netz(L,S,7) ,
P = Erreichbar(L,S,Z) < FErreichbar(L,S,Z"), U-Bahn-Netz(L,Z',Z) ,
Ans(Z) < Erreichbar(L,“Bockenheimer Warte”, 7)

ist ein Datalog-Programm mit
e ¢db(P) = { U-Bahn-Netz }
e idb(P) = { Erreichbar, Ans }

e sch(P) = { U-Bahn-Netz, Erreichbar, Ans }

Q1 := (P, Ans) ist eine Datalog-Anfrage;
Q2 := (P, Erreichbar) ist noch eine Datalog-Anfrage;
Q3 := (P, U-Bahn-Netz) ist noch eine Datalog-Anfrage.

Folie 141
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Datalog: Semantik

Die Semantik von Datalog lésst sich auf verschiedene Weisen definieren:

o Fixpunkt-Semantik:
,Regeln schrittweise anwenden, bis sich nichts mehr dndert

o Modellbasierte Semantik:
kleinste Datenbank tiber sch(P), die alle ,Regeln wahr macht*

e Beweisbasierte Semantik:
,,Fakten, die sich herleiten lassen, sind im Ergebnis®“

Gliicklicherweise kann man zeigen, dass alle drei Ansétze zum gleichen
Resultat fiihren.

Wir betrachten im Folgenden hauptséchlich die Fixpunkt-Semantik, die
folgendermafen definiert ist:

Folie 142

Der “immediate consequence”-Operator Tp

Definition 4.2. Sei P ein Datalog-Programm.

(a) Fiir jedes R € idb(P) seien Qry1, ..., Qrk, diejenigen Regeln aus P, in
deren Kopf das Relationssymbol R steht, und seien Q' ;. .., Qxy, die
Regeln, die aus Qr1, ..., Qrk, entstehen, indem im Kopf jeweils R
durch das Relationssymbol Ans' ersetzt wird (mit Ans' &€ sch(P) und
ar(Ans') = ar(R)).

(b) Der “immediate consequence™Operator Tp : inst(sch(P)) — inst(sch(P))
ist folgendermafen definiert:
Fiir jedes J € inst(sch(P)) und jedes R € sch(P) ist

J(R) falls R € edb(P)
[Qra (D) U U@y, [(I) falls R € idb(P)

Beispiel: Ist P das Datalog-Programm aus dem Beispiel der
Erreichbarkeits-Anfrage, und besteht J(Erreichbar) aus allen Tupeln, die
,mit max. ¢ Zwischenhalten ohne Umsteigen zu erreichen sind“, so besteht
Tp(J)(Erreichbar) aus allen Tupeln, die ,mit max. ¢ + 1 Zwischenhalten
ohne Umsteigen zu erreichen sind“.

Tp(3)(R) = {

Folie 143
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Monotonie von Tp

Bemerkung: Eine alternative (und &quivalente) Definition von Tp:
Tp(J)(R) := { unmittelbare R-Konsequenzen von P tiber J },
wobei ein Tupel t eine unmittelbare R-Konsequenz von P iiber J ist, falls
e R€ edb(P)und t € J(R) oder

e R € idb(P) und es eine Regel der Form R(u) < Ry(u1), ..., Re(uy) in
P und eine Belegung /3 gibt, so dass f(u) =t und p(u;) € J(R;), fur
allei € {1,...,¢}.

Lemma 4.3. Fir jedes Datalog-Programm P gilt:

Der Operator Tp ist monoton, d. h. fir alle J,J" € inst(sch(P)) mit J C J'
(d.-h. J(R) CJ(R) f.a. R € sch(P)) gilt: Tp(J) C Tp(J).

Beweis: leicht (Ubung).

Der ,,Stufen‘“-Operator Sp

Definition 4.4. Sei P ein Datalog-Programm.

Der Stufen-Operator Sp : inst(sch(P)) — inst(sch(P)) ist folgendermafsen
definiert:
Fiir jedes J € inst(sch(P)) und jedes R € sch(P) ist

Se()(R) = I(R) U Tp(I)(R).

Fixpunkte

Bemerkung 4.5.
(a) Man sieht leicht, dass fiir jedes J € inst(sch(P)) gilt:
J C Sp(d) C Sp(Sp(d)) € -+ C Sp(J) C SF'J) € ---
wobei S%(J) := J und S (J) := Sp(Sh(J)).
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(b) Man sieht leicht, dass adom(Sp(J)) C adom(P,J) und
adom(S%(J)) C adom(P, J), f.a. i € N.

(¢c) Da adom(P,J) nur endlich viele Elemente besitzt, muss es in der
Inklusionskette aus (a) ein ip € N mit SP(J) = Sit(J) geben.
Offensichtlicherweise gilt dann: SR (J) = SH(J) f.a. j > .

Folie 146
Notation
e Ein J € inst(sch(P)) heifst Fizpunkt von Sp, falls Sp(J) = J.
o Ab-Stufe(P,J) := min{iy : SB(J) = S8 ()} heift , Abschluss-Stufe”
von P auf J.
Die einzelnen Instanzen S%(J), Sp(J), S3(J) etc. werden , Stufen des
Fizpunktprozesses” genannt.
Ab-Stufe(P,J) gibt also diejenige Stufe an, ab der der Fixpunkt erreicht
ist:
J=5p(3) & Sp(I) G - & SN () = S ) = 53(9)
f.a. 7 > Ab-Stufe(P,J)
o S¥(J) = Sﬁb_Stufe(P’J)(J). Klar: S%(J) ist ein Fixpunkt von Sp.
Folie 147

Fixpunkt-Semantik von Datalog

Definition 4.6.

(a) Sei P ein Datalog-Programm, S := edb(P).
Jeder Datenbank I € inst(S) ordnen wir die Datenbank
I € inst(sch(P)) mit

i(R) — I(R) falls R € edb(P)
o 0 falls R € idb(P)

zu. Ausgewertet in I liefert P die Datenbank
[P](X) := S%(I) € inst(sch(P))
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(b) Eine Datalog-Anfrage @) = (P, R) liefert auf einer Datenbank
I € inst(edb(P)) die Relation

[QIT) = ([PID)(R).

Auswertungskomplexitit

Bemerkung:

Ein einfacher Algorithmus, der bei Eingabe von P und I das Resultat
[P](I) berechnet, kann folgendermafen vorgehen:

(1) J:=

(2) Berechne J' := Sp(J)

(3) Falls J' # J, s0 (J:=J, GOTO (2))
(4)

4) Gib J aus

Datenkomplexitat dieses Algorithmus: Polynomialzeit.

Fixpunkt-Semantik vs. Modellbasierte Semantik

Notation:

Fiir zwei Datenbanken J,J" € inst(S) bezeichnet J N'J’ die Datenbank mit
(JNJI)R) = I(R)NJ(R), fa. R€S.

Fiir eine Menge M C inst(S) ist (M := ﬂ J.
JeM

Satz 4.7 (Knaster und Tarski).
Sei P ein Datalog-Programm und sei J € inst(sch(P)). Dann gilt:

Spd) = ({ I € inst(sch(P)) : Sp(¥) =T und I C I }.

Das heifit: S$(J) ist die kleinste Erweiterung von J, die ein Fixpunkt von
Sp 1st.
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Folie 150
Beweis: Sei M := {J' € inst(sch(P)) : Sp(J) =3 und J C J'} und
D := (M. Zu zeigen: S$(J) = D.
Erste Richtung (,2%): Geméfs Definition gilt Sp(S%(J)) = S%(J) und
J C S¥(J). Somit gilt also fiir Jg := S¥(J), dass Sp(Jg) = Jp und J C Jy,
d.-h.Jpe M. Da D =M, ist also D C Jy = S%(J).
Rickrichtung (,C%): Sei J' € M beliebig, d.h. Sp(J') =J und J C J'. Zu
zeigen: SE(J) C J'. Wir zeigen induktiv, dass fiir jedes i € N gilt:
SL(T) CJ”:
Induktionsanfang fiir i = 0: S%(J) 2rycy.
Induktionsschritt fir i — i + 1: Nach Induktionsannahme ist S%(J) C J'.
Zu zeigen: SHH(J) 2 Sp(Sp(J)) € T
Da Sp monoton ist, folgt aus der Induktionsannahme, dass
Sp(SL(J)) C Sp(J) = J gemiik Voraussetzung. O
Folie 151
Beweisbasierte Semantik von Datalog
Sichtweise:
e Ein Faktum ist ein Ausdruck der Form R(¢) mit R € rel und
t € dom™",
e Eine Datenbank I € inst(S) wird mit der folgenden Menge von Fakten
identifiziert:
Fakten(I) := { R(t) : ReSundtel(R)}
e Fiir die beweisbasierte Semantik werden Datalog-Regeln als
Schlussregel-Muster in Beweisen betrachtet.
Folie 152

Beweisbaume
Definition 4.8. Sei P ein Datalog-Programm und J € inst(sch(P)). Ein

Beweisbaum fiir ein Faktum R(t) bzgl. J und P ist ein gerichteter Baum
mit den folgenden Eigenschaften:
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1) Jeder Knoten ist mit einem Faktum markiert.

2) Die Wurzel enthilt das Faktum R(¢).

3) Die Fakten an den Bléttern sind Elemente aus Fakten(J)

(1)
(2)
(3)
(4) Fiir jeden inneren Knoten v mit Kindern vy, ..., v, gibt es eine Regel
Ro(ug) < Ri(uq),. .., Re(ug) in P und eine Belegung

B : var(P) — dom

so dass gilt:
e der Knoten v enthédlt das Faktum Ro(8(uo))
e das Kind v; von v enthélt das Faktum R;(5(w;)) (fir alle
ie{l,...,0}).

Beispiel: Beweisbaum fir Ans(“Frankfurt Sid”) bzgl. dem Frankfurter
U-Bahn-Netz und dem folgenden Datalog-Programm:

E(L,S,Z) < U-Bahn-Net:(L,S,7Z)
E(L,S,Z) « E(L,S,Y), U-Bahn-Net(L,Y,Z)
Ans(Z) <« E(L,“Hauptwache”, Z)

Idee: Linie Ul mit Zwischenhalten Hauptwache — Willy-Brandt-Platz —
Schweizer Platz — Frankfurt Siid.

Ans(“Frankfurt Siid”)

E(U1,“Hauptwache”, “Frankfurt Siid”)

U-Bahn-Netz(U1, “Schweizer Platz”, “Frankfurt Siid”)

E(U1,“Hauptwache”, “Schweizer Platz”)

U-Bahn-Netz(U1, “Willy-Brandt-Platz”, “Schweizer Platz”)

B(U1,“Hauptwache”, “Willy-Brandt-Platz”)

U-Bahn-Netz(U1, “Hauptwache”, “Willy-Brandt-Platz”)
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Folie 153
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Folie 154

Fixpunkt-Semantik vs. Beweisbasierte Semantik

Satz 4.9. Fir jedes Datalog-Programm P, alle J € inst(sch(P)) und alle
Fakten R(t) mit R € sch(P) und t € dom™®) gilt:

es gibt einen Beweisbaum fiir R(t) bzgl.

te SS(J)(R
€ SpI(R) = J und P.

Beweis: Ubung.

4.2 Grenzen der Ausdrucksstiarke von Datalog

Folie 155
Monotonie und Abschluss unter
adom((Q))-Homomorphismen

Satz 4.10. Fiir jede Datalog-Anfrage @ gilt: [Q] ist monoton.
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Beweis: Ubung (folgt leicht aus der Monotonie des Tp-Operators).
Auf dhnliche Art lasst sich zeigen:

Satz 4.11. Fliir jede Datalog-Anfrage @ gilt:
[Q] ist abgeschlossen unter adom(Q)-Homomorphismen.

Zur Erinnerung: Auf Ubungsblatt 1 wurde Folgendes definiert.

e Ein C-Homomorphismus (fiir C C dom) ist eine Abbildung
h : dom — dom mit hc = id.

e Eine Anfragefunktion ¢ ist abgeschlossen unter C'-Homomorphismen,
falls fiir alle C~-Homomorphismen h und alle Datenbanken I und J gilt:

Falls h(I) CJ, soist h(q(I)) C q(J).

Folie 156

Ausdrucksstiarke von Datalog

Bemerkung 4.12. Die Ausdrucksstéirken von Datalog-Anfragen und von
Anfragen des Relationalen Algebra sind unvergleichbar:

e Beispiel fiir eine Datalog-Anfrage, die nicht in Relationaler Algebra
formuliert werden kann:

,, Welche Stationen sind von “Bockenheimer Warte” aus
ohne Umsteigen zu erreichen?“

e Beispiel fiir eine Relationale Algebra-Anfrage, die nicht in Datalog
formuliert werden kann:

»In welchen Kinos lauft kein Film um 17:00 Uhr?“

Bzw. jede andere Anfrage, die nicht monoton ist (aber in Relationaler
Algebra formuliert werden kann).

Aus der Monotonie von Datalog-Anfragen folgt leicht, dass diese
Anfrage nicht in Datalog ausgedriickt werden kann.
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4.3 Datalog zur Simulation von Turingmaschinen

Folie 157
Reprisentation von Worten als Datenbanken

Wir repréasentieren Worte iiber einem Alphabet 3 durch Datenbanken iiber
dem Schema

Sy, = {Succ,Min,Max} U{P, : a € X},
wobei Succ 2-stellig ist und alle anderen Relationsnamen 1-stellig sind.

Fiir ein Wort w = wq - - - w,,—1 € ¥* mit |w|=n > 1 und wy, ..., w,_1 € X
ist fiir jedes a € ¥

I,(P,) = {pe{0,...,n—1} : w,=a}
und

I,(Min) := {0}
I,(Max) := {n—1}
I,(Succ) = {(p,p+1) : 0<p<n—1}.

Folie 158

Datalog zur Simulation von Turingmaschinen

Satz 4.13. Fliir jede deterministische Turingmaschine M mit
Fingabealphabet 3 und jede Zahl k > 1 gibt es ein Datalog-Programm Py,
mit edb(Py i) = Sy, und ein 0-stelliges idb-Prdadikat Ans von Py, so dass
fir die Anfrage Qury := (Pag, Ans) und fir jedes Wort w € ¥F gilt:

[Qumi](Ly) = “yes” <= bei Eingabe w hdlt M nach
héchstens |w|*—1 Schritten in
einem akzeptierenden Zustand
an.

Folie 159
Beweis: Eine deterministische Turingmaschine M = (Q, 3, T, d, qo) besteht
aus

e Zustandsmenge (),
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e Startzustand ¢g € @,
e Eingabealphabet X # (),

e Arbeitsalphabet I' O ¥ U {0}, wobei O das Blank-Symbol
(Leerzeichen) ist, und

e Ubergangsfunktion
0: Q X' — (Q U {Qhalt7Qakz7QVerw}) x I' % {_1707 1}

M besitzt genau ein Band, dessen Positionen mit 0,1, 2, ... adressiert
werden. Die Startkonfiguration von M bei Eingabe w = wqg - - - w,_; € X T
ist die Konfiguration, bei der der Kopf von M auf Bandposition 0 steht, M
sich im Zustand ¢y befindet, die Bandposition p fiir alle 0 < p < n mit w,
beschriftet ist und jede Bandposition p > n mit dem Blank-Symbol [
beschriftet ist.

Nach Voraussetzung soll Py; nur die ersten n* — 1 Berechnungsschritte von
M simulieren konnen. Bei Eingabe eines Worts w € X" konnen die gefragten
Zeitpunkte der Berechnung und die von M benutzten Speicherzellen also
durch Elemente aus [n*] := {0, 1,...,n* — 1} bezeichnet werden. Dabei
bezieht sich ,Zeitpunkt 0“ auf die Startkonfiguration und ,Zeitpunkt ¢* fiir
t > 1 auf die Konfiguration direkt nach dem ¢-ten Rechenschritt.

Zahlen aus [n*] reprisentieren wir im Folgenden durch k-Tupel von

Elementen aus [n] := {0,1,...,n — 1} = adom(I,).
Fiir T = (zg_1,...,70) € [n]* ist
k—1
Zahl(T) := me’
i=0

Fiir 2z € [n*] ist Tupel(z) dasjenige T € [n]* mit Zahl(T) = 2

Idee zur Konstruktion von Pyy: Nutze folgende idb-Préadikate, die die
angegebenen Ziele (x) erfiillen:

o Fiir jedes ¢ € Q U {qnatt, Gakss Qverw } €0 k-stelliges Prédikat Zustand,
Ziel: Zustand,(T) = Zum Zeitpunkt Zahl(7) ist M im Zustand g¢.

e Ein 2k-stelliges Pradikat Kopf
Ziel: Kopf(Z,y) = Zum Zeitpunkt Zahl(x) steht der Kopf von M auf
Bandposition Zahl(y).
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o ['lr jedes v € I ein 2k-stelliges Pradikat Band,
Ziel: Band,(7,y) = Zum Zeitpunkt Zahl(Z) steht auf Bandposition
Zahl(y) das Symbol ~.

Folie 162
Wir starten mit Py := () und fiigen nach und nach Regeln hinzu:
Initialisierung: Regeln, die sicherstellen, dass die Ziele (x) zum Zeitpunkt 0
erfiillt sind. Beachte: T = (x_1,...,xo) reprasentiert den Zeitpunkt 0
genau dann, wenn gilt: Min(zg_1), ..., Min(zg). Fiige folgende Regeln zu
PM,k hinzu:
e . Zum Zeitpunkt 0 befindet sich M im Zustand ¢y
Zustandg, (zg_1,...,20) < Min(zx_1),..., Min(zo)
e Zum Zeitpunkt 0 steht der Kopf von M auf Bandposition 0
Kopf(xk_1,. .., 20, Yk—1,---,%) < Min(zg_1),...,Min(xy),
Min(yx-1), - . -, Min(yo)
Folie 163

e Die Bandpositionen 0,...,n — 1 sollen entsprechend des
Eingabeworts w = wq - - - w,,_1 beschriftet sein“. Fiir jedes o € ¥ fiigen
wir daher die folgende Regel zu Py, hinzu:

Band, (xg_1,. .., %0, Yk—1,---,%0) < Min(zg_1),...,Min(zy), Min(x),
Min(yx_1), ..., Min(y1), P, (yo)

Beachte: Bandposition p € [n| wird durch das k-Tupel (0, ..., 0, p)
reprasentiert.

e Die Bandpositionen n,n + 1,...,n* — 1 sollen mit dem Blank-Symbol
O beschriftet sein. Daher fiigen wir fiir jedes i € {1,...,k — 1} die
folgende Regel zu Py hinzu:

Bandp(zk—_1, ..., %0, Ys—1,---,%) < Min(zg_1),...,Min(zg),
< (xOin)v
A(yk—l)’ s 7A(y0)

Beachte: Bandpositionen p € {n,n +1,...,n* — 1} werden durch
diejenigen k-Tupel (yx_1,...,y1,Yyo) reprasentiert, fiir die es ein
ie{l,...,k—1} gibt, sodass y; > 0 ist.
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e Und wir fiigen zu Py, die beiden Regeln

< (z,7) <« Succ(z,?2)
< (z,7') <« Succ(z,2"),< (2", 2)

hinzu, die die transitive Hiille von Succ definieren.
e Auferdem bendtigen wir noch die Regeln

A(z) <« Succ(z,y)
A(z) <+ Succ(y,z),

die den Active Domain der Datenbank I, erfassen sollen.

Rekursionsschritt: Wir fiigen zu Py, Regeln hinzu, die sicherstellen, dass
Folgendes gilt: Wenn die Ziele (%) zum Zeitpunkt ¢ erfiillt sind, dann auch
zum Zeitpunkt t' =t + 1.

e Die Regel
Succy(z,2') <« Succ(z, 2)

und fiir jedes ¢ € {1,...,k — 1} die Regeln

Succer1 (e, To—1s - -+, 20, Loy Yo—1, - - -, Yo) — Succe(Te—1,..., 0o, Yo-1, - -
A(zy)
SUCCngl(xg, To—15---5%0,Ye, Yo—1,- - - 73/0) <~ SUCC1 (iﬁf, y€)7

Max(z¢_1),. .., Max(zo),
Min(ye-1), - . ., Min(yp)

Beachte: Diese Regeln gewéhrleisten, dass fiir jedes ¢ € {1,... k} die
Relation Succ die ,,Nachfolger‘-Relation auf /-Tupeln ist. Insbesondere
gilt fiir £ = k und alle 7,7 € [n]*:

Succi(Z,y) = Zahl(y) = Zahl(Z) + 1.

e Auferdem fiigen wir zu Py noch Regeln hinzu, die die transitive
Hiille von Succy, erzeugen:

(

<k (T,7) < Succk(T,7)
<k (f

Y
,Y) < <k (T,Z),Succk(Z,7)
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e Und Regeln
Ungleich (
Ungleich, (

)

Z,Y) < T
f? y) — <k (ya
€

die bewirken, dass fiir alle 7,7 € [n]* gilt:

Ungleich, (Z,y) = Zahl(Z) # Zahl(y).

Folie 166
Wir betrachten nun nacheinander jeden Zustand ¢ € ) und jedes

Bandsymbol v € I, setzen (¢',7',b) := d(q,v) und fiigen zu Py, die
folgenden Regeln hinzu:

o Ist M zum Zeitpunkt ¢ := Zahl(Z) im Zustand ¢ und liest das
Bandsymbol v, so ist M zum Zeitpunkt ¢t + 1 im Zustand ¢’

Zustand, (T') <« Succg(T,T'), Zustand,(7),
Kopf(z,v), Band, (7, 7)

e . Zum Zeitpunkt ¢ + 1 steht auf der Bandposition Zahl(y) das in
Schritt ¢ geschriebene Bandsymbol

Band, (7',7) < Succy(Z,7), Zustand,(T),
Kopf(Z,7), Band, (7,7)

e Auf allen anderen Bandpositionen steht zum Zeitpunkt ¢ + 1 dasselbe
Bandsymbol wie zum Zeitpunkt ¢“. Daher fiigen wir fiir jedes
Bandsymbol 7 € I zu Py, die folgende Regel hinzu:

Band,»(7',y) < Succy(z,7'),Band, (7,7)
KOpf(f, y)a Ungleiehk (yv y/)

Folie 167

e Falls b = 0, so fiigen wir zu Py, die folgende Regel hinzu:

Kopf(Z',y) < Succk(T,7'), Zustand,(T)
Kopf(Z,7), Band, (7,7)

o Falls b =1:

Kopf(Z',y') <« Succy(T,7’), Zustand,(T)
Kopf(Z,y), Band,, (7, 7),
Sucex(7,7)
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e Falls b = —1:

Kopf(z',¥') <« Succy(T,T'), Zustand,(7)
Kopf(z,y), Band,(Z,7),
Sucek (7',7)

e Schlieflich fiigen wir zu P, noch die folgende Regel fiir die
Akzeptanzbedingung hinzu:

Akzeptiere() < Zustand,, (7)

Dies beendet die Konstruktion des Programms Py .

Folie 168 .
Man kann leicht nachpriifen (Details: Ubung), dass die Ziele () erreicht
werden, d. h. fiir jedes n > 2 und jedes w € X" gilt:
(1) Fiir alle 7 € [n]* und alle ¢ € Q U {qnait, Gakz; Gverw } ist
T € [Py i](1y)(Zustand,) <= Bei Eingabe w ist M nach dem
Zahl(T)-ten Berechnungsschritt
im Zustand q.
(2) Fiir alle 7,7 € [n)* ist
(7,9) € [Pux](I,)(Kopf) <= Bei Eingabe w ist der Kopf von M nach dem
Zahl(T)-ten Berechnungsschritt
auf Bandposition Zahl(7).
(3) Fiir alle 7,7 € [n]*¥ und alle v € T ist
(7,9) € [Pux](I,)(Band,) <= Bei Eingabe w steht nach dem
Zahl(T)-ten Berechnungsschritt von M
auf Bandposition Zahl(y) das Bandsymbol .
Folie 169
Insbesondere folgt aus (1) mit der zuletzt zu Py hinzugefiigten Regel, dass
() € [Pui](Ly)(Akzeptiere) <= Bei Eingabe w gelangt M
nach weniger als n* Rechenschritten
in den Zustand qay,.
Dies beendet den Beweis von Satz 4.13. [l
Folie 170
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Bemerkung. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass bei Eingabe
einer geeigneten Représentation (M, k) von M und k die Datalog-Anfrage
Qux in Zeit polynomiell in k& und der Grofle von M konstruiert werden
kann. Aufserdem gibt es einen logarithmisch platzbeschriankten Algorithmus,
der bei Eingabe von w € ¥* mit |w| > 2 die Datenbank I,, erzeugt.

Folie 171
Die Auswertungskomplexitit von Datalog-Anfragen
Theorem 4.14 (Immerman und Vardi).
(a) Die kombinierte Komplexitit des Auswertungsproblems fiir
Datalog-Anfragen ist EXPTIME-vollstindig.
(b) Die Datenkomplezitit des Auswertungsproblems fiir Datalog-Anfragen
1st PTIME-vollstindig.
Beweis: Ubung (unter Verwendung von #hnlichen Methoden wie beim
Beweis von Satz 4.13).
Mit Aussage (b) ist Folgendes gemeint:
(1) Fir jede Datalog-Anfrage @) = (P, R) ist das Problem
AWPg
Fingabe: Datenbank I € inst(edb(P))
Aufgabe: Berechne [Q](T)
in Zeit polynomiell in der Grofe von I losbar, und
(2) es gibt eine Boolesche Datalog-Anfrage (), fiir die das Problem AWP,
PTIME-vollstandig ist (bzgl. logspace-Reduktionen).
4.4 Statische Analyse
Folie 172

Erfiillbarkeit

Theorem 4.15. Das
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ERFULLBARKEITSPROBLEM FUR DATALOG-ANFRAGEN
Fingabe: Datalog-Anfrage Q) = (P, R)
Frage: Gibt es ein I € inst(edb(P)) so dass [Q](I) # 0 ?

1st entscheidbar.

Bewezsidee:

Verallgemeinerung des Beweises der Erfiillbarkeit regelbasierter
konjunktiver Anfragen (Satz 3.6).

Details: Ubung.
Folie 173

Query Containment — Zwei Varianten

Herkémmliches Query Containment:

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR DATALOG-ANFRAGEN
Fingabe: Zwei Datalog-Anfragen ()1 = (P;, R) und Q5 = (P, R) mit
edb(Py) = edb(Py) und R € idb(Py) N idb(Ps)
Frage: Gilt [Q](I) C [Q=2](T) fiir alle I € inst(edb(Py)) ?

Uniformes Containment:

UNIFORMES CONTAINMENT PROBLEM FUR DATALOG-PROGRAMME

Eingabe: Zwei Datalog-Programme P; und P, mit
edb(Py) = edb(Py) und idb(P;) = idb(Pz)

Frage: Gilt Sg (J) C S%,(J) fiir alle J € inst(sch(Py)) 7

Theorem 4.16.

(a) Das Query Containment Problem fiir Datalog-Anfragen ist
unentscheidbar.

(b) Das uniforme Containment Problem fiir Datalog-Programme ist
entscheidbar.
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Beweis: Hier nur der Beweis von (a):
Aus fritheren Semestern sollte bekannt sein, dass das folgende Problem
unentscheidbar ist:

CONTAINMENT PROBLEM FUR KFGs

Eingabe: Zwei kontextfreie Grammatiken G und G’ der Form ().
Frage: Ist L(G) C L(G") 7

Zur Erinnerung
Eine kontextfreie Grammatik (KFG) G = (X, V, S, P) besteht aus:

1. Terminalalphabet X2,

2. Nichtterminal-/Variablenalphabet V|
3. Startsymbol S € V und

4. Produktionsmenge P.

Dabei ist P eine endliche Menge von Regeln der Form

X—>amit XeV, ae(BUuV)~.

Bezispiel

Sei Gy = (X,V, S, P) mit ¥ ={a,b,c}, V={5,T} und
P={S—cTe, T —bTa, T — c}.

Dann ist die zu G gehorige Sprache L(Gy) = {cb"a"c | n € N}.

Eine KFG G hat die Form (x), wenn gilt:

1. G besitzt keine e-Produktionen (d. h. keine Produktion der Form
X —¢) und

2. G besitzt keine Produktion, bei der das Startsymbol S auf der rechten
Seite vorkommt.

Beachte: Zu jeder beliebigen KFG G lasst sich leicht eine KFG G der Form

(*) konstruieren, s.d. L(G) = L(G) \ {e}.

Bezispiel

Zu Gy lasst sich die folgende KFG Gy konstruieren, s.d. gilt:
L(Go) = L(Go) \ {¢} :~L(Go)~ ~

Und zwar wihlen wir Go = (2, V, S, P) mit

P={S—clc, T—bTa, T — ba, S — cc}
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Nun zum Beweis: Wir wollen das CONTAINMENT-PROBLEM FUR KFGs
auf das QUERY CONTAINMENT-PROBLEM FUR DATALOG-ANFRAGEN
(kurz: QCP) reduzieren. Durch die Unentscheidbarkeit des ersteren haben
wir dann auch bewiesen, dass QCP unentscheidbar ist.

Dazu ordnen wir jeder KFG G der Form (x) eine Datalog-Anfrage

QG = (PG', RS) wie fOlgt VAV

e 0.B.d. A.ist ¥ C dom,
o fiir jedes X € V gibt es ein 2-stelliges Pradikat Ry € idb(Pg),
e cdb(Pg) = {E} fiir ein 3-stelliges Relationssymbol £ und

e fiir jede Produktion A — By ... B, von G (mit A € V|
By,...,B, € (V\{S})UX, n>1) gibt es in P diec Regel

RA(LCl, $n+1> < .B~1, ey Bn
wobei fir alle i € {1,...,n} gilt:

— falls Bz =X e V, SO ist Bz = Rx(ZIZi,ZEi+1)
— falls B; = b€ %, so ist B; := E(i,b,i+ 1).
Bezispiel

Fiir unsere Beispiel-Grammatik Gy besteht das Datalog-Programm P, aus
folgenden Regeln:

Rg(x1,x3) < E(11,¢,19), E(x2, ¢, x3)
Rg(x1,x4) < E(x1,¢,29), Rp(z2, x3), E(x3, ¢, 4)
Ry(z1,x4)  E(21,b,29), Ry(x2, x3), E(r3,0,%4)
Rr(xy,23)  E(x1,b,29), E(22,a, x3)

Behauptung (xx): Fiir alle KFGs G und G’ der Form (x) gilt:

L(G) C L(G") & Q¢ C Q¢. Beachte: Aus der Unentscheidbarkeit des
Containment-Problems fiir KFGs der Form (%) und aus Behauptung (xx)
folgt, dass QCP unentscheidbar ist, da man es ansonsten zum Entscheiden
des ersteren nutzen konnte.

Zum Beweis von Behauptung (**) werden wir das folgende Lemma nutzen,
dessen Beweis als Ubung gilt (siche Ubungsaufgabe 4.8).
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Lemma @: Sei G eine KFG der Form (x), sei m > 1 und seien
A1y vy Qm,byy ... by € dom. Dann gilt:

by - -by_1 € L(G) <= Es gibt einen Beweisbaum fiir das Fak-
tum Rg(ay,a,,) bzgl Pg, dessen Blatter mit
den Fakten FE(ay,by,as), E(as,be,az), ...,
E(am-1,bm-1,a,) markiert sind.

Nun zum Beweis von Behauptung (xx):

"=": Seien G und G' KFGs der Form (x), s.d. L(G) C L(G’). Sei I eine
beliebige Datenbank vom Schema {E}.

Zu zeigen: [Q](D) C [Qc 1(D).

Sei dazu (a,d’) € [Q¢](I) beliebig gewahlt. Wir wollen nun zeigen, dass
(a,a’) € [Qe](I). Wegen (a,a’) € [Qc](I) gibt es einen Beweisbaum von
Rs(a,a’) beziiglich P; und I. Wir geben in diesem Beweisbaum den
Kindern jedes einzelnen Knotens die spezielle Reihenfolge, in der die
zugehorigen Atome im Rumpf der entsprechenden Regel von Py stehen.
Gemaéf der speziellen Form von Pg muss es eine Zahl m > 1 und Elemente
A1y ey Qm,by, ... by 1 € dom geben, sodass die Blatter des Beweisbaums
von links nach rechts mit den Fakten E(ay, by, as), FE(as, by, as),. ..,
E(am—1,bm—1,ay) beschriftet sind und a; = a und a,, = a’ gilt.

Nach Lemma @ gilt dann: by,...,b,—1 € L(G). Geméf Voraussetzung ist
L(G) C L(G") — also gilt insbesondere by, ..., b,,_1 € L(G"). Geméaf
Lemma @ (aber nun fiir G’ statt G) gibt es einen Beweisbaum fiir das
Faktum Rg (a1, an,) bezliglich Pg (wobei S’ das Startsymbol von G’ ist),
dessen Bléatter dieselben Fakten sind wie bei dem Beweisbaum fiir Rg(a,a’),
die alle in I vorkommen (da nach Voraussetzung (a,a’) € [Q¢](I)). Somit
gilt: (a,ad’) € [Qa](T).

Insbesondere haben wir also gezeigt: Wenn L(G) C L(G'), dann gilt

Qc T Qo
"«<=": Analog (Details: Ubung!). O

Folie 174

Beschrianktheit (Boundedness)

e Wir haben gesehen: [P](I) kann berechnet werden, indem man nach
und nach

j:’ SP (j:)’ SP(SP (i))’ o Sﬁb-SthE(P,I) (:i:), Sﬁb—stufe(P,I)+l (j:)
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berechnet.
Anzahl der Iterationen, die dafiir notig sind: Ab-Stufe(P,I) + 1
Frage: Wie grof8 kann Ab-Stufe(P,I) werden?

Klar: — in jeder Iteration kommt mindestens ein
Faktum dazu
— adom([P](I)) € adom(P,I)

Daher: Ab-Stufe(P.I) < Y |adom(P,T)[*®
Reidb(P)

Besonders ,,schén sind solche Datalog-Programme P, bei denen
Ab-Stufe( P,I) gar nicht von I abhéngt. Solche Programme heifsen
beschrinkt (engl.: bounded).

Prazise: Ein Datalog-Programm P heifst beschrdnkt, falls eine Zahl
d € N gibt, so dass fiir alle I € inst(edb(P)) gilt: Ab-Stufe(P,I) < d.

Den kleinsten solchen Wert d nennen wir mazimale Rekursionstiefe
von P.

Wenn man weifs, dass ein Programm P bschrénkt ist und maximale
Rekursionstiefe d hat, so kann man leicht eine zu P adquivalente
Anfrage in relationaler Algebra konstruieren, die nur die Operatoren
der SPC-Algebra und den Vereinigungs-Operator benutzt (kurz:
SPCU-Algebra).

Beispiel

Das Datalog-Programm

E(L,S,Z) < U-Bahn-Netz(L,S,Z)
E(L,S,Z) < E(L,S,Y), U-Bahn-Netz(L,Y,Z)
Ans(Z) <« E(L, “Bockenheimer Warte”, Z)

ist nicht beschrankt.

Das Datalog-Programm

Kauft(x,y) < Mag(z,y)
Kauft(x,y) < Person(z), Trendsetter(z), Kauft(z,y)
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ist beschridnkt mit maximaler Rekursionstiefe 3, da fiir jede DB I gilt:
TE(I)(Kauft) = I(Mag) U {(x,y) : x € I(Person), ex.z €
I( Trendsetter) s.d. (z,y) € I(Mag)} und &quivalent zum nicht-rekursiven

Programm

Mag(z, y)
Person(x), Trendsetter(z), Mag(z,y)

Kauft (z, y)
Person(x), Trendsetter(z), Kauft(z,y)

TTTT

Folie 176

Beschrinktheit (Boundedness)

Theorem 4.17. Das
BOUNDEDNESS PROBLEM FUR DATALOG-PROGRAMME

FEingabe: Datalog-Programm P

Frage: Ist P beschriankt, d.h. gibt es ein d € N so dass
Ab-Stufe( P, 1) < d fir alle I € inst(edb(P)) ?

1st unentscheidbar.

Beweis: siehe Tafel.

4.5 Einschriankung und Erweiterungen: nr-Datalog
und Datalog mit Negation

Folie 177
Nicht-Rekursives Datalog — Beispiel

Beispiel 4.18. (a) Das Datalog-Programm

Kaufi(z,y) < Mag(z,y)
Kauft(x,y) < Person(x), Trendsetter(z), Mag(z,y)

ist nicht-rekursiv.

(b) Aquivalent dazu, aber NICHT nicht-rekursiv ist

Kauft(x,y) < Mag(z,y)
Kauft(x,y) <« Person(x), Trendsetter(z), Kauft(z,vy)

Folie 178
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Nicht-Rekursives Datalog — Prazise

Definition 4.19. Sei P ein Datalog-Programm.

(a) Der Abhdangigkeitsgraph Gp von P ist der gerichtete Graph mit
Knotenmenge Vp := sch(P) und Kantenmenge

Ep = { (R,S) : es gibt eine Regel in P, in deren Rumpf }

R und in deren Kopf S vorkommt
(b) Die Klasse nr-Datalog aller nicht-rekursiven Datalog-Programme besteht

aus allen Datalog-Programmen P, deren Abhdngigkeitsgraph G p
azyklisch ist, d. h. keinen einfachen Kreis enthélt.

Beispiele fiir Abhingigkeitsgraphen

Seien P, und P, die Datalog-Programme aus Beispiel 4.18 (a) und (b).
Deren Abhéangigkeitsgraphen sehen wie folgt aus:

Gpl : Gp2 :
Mag Mag

’ Kauft E—{ Person ‘ @ Kauft H Person ‘
Trendsetter Trendsetter

Gp, ist im Gegensatz zu Gp, azyklisch, weshalb P, in nr-Datalog ist und P,
nicht.

,» Nicht-rekursiv* vs. ,,beschriankt* (“bounded”)

Proposition 4.20. (a) Jedes nr-Datalog-Programm ist beschrankt.

(b) Jedes beschrinkte Datalog-Programm ist dquivalent zu einem
nr-Datalog- Programm.

Beweis: Einfache Ubung.
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Ausdrucksstiarke von nr-Datalog

e Die SPCU-Algebra ist die Erweiterung der SPC-Algebra um den
Vereinigungsoperator U, der es erlaubt, die Ergebnisse zweier
Anfragen derselben Stelligkeit zu vereinigen. Semantik:

[(Q1 U @Q2)I(1) == [Q:](1) U [Q:](T).

e Der positive existentielle Kalkiil PE-CALC 4., ist die Klasse aller
Anfragen @) der Form {(ey,...,e,) : ¢}, wobei ¢ eine Formel der
Logik erster Stufe ist, in der keins der Symbole —,V, —, <+ vorkommt.

Semantik: [Q](I) = {pB((e1,...,e;)) : [:var—
adom(Q,I), so dass 1= ¢[B]}

Satz 4.21. Die folgenden Anfragesprachen kénnen genau dieselben
Anfragefunktionen beschreiben:

(a) nr-Datalog-Anfragen
(b) SPCU-Algebra
(c) positiver existentieller Kalkil PE-CALCyqom

Bemerkung: Die Ubersetzung von nr-Datalog in eine der anderen Sprachen
kann mehr als polynomaiell viel Zeit beanspruchen, da nr-Datalog-Programme
u. U. viel kiirzer sind als dquivalente Anfragen der anderen Sprachen.

Folie 182

Beweis von Satz 4.21

(b) = (a): Gehe rekusiv nach dem Aufbau von SPCU vor. Fiir jede
SPCU-Anfrage @) konstruieren wir eine nr-Datalog-Anfrage
Q' = (Pg, Ansg), die dquivalent zu () ist.

Induktionsanfang:

e Fall 1: Q ist von der Form R fiir R € S. Sei r := ar(R) und seien
x1,...,T, paarweise verschiedene Variablen. Wahle

Py ={Ansg(x1,...,2,) < R(z1,...,2,)}.

e Fall 2: Q) ist von der Form {(c)} mit ¢ € dom. Wéhle
Py = {Ansg(c) «+ }.
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Induktionsschritt:

e Fall 1: @Q ist von der Form (Q; U Q3). Seien (Pg,, Ansg,) und
(Pg,, Ansg,) geméf Induktionsannahme gewéhlt. Auferdem gelte
0.B.d. A. idb(Pp,) Nidb(Py,) = §). Wihle

FPq P, U Py,

U {Ansg(xy...,x,) < Ansg, (z1,...,2,)}
U {Ansg(xy...,x,) < Ansg, (1, ...,2.)}.

Nachrechnen: Gp, ist azyklisch.

e Restliche Fille: dhnlich (Details: Ubung).

(a) = (c): Sei Q = (P, Ans) eine nr-Datalog-Anfrage. Da der
Abhéngigkeitsgraph G'p azyklisch ist, kann er topologisch sortiert werden,
d.h. es gibt eine bijektive Abbildung Nr : sch(P) — {1,...,|sch(P)|}, s.d.
fiir jede Kante (R, S) in Gp gilt: Nr(R) < Nr(S).

Per Induktion nach i zeigen wir nun, dass es f.a. ¢ € {1,...,|sch(P)|} eine
PE-CALC 44om-Anfrage @Q; der Form

{(z1,...,2,) t or, (21, ..., 20,) }

gibt, s.d. fiir dasjenige R; € sch(P) mit Nr(R;) = i gilt: r; = ar(R;) und
[PID)(R;) = [Q:](D) f.a. I € inst(edb(P)).

Induktionsanfang fiir i = 1: Wéahle
Ql = {($1, e ,513'7«1) : Rl(xl, e ,:c,,l)}.
Induktionsschritt fiir @ — i + 1: Seien

1 1 1 1 1
Ripi(ull) « Sy, 8P (w))

k ‘ k), (k k), (k
Ria(uif) + S @),... 50 (wyy)
sdmtliche Regeln in P, in deren Kopf R;,; steht. Da Gp azyklisch ist und

Nr einer topologischen Sortierung entspricht, ist fiir jedes Priadikat S im
Rumpf dieser Regeln Nr(S) < Nr(R;41) =i+ 1.
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Gemaifs Induktionsannahme haben wir bereits die entsprechenden Anfragen
Q1, ..., Q; konstruiert. Wir wahlen

QiJrl = {(351, cee 7xTi+1) : SORiJrl}

mit
k ¢ ‘
SORZ‘JA (1:17 . . 7:67“i+1) = \/ E@U) /\ QDSLJ') (w,(jj)) A “xl, e 7'TT¢+1 é’u,gi)l” s
j=1 v=1
wobei 79 fiir alle Variablen steht, die im Rumpf ng ), e ,w,(cj ) oder im Kopf

ugi)l der j-ten Regel vorkommen.

Einfaches Nachrechnen zeigt, dass ;11 die gewiinschten Eigenschaften
besitzt.

Folie 185
(¢) = (b): Bei gegebener Anfrage @) = {(eq,...,e,) : @} bringe die
Formel ¢ zunéchst in disjunktive Normalform, d. h. in eine Formel der Form
w1 V-V g, wobel p; eine CQ™-Formel ist.

Dann gilt fiir jede Datenbank I, dass [Q](I) = [Q1](XI) U--- U [Q.](I), wobei

[QI@) = { B(ler,...,e)) = B:var — adom(Q,I), so dass I = ¢;[f] }.

Wir kénnen nun dhnlich wie in Theorem 3.30 und Lemma 3.14 beim Beweis
der Aquivalenz von Konjunktivem Kalkiil und SPC-Algebra vorgehen, um
eine SPCU-Anfrage @) zu konstruieren, so dass fiir alle Datenbanken I gilt:

[T = [Q(D.
Details: Ubung. n
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Datalog mit Negation

(14

Ziel: Auch Negationszeichen ,,— in Datalog-Regeln zulassen.

Definition 4.22. (a) Ein Literal ist ein Relationsatom R(u) oder ein
negiertes Relationsatom —R(u).
Ein Literal der Form R(u) heift positiv; ein Literal der Form —R(u)
heiltt negativ bzw. negiert.
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(b) Eine Datalog™-Regel ist ein Ausdruck der Form
Ro(UO) < L1<u1), R ,Lg(Ug)

wobei £ > 0, Ry € rel, ug ein freies Tupel der Stelligkeit ar(Ry) und
Lyi(uy), ..., Le(up) Literale, so dass jede Variable, die in ug vorkommt,
auch in mindestens einem positiven Literal L;(u;) vorkommt.

(¢) Ein Datalog™-Programm P ist eine endliche Menge von
Datalog™-Regeln.

(d) Eine Datalog™-Anfrage (P, R) besteht aus einem Datalog™-Programm P
und einem Relationsnamen R, der in P vorkommt.

Frage: Was soll die Semantik von Datalog™ sein?

Beispiel 4.23. Anfrage:

Gib alle Stationen aus, die von “Bockenheimer Warte” aus nicht ohne
9 b —_—
Umsteigen zu erreichen sind.”

Als Datalog™-Anfrage:

E(L,S,Z) < U-Bahn-Netz(L,S,Z7)
E(L,S,Z) + B(L,S,Y), U-Bahn-NetA(L,Y,Z)
Erreichbar BW(Z) < E(L,“Bockenheimer Warte”, 7)
Station(S) < U-Bahn-Netz(L,S,7)
Station(Z) < U-Bahn-Netz(L, S, 7)
Ans(Z) <« Station(Z), —Erreichbar BW(Z)

Hier: Semantik intuitiv klar.

Probleme mit der Semantik von Datalog™

Zur Erinnerung: In der Ubung wurde gezeigt, dass fiir jedes
Datalog-Programm P und jede Datenbank I € inst(edb(P)) gilt: fiir jedes
i € Nist Si(I) = T(I).

Also ist [P](I) = S¢(I) = T«(1).
Fiir Datalog™ gilt dies nicht:
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Beispiel 4.24. (a) R(z) + A(x), ~R(x)
»Ausgewertet* iiber einer DB I € inst({A}) gilt:
SLAI)(R) = I(A) firallei>1

aber

1) falls i gerade
adom(I) falls i ungerade

TR ~ {

Somit: Die Folge (T}D(i)) hat keinen Fixpunkt.
=0

AuRerdem: Tp(-) hat ﬁberﬂaupt keinen Fixpunkt.

Folie 189
(b) R(z) < A(z), -5(x)
S(x) < A(x), ~R(x)
Hier gilt:
SL)(R) = SLI)(S) = I(A) fiirallei >1
aber Tp(-) hat zwei verschiedene minimale Fixpunkte (minimal bzgl.
C):
e FP; mit FP{(R) = () und FP,(S) = adom(I)
e FP, mit FPy(R) = adom(I) und FPy(S) =0
Folie 190
Datalog™ und der Stufenoperator Sp
Um eine Semantik fiir Datalog™ festzulegen, konnte man einfach wieder den
Stufenoperator Sp betrachten. Natiirlich gilt fiir jedes Datalog™-Programm
P und jede Datenbank J € inst(sch(P)), dass
J € Sp(I) € Sp(Sp(d)) € -+ C Sp(I) € Sp'(d) € -+
Da adom(P,J) endlich ist, wird irgendwann ein (eindeutig definierter)
Fixpunkt von Sp(-) erreicht (dieser heiftt iibrigens inflationdrer Fixpunkt
von P auf J, kurz: S$(J)).
Wir kénnten nun einfach festlegen, dass die Semantik von P auf
I € inst(edb(P)) via [P](I) = S$(I) definiert ist.
Folie 191
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Problem mit der inflationidren Fixpunkt-Semantik
von Datalog™

Diese iiber den Stufenoperator Sp definierte Semantik ist fiir viele
Datalog™-Programme unnatirlich.

Beispiel 4.25.

N

E(L, S,

E(L, S,

) U-Bahn-Netz(L, S, Z)

)
Erreichbar BW(Z)

)

)

)

E(L,S,Y), U-Bahn-Net(L,Y,Z)
E(L, “Bockenheimer Warte”, Z)
U-Bahn-Netz(L, S, Z)
U-Bahn-Netz(L, S, Z)

Station(Z), —Erreichbar BW(Z)

N

Station(S
Station

(Z
Ans(

TTTT T

N

, Intuitive Semantik":
Alle Stationen, die von “Bockenheimer Warte” aus nicht ohne Umsteigen zu
erreichen sind.

Inflationdre Fixpunkt-Semantik:  Alle Stationen.

Folie 192

Frage: Was soll die Semantik von Datalog™ sein?

Probleme:
e Inflationdre Fixpunkt-Semantik: unnatiirlich (siehe Beispiel 4.25)

e Fixpunkt-Semantik via T%(I):
fiir manche Datalog™-Programme undefiniert (siche Beispiel 4.24)

e Semantik via ,kleinster Fixpunkt“ von Tp(-):
ist fiir manche Datalog™-Programme nicht eindeutig (siehe
Beispiel 4.24)

e Beweisbasierte Semantik fiir Datalog™: 277

Aber fiir Programme wie in Beispiel 4.25 ist die Semantik ,intuitiv klar.

~» Betrachte im Folgenden nur Datalog™-Programme von eingeschrankter
Form:
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e Semipositives Datalog™
e nr-Datalog™

e Stratifiziertes Datalog™

Folie 193
Semipositives Datalog™
Negation ist nur bei edb-Prddikaten erlaubt.
Man kann leicht zeigen, dass fiir jedes semipositive Datalog™-Programm P
und
alle I € inst(edb(P)) gilt:
e Tp(-) hat einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt J mit
Jleanpy = L.
e Dieser wird von der Sequenz
i, TP<i)7 T]%(i)v Tg(i)v
erreicht. Notation fiir diesen Fixpunkt: 7%(I).
Definition der Semantik von semipositiven Datalog™-Programmen P:
Fiir alle I € inst(edb(P)) setze
[PI(D) = T3(D)
Folie 194

Stratifiziertes Datalog™ — Beispiel

E(L,S,Z) < U-Bahn-Netz(L,S,Z)
E(L,S,Z) <« E(L,S,Y), U-Bahn-Netz(L,Y,Z)
Erreichbar_ BW(Z) < E(L,“Bockenheimer Warte”, 7))
Station(S) < U-Bahn-Netz(L, S, Z)
Station(Z) < U-Bahn-Netz(L, S, Z)
Ans(Z) <« Station(Z), —Erreichbar_ BW(Z)
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e Die Negation ist hier nicht mit der Rekursion verschrénkt.

e Sie kann angewendet werden, nachdem FErreichbar _ BW(-)
vollstandig berechnet ist.

e ~» Grundidee fiir stratifiziertes Datalog .

Folie 195

Stratifiziertes Datalog™ — Prazise

Definition 4.26. Sei P ein Datalog™-Programm.

Eine Stratifizierung von P ist eine Folge P!,... P™ von

Datalog™-Programmen, so dass m > 1 ist und es eine Abbildung

o idb(P) — {1,...,m} gibt, so dass gilt:

(1) P, ..., P™ist eine Partition von P (d.h. P=P'U ... UP™),

(2) fiir jedes idb-Priadikat R von P gilt: alle Regeln, in deren Kopf R
vorkommt, gehoren zu P,

(3) kommt ein S € idb(P) im Rumpf einer Regel mit Kopf R vor, so ist
o(9) <o(R), und

(4) kommt ein S € idb(P) negiert im Rumpf einer Regel mit Kopf R vor, so
ist 0(9) < o(R).

Notation:
o P! heiRt i-tes Stratum bzw. i-te Schicht der Stratifizierung P!, ... P™

(,,Stratum®: lat. fir ,Schicht”; Plural: Strata)
e o heilst Stratifizierungs-Abbildung
e Ein Datalog™-Programm P heifst stratifizierbar, falls es eine
Stratifizierung von P gibt. Stratifiziertes Datalog™ bezeichnet die
Menge aller stratifizierbaren Datalog™-Programme.
Folie 196
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Stratifiziertes Datalog™ — Beispiele

P! =
E(L,S,Z) < BVG(L,S,Z)
E(L,S,Z) < E(L,S,Y), U-Bahn-Netz(L,Y,Z)
Erreichbar  BW(Z) < E(L,“Bockenheimer Warte”, 7)
Station(S) < U-Bahn-Netz(L, S, Z)
Station(Z) < U-Bahn-Netz(L, S, Z)
P? =

Ans(Z) <« Station(Z), —Erreichbar BW(Z)

ist eine Stratifizierung des Datalog™-Programms aus Beispiel 4.25.

Das Datalog™-Programm R(z) <— A(z), —R(x) ist nicht stratifizierbar.

Das Datalog™-Programm

— A(x),
+— A(x), =R(x)

auch nicht.
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Test auf Stratifizierbarkeit

Definition 4.27. Sei P ein Datalog™-Programm. Der Abhdngigkeitsgraph
Gp = (Vp,E}, Ep) ist der gerichtete Graph mit

e Knotenmenge Vp := sch(P)

o Kantenmengen
es gibt eine Regel in P, in deren Kopf
Ef = { (R,S) : S vorkommt und in deren Rumpf R po- }
sttty vorkommt
es gibt eine Regel in P, in deren Kopf
Ep = { (R,S) : S vorkommt und in deren Rumpf R ne- }
gativ vorkommt
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Beispiel: Siehe Tafel:  Abhingigkeitsgraph fiir

E(L,S,Z) <« U-Bahn-Netz(L,S,Z)
BE(L,S,7) « E(L,S,Y), U-Bahn-Net(L,Y, Z)
Erreichbar BW(Z) <« E(L, “Bockenheimer Warte”, Z)
Station(S) < U-Bahn-Netz(L, S, Z)
Station(Z) <« U-Bahn-Netz(L, S, Z)
Ans(Z) <« Station(Z), —Erreichbar_ BW(Z)

Test auf Stratifizierbarkeit

Proposition 4.28. Fiir jedes Datalog-Programm P gilt:

Im Abhdngigkeitsgraph Gp gibt es
P ist stratifizierbar <= keinen Kreis, in dem eine Kante
aus E'p vorkommd.

Bewezs:

é“

—": Sei o eine Stratifizierungs-Abbildung von P.
Angenommen, es gibt einen Kreis von R nach R, auf dem mindestens eine

Kante aus E, vorkommt.
Dann gilt: o(R) > o(R). Widerspruch!

“~=": Idee: Nutze eine topologische Sortierung der starken
Zusammenhangskomponenten von (E}; U Ep), um die einzelnen Schichten
zu definieren.

Details: Ubung.

Stratifiziertes Datalog™ — Semantik

e Sei P1,... P™ eine Stratifizierung eines Datalog™-Programms P.

e Betrachte jede Schicht P! als ein semipositives Datalog™-Programm
mit

edb(P") C edb(P) U idb(P') U -- - U idb(Pi~Y)

e Seil € edb(P).

Die Semantik [P](I) von P auf1 ist folgendermafen definiert:
[PI(T) =17,
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WObei Il — [[Pl]](:[)
2 o= [P

o= [P

Man kann leicht zeigen, dass Folgendes gilt:

(a) Obige Definition héngt nicht von der konkreten Wahl der
Stratifizierung von P ab.
Das heift fiir je zwei verschiedene Stratifizierungen P!, ..., P™ und

Q',...,Q" von P gilt: [P"](I™1) = [Q"](I*1).

(b) [P](T) ist der (eindeutig definierte) kleinste Fixpunkt J von Tp(-) mit
Jlearpy = L.

Folie 200

Spezialfall: nr-Datalog™

nr-Datalog™ = nr-Datalog mit Negation

= stratifiziertes Datalog™, eingeschrankt auf
Programme P, in deren Abhéngigkeitsgraph
es keinen gerichteten Kreis (iiber (E5UER))
gibt.

Satz 4.29. Die folgenden Anfragesprachen kénnen genau dieselben
Anfragefunktionen beschreiben.:

(a) nr-Datalog™-Anfragen
(b) Relationale Algebra
(¢) Relationenkalkiil.

Bemerkung: Die Ubersetzung von nr-Datalog™ in eine der anderen
Sprachen kann mehr als polynomiell wvel Zeit beanspruchen, da
nr-Datalog™-Programme u.U. viel kiirzer sind als dquivalente Anfragen der
anderen Sprachen.

Beweis: Der Beweis wird in den folgenden Kapiteln zur Relationalen
Algebra (Kapitel 6) und zum Relationenkalkiil (Kapitel 7) gegeben.
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4.6 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.1. Betrachten Sie das Datalog-Programm P, welches
aus folgenden Regeln besteht.

R(z) < S(x)

B(z) < R(y), E(z,y)
R(z) < B(y), E(z,y)
F(z) < B(z), R(x)

Einer Datenbankinstanz I vom Schema edb(P) ordnen wir den gerichten
Graphen G = (VY E%) mit V¢ = adom(I) und EY = I(E) zu, und wir
betrachten die Knoten in I(S) als ,speziell gefarbte Knoten von G.

(a) Geben Sie umgangssprachliche Beschreibungen der durch
QR::(P7R)a QB::(P7B)7 QF:(PaF)
definierten Anfragefunktionen an.

(b) Einem ungerichteten Graphen G = (V¢ E®) mit einem einzelnen
speziell gefarbten Knoten s € V¢ ordnen wir die Datenbank Ic s mit
I (E) = {(u,v), (v,u) : {u,v} € B9} und I 4(S) = {s} zu. Fiir
welche zusammenhéngenden ungerichteten Graphen G' mit speziellem
Knoten s gilt [Qr](Igs) =07

Ubungsaufgabe 4.2. Beweisen Sie Satz 4.11, d. h. zeigen Sie, dass
Folgendes gilt: Fiir jede Datalog-Anfrage () ist die Anfragefunktion [(]
abgeschlossen unter adom(Q)-Homomorphismen.

Ubungsaufgabe 4.3. Sei ¥ = {a,b} ein Alphabet. Fiir ein Wort w € X*
gibt |w|, an, wie oft der Buchstabe a im Wort w vorkommt. Beispielsweise
gilt |ababbal, = 3. Weiterhin sei

Sy, := {Succ, Min, Max} U {P, : « € X},
wie in der Vorlesung definiert.

(a) Gibt es eine Datalog-Anfrage Q) = (Pi, Ans;) mit edb(P;) = Sy, so
dass fiir alle w € ¥7 gilt:

[Q:1](1,) =" <= |w], ist gerade.
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(b) Gibt es eine Datalog-Anfrage Q2 = (Pa, Ansy) mit
edb(Py) = Sy, \ {Min}, so dass fiir alle w € 7 gilt:

Q2] (I,) =“a” <<= |w|, ist gerade.

Ubungsaufgabe 4.4. Beweisen Sie Theorem 4.17, d. h. zeigen Sie, dass
das Boundedness-Problem fiir Datalog-Anfragen unentscheidbar ist.

Ubungsaufgabe 4.5.
(a) Formulieren Sie eine unerfiillbare Datalog-Anfrage Q.

(b) Finden Sie einen Algorithmus, der bei Eingabe einer Dataloganfrage
Q) = (P, R) entscheidet, ob @ erfiillbar ist.

Ubungsaufgabe 4.6. Finden Sie zwei Datalog-Programme P; und P, mit
edb(Py) = edb(P,) und idb(Py) = idb(P2), so dass fiir S := edb(P;) = edb(P;)
gilt:

(1) Es gibt eine Datenbank J € inst(S) so dass [P ](J) € [P](J), und

(2) es gibt ein R € idb(P;), so dass fir die Anfragen @); := (P, R) und
Q2 = (P, R), sowie alle I € inst(S) gilt:

[Q:](T) < [Q](T).

Beachten Sie: Aussage (1) bedeutet, dass das Uniforme
Containment-Problem fiir Datalog-Programme bei Eingabe von P; und P,
die Ausgabe “nein” liefert; und Aussage (2) bedeutet, dass das Query
Containment Problem fiir Datalog-Anfragen bei Eingabe von )7 und @)y die

[550 )]

Ausgabe “ja” liefert.

Ubungsaufgabe 4.7. In der Literatur wird die Semantik von Datalog oft
durch den Fixpunkt der iterativen Anwendung des Tp-Operators definiert.
Fiir jedes J € inst(sch(P)) ist dabei

T2(J) :=J und TEN) = Tp(Tp(J)).
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(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes Datalog-Programm P, alle i € N und jedes
I € inst(edb(P)) gilt: o o
Ti(d) = Si().
(b) Gilt sogar fiir alle J € inst(sch(P)), dass
Tp(J) = Sp(J) ?

Beweisen Sie, dass Thre Antwort korrekt ist.

Ubungsaufgabe 4.8. Zeigen Sie das Lemma @ aus der Vorlesung, d.h.
zeigen Sie:

Sei ¥ C dom. Sei G = (V, X, S, P) eine kontextfreie Grammatik,
fiir die gilt:
(i) Es gibt keine Produktion der Form X — ¢, fir X € V,
(ii) Es gibt keine Produktion auf deren rechter Seite das
Startsymbol S steht.

Sei Pg das Datalog-Programm, welches fiir jede Produktion
A — By--- B, aus G die Regel

Ry, Zps1) < By, ..., B,
mit
A {E(xi,b, zi1) falls B;=beX
' Rx(zs,2i4) falls Bi=X €V
enthélt. Sei m > 1 und seien aq,...,a,,,b1,...,b,_1 € dom.
Dann gilt:

b+ bm_1 € L(G) <= Es gibt einen Beweisbaum fiir
das Faktum Rg(aq,a.,) bzgl Pg,
dessen Blétter mit den Fakten
E(al, bl, (12), E(ag, bg, ag), ey
E(apm—1,bm_1,a,;,) markiert sind.

Ubungsaufgabe 4.9. Zeigen Sie die im Beweis von Theorem 4.16 a) noch
fehlende Riickrichtung, die Folgendes besagt:

0cC Qe = L(G)C L(G).
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Kap:itel 5

Funktionale Abhangigkeiten

5.1

Notationen

Folie 201

Zur Erinnerung — Benannte Perspektive

In Kapitel 2 haben wir festgelegt:

Eine abzéhlbar unendliche Menge att von Attributnamen.
Diese Menge ist geordnet via <att-

Eine abzéhlbar unendliche Menge rel von Relationsnamen.
Die Mengen att, dom, rel sind disjunkt.

Eine Funktion sorte:rel — P.(att), die jedem Relationsnamen eine
endliche Menge von Attributen zuordnet ... und zwar so, dass f.a.
U C. att gilt: es gibt unendlich viele R € rel mit sorte(R) = U.

Ein Relationsschema ist einfach ein Relationsname R.
Manchmal schreiben wir kurz R[U] fiir sorte(R) = U.
Ein R-Tupel ist eine Funktion ¢ : sorte(R) — dom.
Eine R-Relation ist eine endliche Menge von R-Tupeln.
inst(R) bezeichnet die Menge aller R-Relationen.

inst(U) bezeichnet die Menge aller Relationen iiber einem
Relationsschema der Sorte U (fiir U C, att)

Folie 202
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Motivation

Ziel beim Datenbank- Entwurf:

Ein DB-Schema entwickeln, so dass Informationen zum gewiinschten
Anwendungsbereich ,sinnvoll“ gespeichert werden kénnen.

Insbesondere: Wenn maglich, Redundanzen und Inkonsistenzen vermeiden.

Beispiel: Relation Warenlager[Bauteil-Nr, Lager-Nr, Menge, Ort/

Warenlager:

Bauteil-Nr | Lager-Nr | Menge Ort
2411 2 200 Riedberg
2412 3 300 | Bornheim
3001 1 100 Hanau
2415 2 100 Riedberg

Unschon: Redundanz — der Ort von Lager 2 ist mehrfach gespeichert.

Dadurch kénnen Inkonsistenzen auftreten: — Update-Anomalien =
Inkonsistenzen, die durch Aktualisierung der DB auftreten kénnen:

o Anderungs-Anomalie: den Ort in Zeile 1 durch “Westend” ersetzen
~» Adresse von Lager 2 nicht mehr eindeutig

o Ldsch-Anomalie: Loschen von Zeile 2
~» Information iiber die Adresse von Lager 3 geht verloren

e Finfiige-Anomalie: Die Adresse eines neuen Lagers kann erst dann
eingefiigt werden, wenn mindestens ein Bauteil dort gelagert wird.

Folie 203
Zur Vermeidung dieser Update-Anomalien:

Informationen auf 2 Relationen Adressen/Lager-Nr,Ort] und
Lagerung[Bauteil-Nr, Lager-Nr,Menge/ aufteilen

Adressen:
Lager-Nr Ort
2 Riedberg
3 Bornheim
1 Hanau
Abhdngigkeit:

Lager-Nr — Ort

Lagerung:
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Bauteil-Nr | Lager-Nr | Menge
2411 2 200
2412 3 300
3001 1 100
2415 2 100

Abhdngigkeit:

Bauteil-Nr, Lager-Nr — Menge

Zur Anfrage-Optimierung:
Die ,,optimierte Anfrage muss nur auf solchen Datenbanken dquivalent zur
Original-Anfrage sein, die die obigen Abhéngigkeiten erfiillen.

~» die minimale, solchermafien dquivalente Anfrage ist evtl. noch kleiner als
die, die durch die Tableau-Minimierung aus Kapitel 3.4 gefunden wird.

Folie 204
Notation
Attributnamen : A, B, C, Ay, As, ...
Attributmengen : U, X, Y, Z, X;, X5, ... (endliche Mengen von Attributnamen)
Relationen : I, J
{A,B,C} : ABC
XUY: XY
Folie 205

Funktionale Abhingigkeiten

Definition 5.1. Sei U eine endliche Menge von Attributnamen.

(a) Eine funktionale Abhingigkeit (kurz: FD) iiber U ist ein Ausdruck der
Form X — Y, wobei X,Y CU. (,F'D* steht fir ,functional
dependency®)

(b) Eine Relation I € inst(U) erfillt die FD X — Y (kwrz: [ =X —Y),
falls
fiir alle Tupel ¢t und s aus I gilt:

Wx(t) :’/Tx(S) — ’/Ty(t) :7Ty<8)

Das heifit: Wenn t und s in samtlichen Spalten aus X tibereinstimmen,
dann stimmen sie auch in jeder Spalte aus 'Y diberein.
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(c) Ist F eine Menge von FDs iiber U, so gilt

IEF fir alle f € Fgilt I = f.

(d) Eine Schliisselbedingung ist eine FD der Form X — U.

Funktionale Abhingigkeiten und verlustfreie Joins

Proposition 5.2. Sei X — Y eine FD diber U und sei Z :=U \ (X UY).
Fiir jede Relation I € inst(U) gilt:
Falls T=X =Y, soist I =nxy(I)<mxz(I).

Beweis:  Die Aussage folgt direkt aus diesen beiden Behauptungen:
Behauptung 1: Fiir alle I € inst(U) gilt: I C wxy(I) =< mxz(I).

Beweis: Sei t € I beliebig. Dann ist t' := 7wxy (t) € mxy(I) und
t" :=7mxz(t) € mxz(I) sowie t = t' > t”, also ist
tEny(I)Nﬁxz(I). L Ben. 1

Behauptung 2: Sei I € inst(U) mit [ = X — Y. Dann ist
I D ny(]) Nﬁxz(]).

Beweis: Seit € mxy(I) < mxz(I) beliebig. Zu zeigen: t € I. Nach
Definition existieren t' € mxy (I) und ¢ € wxz(I),s.d. t =t/ > t".
Insbesondere ist mx (') = mx(t").

Da t' € mxy([), gibt es ein Tupel # € I mit ¢ = 7xy (). Analog dazu
existiert auch ein Tupel " € I mit t = 7x»(1").

Insbesondere gilt 7x (t') = 7mx (") und, da I = X — Y, folglich auch

Wy(f/) = 7Ty(t~//). Somit ist ¢t = t" el UBen. 2
Insgesamt gilt also fiir alle I € inst(U) mit I = X — Y, dass
]:ny(I)Nﬂxz(I). ]

Folgerung: Die in Relation I gespeicherte Information kann ,verlustfrei®
auf zwei Relationen aufgeteilt werden (eine mit den Spalten XY und eine
mit den Spalten X 7), aus denen die Original-Relation rekonstruiert werden
kann. (Stichwort: ,lossless join“)

Beispiel fiir einen ,,verlustreichen Join“: Betrachte die Relation I,
die durch folgende Tabelle gegeben ist:
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A B C
1 2 3
5 2 4

Setzt man nun X := {B}, Y := {A} und Z := {C}, so ist:

mxy(I): mxz(I) :

B B C
2 2 3
2 2 4

(S I

7TXy<I) l><l7sz(I) :

NI NI I Gl Ry
A~ w ok wl Q)

A
1
1
)
)

Also gilt offenbar: mxy (I) <t mxz(I) 2 1.

5.2 The Chase — Die Verfolgungsjagd

Folie 207
Beispiel zu ,,The Chase — Die Verfolgungsjagd*

Beispiel 5.3. Tableau-Anfrage Q = (7', t) mit

A B C D

T=\lw x y 2 und t = (w,z,y,2)

woxoy oz

Klar: Die Anfrage @ := (T,t) ist minimal im Sinne von Kapitel 3.4.
Situation jetzt:

e Gegeben sei die FD-Menge F:={ B — D }

e () soll nur auf solchen DBs ausgewertet werden, die F erfiillen

e Ziel: Vereinfache (minimiere) Q.
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Behauptung: Fiir jede Datenbank I mit I = B — D gilt: [Q](I) = [Q'](]),
wobei Q' = (T",t) ist mit

T = ABCD und t = (w,z,y,2).
w T Yy =z

Beweis: Sei I eine beliebige Datenbank mit I = B — D und sei

s € [Q](I). Zu zeigen: s € [Q']().

Wegen s € [Q](I) gibt es eine Einbettung 5 von T in I, s.d. s = S(t).
Insbesondere gilt: (B(w), B(x), B(y), B(z")) € I und
(B(w"), B(x), B(Y),B(2)) € I. Da I = B — D, gilt aukerdem 5(z) = B(2).
Somit ist (B(w), B(z), B(y), B(2)) € I und daher 8 auch eine Einbettung
von T" in I. Also ist s = 5(t') = B(t) € I.

Wir haben also gezeigt, dass [Q] (1) C [Q'](I). Aukerdem gilt auch
[Q'1(I) C [Q](I), denn die folgende Abbildung h ist ein Homomorphismus
von () nach Q':

h(z') = z,h(w') = w, h(y') = y und h(u) = u f. a. anderen Variablen w.
Laut Homomorphismussatz gilt daher Q' C @, d. h. insbesondere

[QT(1) < [QI(1). a

Aquivalenz bzw. Query Containment bzgl. F

Fiir ein Relationsschema R und das Datenbankschema S := { R}

e identizifieren wir eine R-Relation I mit der Datenbank I € inst(S) mit

I(R) = 1.

e sagen wir auch ,,() ist eine Anfrage iiber R statt ,,() ist eine Anfrage

iiber S*.

e schreiben wir [ = @ an Stelle von I = @, fiir eine R-Relation I und
die zugehorige Datenbank I mit I(R) = I. Analog schreiben wir

[QI(1) statt [Q(T).

Definition 5.4. Sei R ein Relationsschema, sei Z C inst(R), und seien ¢y
und @2 Anfragen {iber R.

e )17 Qy < firallel eZist [Q](I) C [Q:2](])
e )1=70Qy <= firaleleZist [Q](I) = [Q](]).
Sei F eine Menge von FDs iiber R.

Version vom 23. November 2023 Seite 166



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

e Mod(F) := Modg(F) = {l€imst(R) : [ =EF}
e Q1CrQy <= Q1 Cnmoar) @2

¢ Q1=rQy <= Q1 =moqr) @2

Vereinbarungen fiir den Rest von Kapitel 5.2

Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden
e cin festes Relationsschema R

e Mengen F von FDs iiber R, in denen 0.B.d.A. jede FD von der Form
X — A mit X C sorte(R) und A € sorte(R) ist

e cine feste lineare Ordnung < auf der Variablenmenge var

e nur Tableau-Anfragen () = (7,t) iber R, in denen keine Konstanten
vorkommen

Bemerkung: Die Ergebnisse aus Kapitel 5.2 konnen leicht verallgemeinert
werden auf Anfragen mit Konstanten und auf Anfragen iiber einem
Datenbankschema.

Regel fiir die Verfolgungsjagd

Definition 5.5. FD-Regel:

Sei f:= (X — A) eine FD tiber R, sei (T, t) eine Tableau-Anfrage tiber R.
Seien u und v Zeilen von T mit 7x(u) = mx(v) und u(A) # v(A).
Sei {x,y} :={u(A),v(A)} Cvar und sei z <y.

Anwenden der FD f auf u,v in (T,t) liefert die Tableau-Anfrage
(R(T),h(t)), wobei

h die Substitution mit A(y) := z und h(z) := z fiir alle z € Var((7,t)) mit
z # .

Version vom 23. November 2023 Seite 167

Folie 209

Folie 210

Folie 211



Folie 212

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Anwenden der FD-Regel erhilt Aquivalenz bzgl. F

Proposition 5.6. Sei F eine Menge von FDs tiber R,

sei f:=(X — A) € F,

sei @ == (T,t) eine Tableau-Anfrage iber R und

sei Q' = (T",t') eine Tableau-Anfrage, die durch 1-maliges Anwenden der
FD-Regel mit einer FD f € F aus () entsteht.

Dann gilt: Q =7 Q.

Beweis:  Zunéchst konnen wir beobachten, dass h ein Homomorphismus
von @ auf )’ ist. Laut Homomorphismussatz ist also @' C Q) und somit
insbesondere Q' Cr Q.

Fiir die Riickrichtung sei @ = (T,t), I eine beliebige Datenbank mit I &= F,
f=(X — A) € Fund u,v Zeilen von T, s.d. @)’ aus ) durch Anwenden
der FD f auf u,v in (7,t) entsteht.

Betrachte ein beliebiges Tupel s € [Q](I). Dann existiert eine Einbettung
von T in I, s.d. s = (). Betrachte insbesondere die Zeilen u,v von T'. Wir
wissen: mx(u) = mx(v) und u(A) # v(A). Also gilt auch

7 (B(w) = mx(B(v)) und f(u), B(v) € T.

Wegen I |= X — A, folgt f(u(A)) = S(v(A)). Also gilt fiir

{z,y} = {u(A),v(A)}, dass B(x) = B(y). Sei h gemif FD-Regel definiert,
d.h. h(y) := z und h(z) := z f.a. z € Var((7,t)) mit z # y. Dann ist

Q' = (T',¢) = (W(T), h(t)).

Offenbar ist 8 auch eine Einbettung von @' in I, denn: (z) = f(y) und
(T",t') entsteht aus (7, t), indem {iberall  durch y ersetzt wird. Folglich

gilt wegen s = B(t) = B(t'), dass s € [Q'](I). O

Verfolgungssequenzen

Definition 5.7.
(a) Eine Verfolgungssequenz fir (T,t) mittels F ist eine Folge
(To, to), (T1,t1), (Tn,ta), ...
fiir die gilt:
o (Ty,ty) = (T,t) und

e fiir jedes i > 0 entsteht (7}41,%;41) durch 1-maliges Anwenden der
FD-Regel mit einer FD aus F auf (7}, ;).
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(b) Die Verfolgungssequenz ist terminiert, falls sie endlich ist und auf ihr

letztes Element (7),,t,,) keine FD-Regel mit einer FD aus F mehr
angewendet werden kann.
(T, tm) heift dann das Resultat der Sequenz.

Notation: 7' = F

Definition 5.8.

(a) Ein Tableau T iiber R erfillt die FD X — A (kurz: T = X — A), falls

fiir alle Zeilen v und v von T' gilt:
x(u) =7mx(v) = u(A)=v(A)

(Das heifit: Wenn u und v in sdmtlichen Spalten aus X
tbereinstimmen, dann stimmen sie auch in der Spalte A tberein.)

(b) Ist F eine Menge von FDs iiber R, so ist
TEF :<— TkEf firalefeF.

Eigenschaften des Resultats einer Verfolgungssequenz

Lemma 5.9. Sei (1",t') das Resultat einer terminierten
Verfolgungssequenz fir (T,t) mittels F.
Dann gilt:  (T',t) = (T,t) und T EF.

Beweis: Ubung.

Beobachtung: Jede Verfolgungssequenz ist endlich und kann zu einer
terminierten Sequenz vervollstandigt werden.

Bemerkenswert: Man kann zeigen, dass alle terminierten
Verfolgungssequenzen fiir (7,t) mittels F dasselbe Resultat liefern. Dies
wird auch Church-Rosser-FEigenschaft genannt.
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Die Church-Rosser-Eigenschaft der Verfolgungsjagd

Theorem 5.10. Sei (T,t) eine Tableau-Anfrage iber R und sei F eine
Menge von FDs diber R. Dann gilt: Alle terminierten Verfolgungssequenzen
fir (T,t) mittels F liefern dasselbe Resultat.

Hier ohne Beweis.
Ein Beweis findet sich am Ende von Kapitel 8.4 des Buchs [AHV].

Definition 5.11. Ist (7, t) eine Tableau-Anfrage iiber R und F eine Menge
von FDs tiber R, so bezeichnet chase(T,t, F) das Resultat einer (bzw.
samtlicher) terminierter Verfolgungssequenzen fiir (7°,¢) mittels F.

Bemerkung: Von Lemma 5.9 wissen wir, dass chase(T,t,F) =5 (T,t) und
chase(T,t,F) = F.

Berechnung von chase(T,t,F)

Korollar 5.12. Es gibt einen Polynomialzeit-Algorithmus, der bei Eingabe
einer Tableau-Anfrage (T,t) iber R und einer Menge F von FDs iber R
die Tableau-Anfrage chase(T,t,F) berechnet.

Bewezs:

Algorithmus:
(1) Wiederhole so lange, bis keine FD-Regel bzgl. F mehr auf (7', t)

anwendbar ist:

(1.1) (T",t') sei das Resultat der Anwendung einer FD-Regel bzgl. F auf
(T 1).

(1.2) Setze (T',t) := (T",t').
(2) Gib (T,t) aus.

Korrektheit folgt direkt aus der Church-Rosser-Eigenschaft.

Polynomielle Laufzeit, da jede FD f € F auf jedes Paar u,v von Zeilen von
T hochstens 1-mal angewendet werden kann und da jede einzelne
Anwendung der FD-Regel nur polynomiell viel Zeit benotigt. O
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Aquivalenz von Anfragen bzgl. F

Theorem 5.13. Seien @y := (11,t1) und Q3 := (Ts,t2) Tableau-Anfragen
tiber R und sei F eine Menge von FDs tiber R. Dann gilt:

(a) Q1 Cr Qy <= chase(1y,t1,F) C chase(Ty,ts, F) und
(b) Q1 =7 Qs <= chase(T1,t1,F) = chase(Ts,ts, F) und
Beweis:

(a) sieche Ubungsaufgabe 5.1
(b) folgt direkt aus (a)

Bemerkung: Aus Theorem 5.13, Korollar 5.12 und Korollar 3.36 folgt
insbesondere, dass ,,(Q1 Cr (Q2“ bzw. , Q1 =7 Q2 entscheidbar ist und
zur Komplexitatsklasse NP gehort.

Folie 218

Anfrage-Minimierung bzgl. F

Vorgehensweise:
e Fingabe: Tableau-Anfrage Q = (7', t) iiber R und Menge F von FDs
iiber R

e Schritt 1: Berechne Q' := (T",t') := chase(T,t, F). Klar: Q' =5

e Schritt 2: Nutze den Algorithmus aus Theorem 3.39(a) um eine
minimale Tableau-Anfrage Q" := (T”,t") mit Q)" = @’ zu berechnen
Insbesondere qgilt: Q" =5 Q' =7 Q

Notation: Ist QQ = (T, t) eine Tableau-Anfrage, so schreibe
min(Q) = min(T,t), um die geméf Theorem 3.39(a) minimale zu Q
aquivalente Tableau-Anfrage zu bezeichnen.

Lemma 5.14. Sei Q = (T, t) eine Tableau-Anfrage iber R und sei F eine
Menge von FDs iiber R.
Dann gilt:  |min(chase(T,t, F))| < |min(T,t)].

Beweis: siehe Ubungsaufgabe 5.3
Eine Beweisskizze findet sich auf Seite 178 des Buchs [AHV/.
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5.3 Der Armstrong-Kalkiil

Implikation von Abhéngigkeiten

Gegeben: Eine Menge F von FDs iiber U.
Frage: Welche anderen FDs folgen aus F 7

Beispiel 5.15. Sei U :={A,B,C,D,E} und
F={A—-C B—-C, CD—E}
Dann gilt fiir jede Relation [ mit I = F auch, dass [ F AD — F.

Definition 5.16. Seien F und G zwei Mengen von FDs tiber U.

(a) F impliziert G (kurz: F |y G bzw. F = G, falls U aus dem Kontext
klar ist), falls fiir alle Relationen I € inst(U) gilt: Falls I = F, so auch

I'=g.
Besteht G aus einer einzigen FD f, so schreibe auch F |= f statt

F =AY

(b) F und G sind dquivalent (kurz: F =y G bzw. F =G, falls U aus dem
Kontext klar ist), falls 7 =G und G = F.

(c) Die Hiille von F iiber U (kurz: F*U bzw. F*, falls U aus dem Kontext
klar ist), ist definiert als
FU = {X Y : X,YCU und FEX Y 1.

Klar: Firalle X CUund alleY C X gilt X —-Y ¢ F*U.
Insbesondere: 2!Vl < | F=U| < 221U1,

Fragen: Wie kann man (1) testen, ob F =y X — Y ?
(2) die Hiille 7%V berechnen?

Problem: Die Definition von F =y X — Y spricht tiber alle Relationen
I € inst(U). Das sind unendlich viele (da dom unendlich ist).

Lésung fiir (1): Reduziere das Problem ,F =y X — Y 7 auf das
Problem ,Qx Cr Qy 7 fiir geeignete Tableau-Anfragen )y und Qy .

Beachte: Einen Algorithmus zum Losen des letzteren Problems haben wir
bereits kennengelernt.
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Satz 5.17.

Es gibt einen Linearzeit-Algorithmus, der bei Eingabe einer endlichen
Attributmenge U, einer Menge F von FDs tber U und einer FD (X —Y)
tber U zwei azyklische Tableau-Anfragen QQx und Qy berechnet, fiir die gilt:
Flv (X —=Y) < QxLCrQy.

Ob Qx Tx Qy gilt, kann in Zeit polynomaell in der Grofie von U, F, X
und Y entschieden werden.

Beweis. Seir := |U| und sei U = {Ay,..., A, }. Es gilt:
<= firalle [ € inst(U) mit [ = F gilt: I = (X = Y)

5.1
<= fiir alle I € inst(U) mit [ = F gilt: (5-1)

{(t,5) : tel, sel, mx(t)=mx(s)} C
{(t,5) : tel, sel, my(t)=my(s)}

Wir konstruieren daher die Anfragen QQx = (T'x,uyx) und Qy = (Ty, uy) so,
dass fiir alle I € inst(U) gilt:

o [Qx](I) = {(t,s) : tel, sel,nx(t)=nx(s)} und
o [Qv](I) = {(t,s) : tel, se€l,my(t)=my(s)}

Zur Konstruktion von (Qx und @)y wéhlen wir paarweise verschiedene
Variablen 1, ..., 2, %1, .-, Yr, Z115---, %10, 221,---,%2, und setzen fiir alle
i€{1,2} und alle j € {1,...,7}

{ x; falls A; € X { y; falls A; €Y
Uij = wij =

Z;j sonst Z;; sonst

und wihlen

A, - A,
Tx = V11 " Uiy und Ux ‘= (Ul,b <oy U1y U211, - 7U2,r)7
Va1 -+ Ugpr
A, - A,
Ty =|wig -+ Wiy und uy = (W11, ..., W1, Wal,..., Way).
Wa1 -+ Wopr

Version vom 23. November 2023 Seite 173



Folie 221

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Beispz'el: Fir U = {Al,A27A3,A4}, X = {A17A2} und Y = {Ag} ist

Ay Ay As Ay
Tx =z x2 z13 z14| und wux := (T1,2, 213, 214, L1, T2, 22,3, 22.4),
T1 T2 223 224

A Ay Az Ay
Ty = 211 21,2 Y3 R4 und  uy = (21,1721,2,3/3,2'1,4,22,1722,272/3722,4)-
22,1 %22 Y3z Z24

Mit dieser Wahl von Qx = (T'x,ux) und Qy = (Ty,uy) gilt tatséchlich fiir
jedes I € inst(U), dass

o [Qx](1) = {(t,s) : tel, sel,mx(t)=mx(s)} und
e [VI() = {(t,s) : tel, s€lmy(t) =my(s)}.
Mit (5.1) erhalten wir, dass Folgendes gilt:
Flu (X 2Y)
e fiir alle ] € inst(U) mit I = F gilt: [Qx](I) € [Qy](])
< @xLCrQy.

Da Tx und Ty jeweils nur aus 2 Zeilen besteht, sind Qx und Qy
offensichtlicherweise azyklisch.

Gemaéf Theorem 5.13 gilt Qx Er )y genau dann, wenn

chase(Tx,ux,F) C chase(Ty,uy,F). Da Q@x und Qy azyklisch sind, sind
auch die Anfragen @'y := chase(Tx,ux,F) und Q% := chase(Ty,uy, F)
azyklisch. Aus der Kombination vom Homomorphismussatz und dem
Polynomialzeit-Algorithmus zum Auswerten azyklischer Anfragen erhalten
wir einen Algorithmus, der in Zeit polynomiell in der Grofe von U, F, X
und Y entscheidet, ob QQx Cr Qy gilt. Dies beendet den Beweis von

Satz 5.17. O]

Fragen: Wie kann man (1) testen, ob F =y X — Y ?
(2) die Hiille 7%V berechnen?

Problem: Die Definition von F =y X — Y spricht tiber alle Relationen
I € inst(U). Das sind unendlich viele (da dom unendlich ist).
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Losung fiir (2): Finde eine endliche Regelmenge £, mit deren Hilfe aus
F neue Abhéngigkeiten hergeleitet werden kénnen.

(Analog zum Begriff der , Kalkiile“ aus der Vorlesung Logik in der
Informatik)

Ziel:

e Alle FDs, die sich mit K aus F ableiten lassen, sind in F* ~ R st
korrekt

e Alle FDs aus F* lassen sich in R aus F herleiten ~» R ist vollstindig

Folie 222

Der Armstrong-Kalkiil

Der Armstrong-Kalkil R4 tiber U ist wie folgt definiert:

Axiome:

(A) Fiir alle X C U und alle Y C X ist

5V ein Axiom des Armstrong-Kalkiils iiber U.

Weitere Regeln:

(E) Fir alle X,Y,Z C U ist die Frweiterungsregel

X =Y

X7 5v7 eine Regel des Armstrong-Kalkiils iiber U.

(T) Fir alle XY, Z C U ist die Transitivititsregel

X =Y Y -7
X =7

eine Regel des Armstrong-Kalkiils {iber
U.

Folie 223
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Ableitungen im Armstrong-Kalkiil

Definition 5.18. Sei f eine FD iiber U und sei F eine Menge von FDs
iber U.

Eine Ableitung von [ aus F im Armstrong-Kalkil ist eine endliche Folge
(f1,-.., fe) von FDs iiber U, so dass £ > 1 und

o fr=f und
e fiiralle i € {1,...,¢} gilt:
— fi € F oder
— — ist ein Axiom (A) des Armstrong-Kalkiils iber U oder

fi
— es gibt ein j < i, so dass L eine Erweiterungsregel (E) des

Armstrong-Kalkiils iiber U ist  oder
fi Tk

— es gibt j, k < i, so dass eine Transitivitatsregel (T) des

Armstrong-Kalkiils iiber U ist.

Wir schreiben F by f (bzw. F I f, falls U aus dem Kontext klar ist), um
auszudriicken, dass es eine Ableitung von f aus F im Armstrong-Kalkiil

iiber U gibt.
Mit ablg, (F) bezeichnen wir die Menge aller FDs f tiber U, fur die gilt:
Ftu f.
Folie 224
Beispiel fiir eine Ableitung im Armstrong-Kalkiil
Sei U:={A,B,C,D,E} und F = {A—=C, B—>C, CD—F }.
Eine Ableitung von AD — E aus F im Armstrong-Kalkiil iber U:
(A—>C, AD = CD, CD — E, AD—>E)
Erlauterung:
(1) A—=C eF
(2) AD — CD durch Anwenden der Erweiterungsregel (E) auf (1)
3) COD—-E €F
(4) AD — E  durch Anwenden der Transitivitatsregel (T) auf (2) und (3).
Folie 225
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Ein einfaches Lemma zum Armstrong-Kalkiil

Lemma 5.19. Sei U eine endliche Menge von Attributnamen und sei F
eine Menge von FDs tiber U. Seien X, Z C U so, dass fiir jedes A € Z gilt:
Ftu (X — A). Dann gilt auch: F by (X — Z).

Beweis.

Sei Z = {A, ..., Ax}. Laut Voraussetzung gilt F ¢ (X — A;) fiir jedes
i€ (k]

Per Induktion nach i zeigen wir, dass fiir alle ¢ € [k] gilt:

Induktionsanfang i = 1: Laut Voraussetzung gilt F Fy (X — Ap).

Induktionsschritt © — 1+1: Geméf Induktionsannahme gilt:

Fhu (X = A+ A,

Anwenden der Erweiterungsregel (E) liefert, dass F Fy (X — XA;--- 4;).
Aufserdem gilt laut Voraussetzung: F by (X — A;41).

Anwenden der Erweiterungsregel (E) liefert, dass

Frhu (XA Ay — Ay AAL).

Anwenden der Transitivitatsregel (T) liefert, dass

JT:|_U (X — Al .- AzAH—l) O

Korrektheit und Vollstindigkeit des Armstrong-Kalkiils

Sei U eine endliche Menge von Attributnamen und sei F eine Menge von
FDs iiber U.
Der Armstrong-Kalkiil R4 tiber U heifst

e korrekt, falls fiir jede Menge F von FDs iiber U und jede FD f iiber
U gilt:
Falls F Fy f,s0 F Eu f.

e vollstindig, falls fiir jede Menge F von FDs iiber U und jede FD f
iiber U gilt:
Falls F =y f, so Fky f.

Theorem 5.20 (Armstrong, 1974). Der Armstrong-Kalkil 84 ist korrekt
und vollstindig, d. h.:

Fiir jede endliche Menge U von Attributnamen, jede FD f diber U und jede
Menge F von FDs dber U gilt: Ftyf <— FkEuf.
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Bewezis:
“=": Ubung.

“«=" Wir zeigen: Fl/y f = FlWu f.
Laut Voraussetzung gilt also: F Fy f. Sei f von der Form X — Y (fir
X, Y CU).

Ziel: Konstruiere ein I € inst(U), so dass gilt:
I'=F und IE(X—Y).

Sobald wir dies erreicht haben, bezeugt I, dass F 4y f, und wir sind fertig.

Zur Konstruktion von I betrachte die Attributmenge
X" = {AeU : Fhry(X— A} (5.2)

Auf Grund des Axioms (A) gilt insbesondere fiir jedes A € X, dass A € X*.
Es ist also X C X*.

Behauptung 1: FEs gibt ein B € Y so dass gilt: B & X*.

Beweis: Angenommen, fiir jedes B € Y gilt B € X*, d.h., F -y (X — B).
Dann gilt geméaf Lemma 5.19 auch: F Fy (X = Y). Aber (X — V) ist ja
gerade die FD f, fiir die laut Voraussetzung gilt: F /y f.

Widerspruch! [Ben.1

Setze I := {t1,t2}, wobei t; und ¢, die beiden folgenden Tupel iiber U sind:
o t1(A):=1firalle AcU

1 fur alle A € X*
o ty(A) = .
0 fiir alle A & X™.

Geméf Behauptung 1 ist t; # o, und es gilt: 7wy (t1) # 7y (f2).
Wegen X C X*, ist mx(t1) = mx(t2). Somit gilt:

I (XY

Um den Beweis abzuschlieffen, miissen wir also nur noch zeigen, dass gilt:

I = F. Sei dazu (Z — Z') eine beliebige FD in F. Wir miissen zeigen, dass
gilt: I E=(Z—2"),d.h.fur alle t,s € I mit wz(t) = mz(s) ist

7z (t) = mz(s). Wegen I = {t1, 2} reicht es, die Situation zu betrachten, in
der t = t; und s = ¢, ist.

Falls 7 (t1) # mz(t2) ist, so ist nichts zu zeigen. Falls 7 (t1) = mz(t2) ist, so
muss geméf der Definition der Tupel ¢; und 5 gelten: Z C X*.

Version vom 23. November 2023 Seite 178



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Gemék der Definition von X* gilt also fiir alle A € Z, dass F Fy (X — A).
Laut Lemma 5.19 gilt also auch: F Fy (X — 2).

Auferdem ist (Z — Z’) € F. Durch Anwenden der Transitivitatsregel (T)
erhalten wir, dass F ty (X — Z’). Auf Grund des Axioms (A) gilt
aufserdem fiir jedes A € Z’, dass F Fy (2" — A). Anwenden der
Transitivitdtsregel (T) liefert, dass F y (X — A). Somit gilt also fiir alle
Ae 7' dass Ae X*.

Geméfs der Definition der Tupel ¢; und ¢, ist daher 7 (t1) = 7z (2). Dies
schlieft den Beweis von Theorem 5.20 ab. O

Bemerkungen:

e Die Hiille 7%V kann man also berechnen, indem man alle FDs f
berechnet, fiir die gilt F ¢ f.

e Wenn man nur fiir eine bestimmte FD f testen will, ob F =y f, so
ist es ziemlich aufwindig, erst ganz F*Y zu berechnen, da die Hiille
immer mindestens 2IV! viele Elemente enthélt.

5.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.1. Beweisen Sie Theorem 5.13 (a), d.h. zeigen Sie, dass
fiir alle Tableau-Anfragen 1 = (T1,t1) und Q2 = (T3, t5) tiber R und jede
Menge F von FDs iiber R gilt:

Q1 CrQ2 <<= chase(Ty,t1, F) C chase(Ty, ty, F).

Ubungsaufgabe 5.2. Betrachten Sie das Relationsschema R mit den
Attributen A, B, C und die Anfrage ) :=

Ans(xq, 22) < R(x1,y1,21), R(w2,y1,22), R(x1,92, 23).

(a) Stellen Sie @ als Tableau-Anfrage (7', t) dar und finden Sie eine
minimale zu () dquivalente Tableau-Anfrage.

(b) Betrachten Sie die Menge F := {A — B, B — C'} funktionaler
Abhéngigkeiten, berechnen Sie chase(T,t, F) und minimieren Sie das
Ergebnis.
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Ubungsaufgabe 5.3. Beweisen Sie Lemma 5.14, d.h. zeigen Sie, dass fiir
jede Tableau-Anfrage ) = (7', t) iiber R und jede Menge F von FDs iiber R
gilt:

| min(chase(T,t, F))| < |min(7,1)].

Ubungsaufgabe 5.4.
(a) Beweisen Sie, dass der Armstrong-Kalkiil korrekt ist.

(b) Sei U :={A,B,C,D,FE,F} und
F={A— B, A—- D, C — D, DE — F}. Zeigen Sie mittels
Ableitungen im Armstrong-Kalkiil, dass fiir jede Relation [ mit [ &= F
gilt:
(a) I = A— DB
(b) I = DEF — D
(¢c) I = AE — F

Ubungsaufgabe 5.5. Beweisen Sie Lemma 5.9, d.h. zeigen Sie, dass fiir
jedes Resultat (77,t") einer Verfolgungssequenz fiir (7',¢) mittels F gilt:
(T",t") =% (T, t) und T" = F.
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Kapzitel 6

Relationale Algebra

6.1 Definition und Beispiele
Grenzen der Ausdrucksstirke konjunktiver Anfragen

Wir haben gesehen:

e konjunktive Anfragen konnen nur monotone Anfragefunktionen
beschreiben (Satz 3.6) ~» Anfragen mit Negationen der Art

Welche Regisseure haben noch nie mit “Matt Damon” gearbeitet?

konnen nicht in SPC- bzw. SPJR-Algebra gestellt werden.

e konjunktive Anfragen konnen keine Ver-ODER-ungen der Art
In welchen Kinos wird “Alien” oder “Brazil” gespielt?
ausdriicken (vgl. Ubungsblatt 1).

Jetzt:
Erweitere SPC- bzw. SPJR-Algebra um die Mdoglichkeit, auch solche
Anfragen zu beschreiben.
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Vereinigung und Differenz

Operatoren U und —:

Diese Operatoren kénnen angewendet werden auf Relationen I und J, die
dieselbe Sorte bzw. Stelligkeit haben und liefern als Ausgabe die Relationen

TUJ = {t : teloderteJ}

bzw.

I—J = {tel : t¢J}

SPJRU, SPCU und relationale Algebra

Definition 6.1. Sei S ein Datenbankschema.

(a) Zur Definition der Klasse der Anfragen der SPJRUI[S] (bzw. der
SPCU[S]) werden die Definitionen von SPJRI[S] (bzw. SPC[S]) um die
folgende Regel erweitert:

e Sind @ und P zwei SPJRU[S]-Anfragen derselben Sorte ¥ (bzw.
SPCU[S]- Anfragen derselben Stelligkeit k), so ist (Q U P) eine
SPJRU[S]-Anfrage der Sorte ¥ (bzw. eine SPCU[S]-Anfrage der
Stelligkeit k).

(b) Zur Definition der Klasse der Anfragen der relationalen Algebra tiber S
in der benannten (bzw. der unbenannten) Perspektive werden die
Definitionen von SPJRU[S]| (bzw. SPCU[S]) um die folgende Regel

erweitert:

e Sind @ und P zwei Anfragen der relationalen Algebra derselben
Sorte 3 (bzw. derselben Stelligkeit k), so ist () — P) eine Anfrage
relationalen Algebra der Sorte 3 (bzw. der Stelligkeit k).

Die Semantik [Q] solcher Anfragen @ ist induktiv auf die offensichtliche
Art definiert.

Mit SPJRU (bzw. SPCU) bezeichnen wir die Klasse aller SPJRU[S]-Anfragen
(bzw. SPCU[S]-Anfragen) fiir alle Datenbankschemata S.
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Beispiele
e In welchen Kinos wird “Alien” oder “Brazil” gespielt?
™ Kino( o Titel:”Alien”(P rogr amm) Uo Titel:”Bmzil”(P 7’097’6”77/777/) )
e Welche Regisseure haben noch nie mit “Matt Damon” gearbeitet?
T Regie (Filme) — T pegie (U Schauspieler—Matt Damon”( F ilme))

e Welche derzeit laufenden Filme haben nur Schauspieler, die schon mal
in einem Film von “James Cameron” mitgespielt haben?

WTitel(Progmmm) — WTitel(F ilme > <7T Schau- (F ilme) — T Schau- (0 Regie—<James ( F° ilme))))

spieler spieler Cameron”

(.

~
Schauspieler, die noch nie mit James Cameron gearbeitet haben

(& J/

TV
Filme mit mind. einem Schauspieler, der noch nie mit James Cameron gearbeitet hat

Folie 231
Ausdrucksstarke
Proposition 6.2.
(a) Jede SPCU-Anfrage und jede SPJRU-Anfrage ist monoton.
(b) Fiir jede Datenbank 1 und jede Anfrage Q der relationalen Al-
gebra gilt:
adom ([Q](I)) C adom(Q,I).
(¢c) SPC < SPCU < relationale Algebra (unbenannte Perspektive)
SPJR < SPJRU < relationale Algebra (benannte Perspektive)
Beweis:
(a)+(b): Einfache Induktion iiber den Aufbau der Anfragen.
(c): Ubung. O
Folie 232
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Proposition 6.3. (a) Benannte Perspektive:
Keiner der Operatoren o, w, U, —, >, § ist redundant.

Das heifst: Weglassen jedes einzelnen dieser Operatoren fihrt zu einer
Algebra, die manche der in der relationalen Algebra ausdriickbaren
Anfragefunktionen nicht beschreiben kann.

(b) Unbenannte Perspektive:

(i) Der Operator o kann durch Kombination der Operatoren w, —, X
ausgedrickt werden.

Beachte: Um dies zu zeigen, muss man nutzen, dass bei der
Progektion m;, ;. die Indizes j; nicht paarweise verschieden sein
missen.

(i) Keiner der Operatoren 7, U, —, X ist redundant.

Beweis: Ubung.

Theta-Join und Semijoin

Eine positive konjunktive Join-Bedingung ist ein Ausdruck 6 der Form
Nisy i, =y;,, fir natiirliche Zahlen m > 0 und @1, ..., %, J1, ..., jm > 1.

Zwei Tupel @ = (ay,...,a,) € dom” und b = (by,...,b,) € dom® mit
r > max{iy,..., iy} und s = max{ji,...,jm} erfillen 0

(kurz: (@,b) =0, bzw. 6(a,b)),
falls fiir alle £ € {1,...,m} gilt: a;, =b,.
In der relationalen Algebra (unbenannte Perspektive) lassen sich u.a. die
folgenden Operationen ausdriicken:

e Theta-Join <y, wobei f eine positive konjunktive Join-Bedingung ist.
Semantik: Iv<p J := {(a,b) : a€l, beJ, sodass(ab) 0}

e Semijoin Xy, wobei 6 eine positive konjunktive Join-Bedingung ist.
Semantik: I xgJ = {@€l: ex. b€ J, sodass (ab) =0}
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6.2 Anfrageauswertung und Heuristische Optimierung

Folie 234
Anfrageauswertung und Heuristische Optimierung

... hat viele Aspekte:

e Speicher- und Indexstrukturen

Betriebssystem

Seitenersetzungsstrategien

Statistische Eigenschaften der Daten

Statistische Informationen iiber Anfragen

Implementierung der einzelnen Operatoren

Ausdrucksstarke der Anfragesprache

Hier: Uberblick und einige Teilaspekte.

Details: In den Datenbanksystem - Vorlesungen

Folie 235

Anfrageauswertung allgemein

Vorbemerkung:
e Datenbanken sind sehr grofs
e werden auf Sekundérspeicher (Festplatte) gespeichert

o Aufwand wird dominiert durch die Anzahl der Plattenzugriffe
(,,Seitenzugriffe”)
Denn: In derselben Zeit, die fiir einen ,,Random Access” auf der
Festplatte benotigt wird, konnen zigtausende Operationen im
Hauptspeicher durchgefiihrt werden.

Allgemeines Vorgehen:

e durch Erzeugen, Filtern, Manipulieren und Kombinieren von
Tupelstromen

e dabei evtl. Verwendung von Indexstrukturen (,, Wegweiser), Hashing
und Sortier-Schritten
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e wiinschenswert: moglichst wenig auf Festplatte zwischenspeichern

e Operationen: Operationen der relationalen Algebra, Sortieren,
Duplikatelimination, ...

Folie 236

Verwaltung des Sekundéirspeichers

DBMS

:

Betriebssystem
i

N

Festplatte

Hier (der Einfachheit halber): 1 Plattenzugriff = Lesen eines Blocks bzw.
einer Seite

Folie 237

Wichtige Parameter einer Datenbankrelation [

e n;: Anzahl der Tupel in Relation
e s;: (mittlere) Grofe eines Tupels aus [

e f: Blockungsfaktor (,Wie viele Tupel aus I passen in einen Block?)

Blockgrofe
S1

fr =

e b;: Anzahl der Blocke (Seiten) der Festplatte, die Tupel aus
I beinhalten
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Hier (der Einfachheit halber):
Lesen eines Blocks (bzw. einer Seite) = 1 Zugriff auf Platte

Operationen der relationalen Algebra

Selektion op(I):

e Selektion meist als Filter auf einem Tupelstrom:
O(by) Zugriffe auf Festplatte; O(ny) Schritte insgesamt

e evtl. Verwendung eines Index;
dann schneller, falls nur sehr wenige Tupel im Ergebnis

Progektion 7j, ., (I):

e 2 Komponenten:

Folie 238

Folie 239

e Andern der einzelnen Tupel (Auswahl und Reihenfolge von Spalten)

e Duplikatelimination

e Tupeldnderung: als Filter auf einem Tupelstrom
O(by) Zugriffe auf Festplatte; O(n;) Schritte insgesamt
Dabei konnen Duplikate ,,entstehen‘

e Duplikatelimination:

— in SQL i.d.R. nicht verlangt (aufser bei SELECT DISTINCT)

— sind die Tupel sortiert, so konnen Duplikate durch einen Scan
leicht erkannt werden

— Sortieren: durch Merge-Sort moglich mit O(b;y - log by)
Plattenzugriffen und O(n; - logny) Schritten insgesamt

— Alternative: Hashing

x Abbilden der Tupel durch eine Hash-Funktion

* ~» Duplikate werden auf denselben Wert abgebildet und
dadurch erkannt

% bel idealer Hash-Funktion: lineare Zeit

Bindre Operationen auf zwei Relationen I und J: U, —, X, Xy, Xg
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Folie 241

e Nested-Loops-Methode: (Schleifeniteration)

fiir jedes Tupel t € I (bzw. jede Seite) wird die gesamte Relation .J
durchlaufen

O(by - by) Plattenzugriffe; O(n; - ny) Schritte insgesamt

e Merge-Methode:  (weniger sinnvoll fiir X)

I und J sortiert ~» schrittweise in der vorgegebenen Tupelreihenfolge
durchlaufen;
Fir xg: O(br + by) Plattenzugriffe; O(n; + n;) Gesamtschritte

Evtl. vorher nétig: Sortieren von I und/oder J (durch Merge-Sort)
O(by -logbr) und/oder O(b; - logb;) Plattenzugriffe;
O(n;s -logny) und/oder O(n; - logn;) Gesamtschritte

e Hash-Methode:  (weniger sinnvoll fir x)

die kleinere der beiden Relationen in Hash-Tabelle;

Tupel der zweiten Relation finden ihren Vergleichspartner mittels
Hash-Funktion;

bei idealer Hash-Funktion: Aufwand O(n; + ny)

Beispiel fiir Merge-Technik

Berechne 11<y J fir Join-Bedingung 0 := x1=y4s \ To=11

1.

I

7.

Sortiere I lexikographisch nach , 1-te Spalte; 2-te Spalte”
Sortiere J lexikographisch nach ,4-te Spalte; 1-te Spalte
Seien t und s die ersten Tupel von I und J

Falls (t1,t2) < (s4,51), so lies néchstes Tupel ¢ aus 1.

Falls (1,t2) > (s4,51), so lies nédchstes Tupel s aus J.

. Falls (t1,t2) = (s4,51), so gib die Tupel (¢, s) und (t, ") fiir alle

Nachfolger s’ von s in J mit (s, s]) = (s4, 51) aus

Lies néchstes Tupel ¢ aus I und gehe zu Zeile 4.

Aufwand fir Zeilen 3-7:

e falls alle Tupel den gleichen Wert in den Spalten 1,2 bzw. 4,1 haben:
ca. ny - ny Gesamtschritte
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e falls alle Tupel aus J in (s4, s1) unterschiedliche Werte haben:
ca. ny + ny Gesamtschritte :-)

e bei Semijoin X, statt Theta-Join <y reichen immer n; + ny
Gesamtschritte

Anfrageauswertung

Proposition 6.4. Das Auswertungsproblem fiir die relationale Algebra
lisst sich in Zeit (k+n)°® Ijsen.
Beweis:

Zeige per Induktion nach dem Aufbau von Anfragen der relationalen
Algebra, dass fiir jede Anfrage () der Lange k und jede Datenbank I der
Grofse n gilt:

O 1RIM ] < (k+n)*

(2) @ kann auf I in O((k+n)?*) Elementarschritten ausgewertet werden.

Details: Ubunyg.

Anfragebearbeitung durch ein DBMS

SQL-Anfrage
1 rel. Algebra Anfrage

Ubersetzun ‘
‘ 9 ‘ algebraische Optimierunq
re}l\?gggie/,/ mehrere &quivalente
rel. Algebra Anfrager
Optimierun ‘
‘ P 9 ‘ physische Optimierung ‘
Zugriffs— .
plan mehrere aquivalente
: Zugriffsplane
‘ Code-Erzeugung ‘
‘ kostenbasierte Auswahl ‘
Code
‘ Ausfiihrung ‘ 1 Zugriffsplan

Ergebnis—Relation
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Ziel der Optimierung

e moglichst schnelle Auswertung der Anfrage
e moglichst wenige Zugriffe auf Festplatte
Grundregeln:
(1) Selektionen so frith wie moglich
(2) auch Projektionen friih, aber evtl. Duplikatelimination vermeiden

(3) Basisoperationen zusammenfassen und wenn moglich ohne
Zwischenspeicherung realisieren
(Bsp: <y besser als x; x4 besser als ixp)

(4) Redundante Operationen oder leere Zwischenrelationen entfernen
(5) Zusammenfassung gleicher Teilausdriicke:

Wiederverwendung von Zwischenergebnissen

Folie 245

Anfrageauswertung an einem Beispiel

Anfrage:
Welche Kinos (Name + Adresse) spielen einen Film von “James Cameron”?
In SQL:

SELECT Kinos.Name, Kinos.Adresse

FROM Kinos, Filme, Programm

WHERE Kinos.Name = Programm.Kino and
Programm.Titel = Filme.Titel and
Filme.Regie = ‘‘James Cameron’’

Direkte Ubersetzung in relationale Algebra:

1,2 (a 1=8A9=5A (K@'nos x Filme x ngmmm))

6="“James Cameron”

Folie 246 L.
Original-Anfrage

1,2 (0’ 1=8A9=5A (Kinos x Filme x ngmmm))

6=“James Cameron”
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dargestellt als Anfrage-Baum:

Taa

G:ﬂ? AIS A C: Vanes Gueron”

|
PN
> ?rqvx-,_ww\
N\

Kines  Filwe

Anfrage auswerten auf folgender Beispiel-Datenbank:

e Filme: 10.000 Tupel auf 200 Seiten (je 50 pro Seite);
je b Tupel pro Film, 10 Filme von James Cameron

e Programm: 200 Tupel auf 4 Seiten (je 50 pro Seite);
davon 3 Cameron-Filme in 4 Kinos

e Kinos: 100 Tupel auf 2 Seiten (je 50 pro Seite)

18 A 925 A €= Jarmes Guntrn”

>

s

> Peryeamae

Anfrage- Baum: W St Direkte Auswertung dieser Anfrage

fithrt zu iiber 10.000.000 Plattenzugriffen.

Viel besserer Plan:

AP Yavwes Guneron' ks N

l

I‘\QM.
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Auswertung dieses Plans in unserer Beispiel-Datenbank fiihrt zu
weniger als 250 Plattenzugriffen.

Heuristische Optimierung

e Die heuristische Optimierung wendet allgemeine Regeln zur
Umformung einer Anfrage der relationalen Algebra in eine dquivalente
Anfrage an, die zu einem vermutlich effizienteren Auswertungsplan
fiihrt

e Grundregel: Selektionen so frith wie moglich
e Projektionen auch friih, aber evtl. Duplikatelimination vermeiden
e Anwendung von algebraischen Umformungsregeln

e Ziel: Operationen verschieben, um kleinere Zwischenergebnisse zu
erhalten; wenn moglich Redundanzen erkennen

FEinige algebraische Umformungsregeln:

(1)

(4)

Kartesische Produkte und Joins sind kommutativ und assoziativ:
Q1> Q2 < Qa5 Qy
(Q10<g, Q2) >, Q3 +— Q1 g, (Q2 >3, Qs3)

(é entsteht aus 6 durch ,,Zuriickrechnen der Spaltennummern)

Ketten von Selektionen (bzw. Projektionen) zusammenfassen:
OF (UF2(Q)> S ORAR (Q) — ORp (UFl (Q))

x(my(Q) = 7x(Q)

(X entsteht aus X durch ,Zuriickrechnen® der Spaltennummern)

Vertauschen von Selektion und Join:

Ornmar (@1 X Q2)  <— 0o (Q1) >, UﬁQ(Q2)7

wobei die Selektionsbed. Fy (F») sich nur auf Spalten von Q7 (Q2)
bezieht und F3 Spalten von @, mit Spalten von @, vergleicht. F, und 65
entstehen aus Fy, und F3 durch ,,Zuriickrechnen” der Spaltennummern.

Einfiithrung von Semijoins, falls X nur Spalten von ()1 beinhaltet:

Tx(Q1 > Q2) +—  mx(Q1 X Qo)
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Folie 251

(5) Vertauschen von Selektion und Vereinigung bzw. Differenz:
op(Q1UQ2) +—  op(Q1)Uor(Qo)
orp(Q1—Q2) <—  or(Q1) —or(Q2)

(6) Analog: Vertauschen von Projektion und Vereinigung bzw. Differenz.

(7) Vertauschen von Projektion und Selektion unter bestimmten
Bedingungen

(8) Vertauschen von Projektion und Join unter bestimmten Bedingungen

(9) Loschen von Redundanzen:
QUR — @, QNQ — Q, QrQ — Q

(10) Loschen leerer Zwischenergebnisse:

Q-Q — 0, QN — 0, QU — Q,
Qi) — 0,

Q-0 — Q, h—Q — 0
(11) ... usw. ...

Folie 252

Waunschliste fiir bessere Optimierung:

e zum ,, Loschen leerer Zwischenergebnisse™:
Test, ob eine gegebene (Teil-) Anfrage @ nicht erfiillbar ist (,,Q = ()

e zum ,, LLoschen von Redundanzen‘:
Test, ob zwei (Teil-)Anfragen @@ und P &quivalent sind (,,QQ = P*)

Wir kennen bereits:

e Algorithmen zum Ld&sen dieser Probleme fiir konjunktive Anfragen

Im néachsten Kapitel:

e Nicht-Entscheidbarkeit dieser Probleme fiir allgemeine Anfragen der
relationalen Algebra

Folie 253

Version vom 23. November 2023 Seite 193



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Vorgehensweise eines Optimierers in einem DBMS

e Erzeugung verschiedener rel. Algebra Ausdriicke:
unter Verwendung heuristischer Optimierungsregeln

e Erzeugung von verschiedenen Auswertungsplénen:
Anfrage-Baume, erweitert um Informationen iiber zu verwendende
Zugriffsstrukturen und Algorithmen fiir die einzelnen Operationen

e Abschitzung der Kosten fiir jeden erzeugten Auswertungsplan:
unter Verwendung von statistischen Informationen iiber die Daten
(~ kostenbasierte Optimierung)

e Auswahl des am glinstigsten erscheinenden Plans

Generell:

Je héaufiger die Anfrage ausgewertet werden soll, desto mehr Aufwand sollte
fiir die Optimierung verwendet werden.

Folie 254

Join-Reihenfolge

e Joins sind kommutativ und assoziativ
~» Anderung der Klammerung bzw. Reihenfolge von
Join-Operationen dndert nicht das Ergebnis der Anfrage (modulo
Andern der Spalten-Reihenfolge)

e Aber: Die Grofe der Zwischenergebnisse und somit der
Auswertungs-Aufwand kann sich drastisch dndern.

e Unter Umsténden lasst sich sogar die Anzahl der Joins verkleinern
(das haben wir bereits bei der Minimierung von konjunktiven
Anfragen gesehen)

e Klassische Vorgehensweise in DBMS: Nur Auswertungspléne
betrachten, die Joins von links nach rechts klammern
(“left-deep-trees”)
~> durch Umordnen sind immerhin alle Reihenfolgen moglich (immer
noch exponentiell viele Moglichkeiten)

(Es ist bekannt, dass diese Einschrdankung nicht immer sinnvoll und
notig ist)
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Jetzt: Heuristische Join-Optimierung bzgl. left-deep-trees

Folie 255
Beispiele

Beispiel 6.5. R : 2-stellige Relation mit Attributen A, B und 1.000 Tupeln
S : 2-stellige Relation mit Attributen C, D und 10.000 Tupeln

T : 2-stellige Relation mit Attributen B, C' und 100 Tupeln

Pro Tupel (b,¢) € T gibt es ein Tupel (-,b) € R und ein Tupel (¢,-) € S.

Anfrage:  Ans(z) < R(x,z1), S(x2,x3), T(x1,22)

Aufwand bei Links-nach-rechts-Auswertung:
10.000.000 Tupel nach erstem Join, 100 Tupel nach zweitem Join

Andere Join-Reihenfolge:  Ans(x) < R(z,x1), T(x1,x2), S(xa,x3)

Aufwand bei Links-nach-rechts-Auswertung;:
100 Tupel nach erstem Join, 100 Tupel nach zweitem Join

Folie 256
Beispiel 6.6. R : 2-stellige Relation mit Attributen A, B und 1.000 Tupeln
S : 2-stellige Relation mit Attributen C, D und 10.000 Tupeln
T : 2-stellige Relation mit Attributen B, C' und 100 Tupeln
Pro Tupel (b,¢) € T gibt es ein Tupel (-,b) € R und ein Tupel (¢,-) € S.
Fiir die Konstante d gibt es nur 1 Tupel (-,d) in S.

Anfrage:  Ans(z) < R(z,z1), T(x1,x2), S(x2,d)

Aufwand bei Links-nach-rechts-Auswertung:
100 Tupel nach erstem Join, max. 1 Tupel nach zweitem Join

Andere Join-Reihenfolge:  Ans(x) < S(x2,d), T(x1,22), R(x,z1)

Aufwand bei Links-nach-rechts-Auswertung;:
max. 1 Tupel nach erstem Join, max. 1 Tupel nach zweitem Join
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Folie 257 Noch ein Beispiel: a und b seien jetzt Konstanten, d.h. a,b € dom
e Auswertung von links nach rechts
e Anfrage: Ans(z) < R(v,w,y), v<z, S(z,y,z), P(a,v), Q(b,w,x)
e Besserer Auswertungsplan:
Ans(z) < P(a,v), Q(b,w,x), R(v,w,y), S(z,vy,z2), vz,
e Denn:
— wahrscheinlich wenige Tupel der Form (a,-) in P
— wahrscheinlich wenige Tupel der Form (b, -,-) in @
— wahrscheinlich wenige Tupel, die P(a,v), Q(b,w,z), R(v,w,y)
erfiillen
Heuristik (,,Sideways-Information-Passing®, kurz: SIP):
e Relations-Atome mit Konstanten zuerst auswerten
e Wenn moglich, Relations-Atome erst dann, wenn weiter links schon
eine ihrer Variablen steht.
e Vergleichsoperatoren (<, <) moglichst erst dann verwenden, wenn
beide Variablen schon verwendet wurden.
Folie 258

SIP-Graph und SIP-Strategie

Definitionen:

e Regel Ans(u) < Ri(wy),..., Rp(ug), Ev, ..., E,Ch, ..., Cp
wobei F; Vergleich mit =
und C; Vergleich mit < oder < (dafiir sei < eine lineare Ordnung auf
dom).

o SIP-Graph

— Knotenmenge: Rel.-Atome R;(uy),. .., Rg(ug) und ,=“-Atome
B, ... B

— Kante zwischen zwei Knoten, falls diese (mind.) eine Variable
gemeinsam haben
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— Knoten ist markiert, falls er mind. eine Konstante enthélt

e Falls der SIP-Graph zusammenhéngend ist, so ist eine SIP-Strategie
eine Anordnung Ay, ..., Axirim der Atome, so dass fiir jedes j > 1
gilt:

— Aj ist ein markierter Knoten des SIP-Graphen, oder

— A, ist ein Knoten des SIP-Graphen und es gibt ein j' < j, so
dass es im SIP-Graph eine Kante zwischen A; und A; gibt, oder

— A, ist ein C; und fiir jede Variable z in C; gibt es j' < j, so dass
Aj ein Knoten des SIP-Graphen ist, in dem = vorkommt

e Auferdem: Falls ex. R;(u;) od. F; mit mind. einer Konstanten, so ist
A; ein solches Atom

e Falls der SIP-Graph nicht zusammenhéangend ist: SIP-Strategie fiir
jede Zusammenhangskomponente.

Beispiele: @ und b seien Konstanten, d.h. a,b € dom.

hd Ans(z) (_ P<a7 /U)7 Q(b’ w’ l‘)7 R(/U7 w? y)? S(x’ y? Z)? ’ng
ist in der Reihenfolge einer SIP-Strategie

o Ans(z) «+ R(v,w,y), v<z, S(z,y,2), P(a,v), Q(b,w,x)
ist nicht in der Reihenfolge einer SIP-Strategie

Bemerkungen:

e Zu jeder regelbasierten konjunktiven Anfrage (evtl. mit = oder <;
dann aber bereichsbeschrénkt) gibt es eine SIP-Strategie.

e Eine SIP-Strategie fiir eine gegebene Anfrage lésst sich in Zeit
polynomiell in der Grofe der Anfrage erzeugen.

e Wird eine Variable weiter rechts nicht mehr bendétigt, so kann sie

beim Auswerten der Anfrage aus dem Zwischenergebnis , heraus
projiziert werden.
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6.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6.1. Ist die folgende Aussage fiir jedes Datenbankschemal
S und alle SPCU[S]-Anfragen @ korrekt?

Die Anfragefunktion [Q] ist abgeschlossen unter
adom(Q)-Homomorphismen.

Beweisen Sie, dass Thre Antwort korrekt ist.

Ubungsaufgabe 6.2.

(a) Finden Sie fiir jede der folgenden Anfragen eine Formulierung in der
relationalen Algebra (benannte Perspektive):

(a) Finde alle 2-Tupel von Schauspielern, die in mindestens einem Film
gemeinsam mitgespielt haben.

(b) Finde alle 2-Tupel von Schauspielern, die in genau denselben
Filmen mitgespielt haben.

(c) Finde alle Schauspieler, die nur in solchen Filmen mitgespielt
haben, bei denen sie selbst oder Alfred Hitchcock Regie gefiihrt
haben.

(b) Welche Anfrage (in Worten) wird durch den folgenden Ausdruck
beschrieben 7

71 2(Kin0s Xz, —y, (71 (03— Manfred Krug” (F'ilme)) — mo(Programm)))

(c) Sei 6 die positive konjunktive Join-Bedingung x1=ys A xo=y1 A £3=y>.
Seien R und S Relationssymbole der Stelligkeit > 3. Wie lésst sich der
Ausdruck R Xy S in der relationalen Algebra (unbenannte Perspektive)
ausdriicken?

Ubungsaufgabe 6.3. Seien R und S Relationssymbole der Stelligkeit 2
und sei ¢ € dom.

(a) Geben Sie einen Ausdruck () der relationalen Algebra (unbenannte
Perspektive) an, der nicht den Selektionsoperator benutzt, so dass fiir
alle Datenbanken I vom Schema {R, S} gilt:

[@:](D) = T(R) NI(S).
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(b) Geben Sie einen Ausdruck @ der relationalen Algebra (unbenannte
Perspektive) an, der nicht den Selektionsoperator benutzt, und der die
selbe Anfragefunktion beschreibt wie der Ausdruck

Ulic(R).

Ubungsaufgabe 6.4. Sei S ein beliebiges Datenbankschema und sei RA
die Menge aller Anfragen der relationalen Algebra iiber S in der
unbenannten Perspektive. Fiir jeden Operator o € {o, 7, x,U, —} sei RA\,
die Menge aller Anfragen aus RA, in denen der Operator o nicht vorkommt.

(a) Zeigen Sie, dass es fiir jede Anfrage (Q € RA eine zu @) dquivalente
Anfrage @' € RA,, gibt.

(b) Zeigen Sie, dass keiner der Operatoren 7, X, U, — der relationalen
Algebra redundant ist.

Zu zeigen ist also, dass es fiir jeden Operator o € {7, x,U, —} eine
Anfrage @), € RA gibt, zu der keine Anfrage Q' € RA,, dquivalent ist.
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Kapitel 7

Relationenkalkiil

7.1 CALC,,;, CALC, i, und CALCy;

Folie 260
Einleitung
Algebraisch ... aquivalent dazu ... Logik-basiert
SPC-Algebra konjunktiver Kalkiil
Boolesche Semijoin-Anfagen GF(CQ)-Satze
relationale Algebra Relationenkalkiil
Der konjunktive Kalkil basiert auf einem Fragment der Logik erster Stufe.
Der Relationenkalkil basiert auf der vollen Logik erster Stufe (kurz: FO).
(“FO” steht fiir “first-order logic”)
Folie 261

Die Logik erster Stufe — FO[S]

Definition 7.1. Sei S ein Datenbankschema.
Die Menge FO[S] aller Formeln der Logik erster Stufe tiber S ist induktiv
wie folgt definiert:

(A) ,Relations-Atome“: R(vq,...,v,) gehort zu FO[S],
fir alle R € S, r :== ar(R) und vy, ..., v, € var Udom.

(G) ,, Gleichheits-Atome”: vi=vy gehort zu FO[S], fir alle
v1, Vg € var Udom.
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(BK) ,,Boolesche Kombinationen®: Falls ¢ € FO[S] und ¢ € FO[S], so
gehort auch jede der folgenden fiinf Formeln zu FO[S]:

=01, (1 Ap2), (P1V2), (o1 — p2) und (@1 <> 2).

(Q) , Quantoren: Ist ¢y € FO[S] und ist = € var, so gehdren auch die
beiden folgenden Formeln zu FO[S]: Jx¢; und Vz ¢.

Bemerkung: Benutzen wir die Notation aus der Vorlesung ,, Logik in der
Informatik®, so ist FO[S] genau die Menge aller Formeln aus FO[o], fiir die
Signatur ¢ := S U dom, wobei jedes Element aus dom als

Konstantensymbol aufgefasst wird, das stets ,,mit sich selbst” interpretiert

wird).

Notationen und Anmerkungen

e Manchmal werden wir Formeln der Form

— (1 V o) als Abkiirzung fir —(—¢; A —¢3),

— (1 — ¢2) als Abkiirzung fiir (—p; V ¢2)

— (1 > o) als Abkiirzung fiir (o1 A @2) V (01 A =)
— Vap; als Abkiirzung fiir — 3z —¢y

auffassen.

e adom(y) bezeichnet die Menge aller Konstanten (also Elemente aus
dom), die in ¢ vorkommen.
Var(y) bezeichnet die Menge aller Variablen (also Elemente aus var,
die in ¢ vorkommen.
frei(p) bezeichnet die Menge aller Variablen, die frei in ¢ vorkommen.
Das heifst

— frei (R(vy,...,v.)) == {v1,...,v.} Nvar
— frei (111:1)2) = {v1, v} Nvar
— frei (ﬂcpl) = frei (gol)

— frei ((p1 % ¢2)) = frei (1) Utrei (p2) (fiir alle
x € {N,V,—=, <))

— frei (Jw ) = frei (Vo 1) = frei(p1) \ {z}
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e Eine Belegung fiir ¢ ist eine Abbildung £ : frei(¢) — dom.

e Sei d C dom. Eine Belegung fiir ¢ in d ist eine Abbildung
B : frei(yp) — d.

Natiirliche Semantik von FO[S| und CALC

Wir werden verschiedene Varianten der Semantik von FO[S] betrachten.
Hier zunéchst die natiirliche Semantik:

Definition 7.2 (natiirliche Semantik von FO[S]).

o Zur Erinnerung: Einer Datenbank I vom Schema S ordnen wir die
logische Struktur Ay := (dom, (I(R))Res, (¢)eedom) zZu.

e Ist I eine Datenbank vom Schema S und S eine Belegung fiir ¢ (also
eine Abbildung  : frei(p) — dom), so sagen wir I erfillt ¢ unter 5
und schreiben I = ¢[f] bzw. (I, 5) = ¢, um auszudriicken, dass

(A1 B) F o

Definition 7.3 (Relationenkalkiil CALC). Sei S ein Datenbankschema.
Eine Anfrage des Relationenkalkiils CALC[S] ist von der Form

{(e1,...,e;) : o},

wobei ¢ € FO[S], r > 0 und (ey,...,e,) ein freies Tupel ist (d. h.
e, ...,e. € varuUdom), so dass frei(p) = {e,...,e,} Nvar.

Wir setzen adom(Q) := adom(y) U ({ey,...,e.} N dom).

Semantik: Einer CALC[S]-Anfrage @) der obigen Form ordnen wir die
folgende ,,Anfragefunktion” [Q] . zu (f.a. I € inst(S)):

[Qlnae(X) == { B((e1,...,e:)) : B ist eine Belegung fiir ¢ mit I |= o[A] }

Beispiele fiir CALC-Anfragen

e In welchen Filmen hat “George Clooney” mitgespielt, aber nicht selbst
Regie gefiihrt?

{ (TTiter) © 3% Regie <Film€(l”_ﬁtel, T Regie, “George Clooney”) A

1Y

= Filme(x pitel, “George Clooney”, “George Clooney”) ) }
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e Welche Filme laufen nur zu 1 Uhrzeit?
{ (Triter) * 3T Kino 3T zeit ( Programm(z kine, T Titely T zeit) N\
Vmeo Vyzez‘t(ngmmm(meo, T Titel, yZeit) — YZeit= Zeit ) ) }

e Welche Filme haben nur Schauspieler, die schon mal in einem Film
von “Stephen Spielberg” mitgespielt haben?

{ (x7) : Jrpdxs (Filme(a:T, TR,Tg) N
Vys (Filme(z 1, tg, ys) — yr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, ys))>}
Frage: Was ist mit ... ?

{ (xr) @ Yys (ELQ:R Filme(xp,xr,ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, yg))}

Unsichere CALC-Anfragen

Beispiele:
(1) @:= {(aj'schausp> : = Filme(“Alien”, “Ridley Scott”, zschausp) }

(2) Qs:= {(zs,yr) : Filme(“Alien”,“Ridley Scott”, zg) V

VPR3

Filme(yr,“George Clooney”, “George Clooney”) }
(5) Q3=
{ (x7) : Yys (EIQ:R Filme(zr,zRr,ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, y5)>}

Auswertung mit [Jnqa: Q1 liefert alle (unendlich vielen) a € dom, die
nicht als Schauspieler im Film “Alien” mitgespielt haben.

Q2 liefert alle (unendlich vielen) Tupel der Form (a,b), fir die a ein
Schaupieler in “Alien” und b ein beliebiges Element in dom ist oder b ein
Film von und mit “George Clooney” und a ein beliebiges Element aus dom.
Q3 liefert alle Filme, die nur solche Schauspieler haben, die schon mal mait
“Stephen Spielberg” gearbeitet haben, aber auch alle Elemente aus dom,
die nicht Titel eines Films sind.

Problem: Gemails der bisherigen Definition der Semantik liefern die
Anfragen ()1, ()2 und ()3 stets ,,unendliche Ergebnisse” die geméaf unserer
Definition keine Datenbank-Relationen sind (da die stets endlich sein
miissen). Solche Anfrage heifen unsicher.
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Eine weitere problematische Anfrage

Qs:= {(x) : YyR(z,y) }

Q4 liefert als Ergebnis stets die leere Relation, d. h.
[Q4]nat(X) = 0, fir alle I € inst(S).

Dies ist unschon.
Daher (und weil manche Anfragen unsicher sind in der nat. Semantik),
betrachten wir im Folgenden andere Varianten der Semantik.
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Relativierte Semantik von FO[S] und CALC|S]

Definition 7.4. Sei S ein Datenbankschema.

(a) Eine relativierte Datenbank iiber S ist ein Paar (d,I), wobei I eine
Datenbank vom Schema S ist und d eine Menge, so dass
adom(I) € d C dom.

(b) Einer relativierten Datenbank (d, I) iiber S ordnen wir die logische
Struktur Aw@y = (d, (I(R))RGS, (C)eea) zu.

(c) Eine FO[S]-Formel ¢ heift interpretierbar tiber (d,I), falls
adom(p) C d.
Eine CALCIS]-Anfrage @ heifst interpretierbar iber (d,I), falls
adom(Q) C d.

(d) Ist (d,I) eine relativierte Datenbank iiber S, ist ¢ eine FO[S]-Formel,
die interpretierbar ist iiber (d,I), und ist § eine Belegung fiir ¢ in d
(also eine Abbildung 5 : frei(¢) — d), so sagen wir I erfillt ¢ unter 3
relativ zu A und schreiben I |=q ¢[5] bzw. (I, 8) FEa ¢, um
auszudriicken, dass (A, 5) = ¢.

(e) Ist @ eine CALCIS]-Anfrage der Form {(ei,...,e,) : ¢} und (d,I)
eine relativierte Datenbank iiber S, iiber der @) interpretierbar ist, so ist
[Qla@) = { B((e1,...,e)) : B ist eine Belegung fiir ¢ iber d mit I =q ¢[B] }

(,, Relativiert” soll andeuten, dass Quantifizierung relativiert wird auf
FElemente aus d.)

Folie 268

Version vom 23. November 2023 Seite 205



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Ein Beispiel
Beispiel 7.5.

e S enthalte ein 1-stelliges Relationssymbol R

e I sei die Datenbank mit

I(R) ={(a),(b),(c)} wund I(S)=0 furalleSeS\{R}.
e () sei die CALC[S]-Anfrage

Q:={ () : (R(x) A Jy(-R(y) N Vz(R(z)Vz=y))) }

e Dann gilt:

- [[Q]]{a,b,c} <I> =0
- [Qlasea ™) = {(a), (b),(0)}
— [Ql{apeder ) =10

Folie 269

Active Domain Semantik von FO[S| und CALCIS]

Definition 7.6.

(a) Ist I € inst(S) und ¢ € FO[S], so ist adom(ip, I) := adom(y) U adom(I).
Ist I € inst(S) und @ € CALCIS], so ist
adom(Q,I) := adom(Q) U adom(I).

(b) Ist ¢ € FO[S], I eine Datenbank vom Schema S und /5 eine Belegung
fiir ¢ in adom(¢, I) (also eine Abbildung f : frei(¢) — adom(p,I)), so
sagen wir , I erfillt ¢ unter [ in der Active Domain Semantik' und
schreiben I =,40m ¢[B] bzw. (I, 8) Fadom ¢, um auszudriicken, dass
I Eq p[f] fir d .= adom(p,I) gilt.

(c) Ist @ eine CALCIS]-Anfrage der Form {(ei,...,e,) : ¢}, so definiert

@ in der Active Domain Semantik die folgende Anfragefunktion

[[Q]]adom(I) = [[Q]]adom(Q,I)(I)

Folie 270

Version vom 23. November 2023 Seite 206



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

Bemerkungen zur natiirlichen Semantik und
zur Active Domain Semantik

e Die Semantik [-],q ist vom Standpunkt der Logik aus ,natiirlich;
vom Standpunkt des Datenbanknutzers aber eher unnatiirlich, da
manche Anfragen unendliche Ergebnisse liefern (d.h. unsicher sind).

e Die Active Domain Semantik [[-]s4om liefert immer ein endliches
Ergebnis; aber das Ergebnis kann sich (vom Standpunkt des
Datenbanknutzers) auf unnatiirliche Weise &ndern, wenn ein neuer
Wert in die Datenbank eingetragen wird (selbst wenn dieser scheinbar
nichts mit der Anfrage zu tun hat).

Beispiel: @ := { (x) : (R(x) A Ely(—'R(y) N VZ(R<Z>VZZ?/)) ) }

e Radikaler Schritt: Betrachte nur Anfragen, die bereichsunabhdngig
sind, d. h. bei denen es egal ist, ob sie in [-],at, [-]adom oder in [-]q fiir
irgendeine Menge d mit adom(Q,I) € d C dom auswertet werden.

Definition 7.7 (bereichunabhéngige CALC[S]-Anfragen).
Eine Anfrage Q € CALC[S] heifst bereichsunabhingig (domain
independent), falls fiir jede Datenbank I € inst(S) und alle d,d’ C dom

mit adom(Q, T) C d,d’ gilt: [Qa(T) = [Qa(1).
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Beispiele 7.8. Beispiele fiir bereichsunabhéngige Anfragen:

(a) Welche Filme laufen in mindestens 2 Kinos?
{ (xr) @ Jog Jryz Jykx Jyz (Progmmm(a:K, xp, T z)\Programm(yg, xp, yz)/\ﬂa:K:yK) }

(b) In welchen Filmen hat “George Clooney” mitgespielt, aber nicht selbst
Regie gefiihrt?

{ (T7iter) @ 3T Regie (F@'lme(:cmel, T Regie; “George Clooney”) A

= Filme(x e, “George Clooney”, “George Clooney”) ) }

(¢) Welche Filme laufen nur zu 1 Uhrzeit?

{ (mTitel> . E|-Z‘K7Lno Eleeit ( Programm(meoaxTitela xZeit) A\

vyKino Vyzeit(ngmmm(meo, T Titel, yZeit) — YZeit=T Zeit ) ) }

Version vom 23. November 2023 Seite 207



Folie 272

Folie 273

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Einfiihrung in die Datenbanktheorie

(d) Welche Filme haben nur Schauspieler, die schon mal in einem Film von
“Stephen Spielberg” mitgespielt haben?

{ (x7) : EIxREI:L'S<Filme(:CT,xR,xS) A

Yys (Fz'lme(:v 7, TR, Ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, yg))> }

Nicht bereichunabhdngig ist . . .

{ (Triter) : Yys <E|:cR Filme(z riter, Tr,ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, y5)> }

CALC,;, CALC,im, CALC;

Definition 7.9.
CALC,,4[S] bezeichnet die Klasse aller in der natiirlichen Semantik [-],a¢
interpretierten CALCI[S]-Anfragen.

CALC 14om[S] bezeichnet die Klasse aller in der Active Domain Semantik
[-ladom interpretierten CALCIS]-Anfragen.

CALC;[S] bezeichnet die Klasse aller bereichsunabhéngigen
CALCIS]-Anfragen (interpretiert in [-]aqom oder, dquivalent dazu, in [-],a)-
(“di” steht fir “domain independent”)

Satz 7.10 (Aquivalenz von CALCa4om, CALCy; und relationaler Algebra). Die
folgenden Anfragesprachen konnen genau dieselben Anfragefunktionen
ausdriicken:

(a) CALC,,
(b) CALCaom
(c) relationale Algebra (unbenannte oder benannte Perspektive).

Und fiir jedes feste Datenbankschema S gilt: Jede Anfrage aus einer dieser
Sprachen kann in polynomaieller Zeit in dquivalente Anfragen der anderen
Sprachen tbersetzt werden.
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Beweis. (a)=(b): Fiir jede CALCy-Anfrage ) wéhle die
CALC gom-Anfrage Q' := Q. Dann gilt fiir alle I € inst(S) und alle
d C dom mit d O adom(Q,I), dass [Q']adgom(I) = [Q]a(T).

(b)=>(c): Sei S ein beliebiges Datenbankschema. Fiir eine endliche Menge
C' C dom sei ADY die folgende Anfrage der relationalen Algebra:

ar(R)
ADY == {0t v U | m®B),

ceC ReS i=1

und definiere (AD®); := AD® und (ADY),; := ((AD%), x AD®) fiir jedes
7 € N»y. Dann gilt fiir jedes I € inst(S), dass [AD](I) = C' U adom(I) und
[(ADY),](I) = (C Uadom(I))" fiir alle r € N5;.

Fiir den Beweis von “(b)==(c)” betrachten wir nur solche
CALC,4om-Anfragen ) vom Schema S, die von der Form

{(z1,...,2.) : ¢} sind, wobei xy,...,x, paarweise verschiedene Variablen
sind und ¢ eine FO[S]-Formel ist, in der keins der Symbole V, A, —, <>
vorkommt ( Ubungsaufgabe: Warum folgt die Richtung “(b)==(c)” dann
auch fiir alle beliebigen CALC,4om,-Anfragen?).

Per Induktion tiber den Aufbau von FO[S] zeigen wir, dass es fir jedes

¢ € FOI[S], in dem keins der Symbole V, A, —, <> vorkommt, und fiir jedes
Tupel (z1,...,x,) von paarweise verschiedenen Variablen mit

frei(p) C {x1,...,2,} und fiir jede endliche Menge C' C dom mit

C D adom(yp) eine Anfrage

der relationalen Algebra (unbenannte Perspektive) gibt, so dass fiir alle

I € inst(S) gilt:

[[Qg,(m .Z’r)]] (I)

-----

7.1
= {(a1,...,a,) € (CUadom(I))" : I |Ecuadomm ¥la1,-.-,ar] } (1)

Beachte: Daraus folgt dann insbesondere fiir C' := adom(yp), dass

[Q0 1] = T{(21,-- - 20) : ¢} Jadom(D)

und dies schliefst den Beweis der Richtung “(b)==(c)” dann ab.
Induktionsanfang:

Fall 1: ¢ ist von der Form z;=c oder c=z; mit c € C' und i € {1,...,r}.
Wir wiihlen QF = 0i—.((ADY),).
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Fall 2: ¢ ist von der Form z; = z; mit ¢,5 € {1,...,r}.
Wir wihlen Q¢ = 0,—;((AD9),).

‘Pv(xlv"’vxr)
Fall 3: ¢ ist von der Form R(v1,. .., Vax()) mit
V1, oy Var(r) € {21, ..., 2.} UC. Wir wihlen

Qorrey = Tr(0a((AD), x 05(R)) ),

wobel

e [ die positive konjunktive Selektionsbedingung ist, die aus den
Bedingungen

— i=c fir alle i € {1,...,ar(R)} mit v;=c fiir ein ¢ € C, und
— 4=j fir alle 4,5 € {1,...,ar(R)} mit i < j und v; = v; € var
besteht, und

e « die positive konjunktive Selektionsbedingung ist, die aus den
Bedingungen j = r+ fiir alle j € {1,...,r} und alle
i €{l,...,ar(R)} besteht, fir die gilt: v; = z;.

Man kann sich davon iiberzeugen (Details: Ubung!), dass in allen drei
Féllen (7.1) erfillt ist.

Induktionsschritt:
Fall 1: ¢ ist von der Form —;.
. . C o C C
Wir wahlen Q%(Ih__’xr) = ((AD ) — QWIv(ﬂ?la---vﬂfr))'

Fall 2: ¢ ist von der Form (@1 V 9).
o c — (OC c
Wir wiihlen QF ., . = (QF, (21,0 Y Qs (01,

Fall 3: ¢ ist von der Form Jyp;.

Sei x,,1 eine Variable, die nicht in {x1,...,z,} vorkommt und die nicht als
quantifizierte Variable in ¢; vorkommt. Sei ¢} die Formel, die aus ¢,
entsteht, indem jedes freie Vorkommen der Variablen y ersetzt wird durch
die Variable x,, 1. Dann ist die Formel ¢ dquivalent zur Formel 3z, ..
Auferdem ist frei(y¢)) C {z1,..., 2, 2,41} Wir wenden die

Induktionsannahme an auf die Formel ¢} und das Tupel (z1,..., 2., Z,41).
Sei die Anfrage Qg,l (@1rorsrsn) gemaf der Induktionsannahme gewéhlt.

. . C R C
Wir wahlen dann Q%(Ih”.%) =T (Qw’l,(wl,...,xr,xr+1))'

Man kann sich davon iiberzeugen (Details: Ubung!), dass in allen drei
Féllen (7.1) erfiillt ist. Dies beendet den Beweis der Richtung “(b)=-(c)".
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(¢)J=>(a): Wir wéhlen eine feste unendliche Folge z1, x5, 3, ... von
paarweise verschiedenen Variablen.

Per Induktion iiber den Aufbau der relationalen Algebra zeigen wir, dass es
fiir jede Anfrage @ der relationaln Algebra (unbenannte Perspektive) eine
FO[S]-Formel ¢ gibt, so dass gilt:

() adom(ypg) = adom(Q), frei(¢g) = {z1,..., 2.} wobei r die Stelligkeit
von @ ist, und fiir die CALC[S]|-Anfrage

Q = {(x1,...,2) : vg}

gilt [Q](I) = [Q']a(T) fiir alle I € inst(S) und alle d C dom mit
d O adom(Q,I).

Induktionsanfang:

Fall 1: ) ist von der Form R fiir ein R € S.
Sei r = ar(R) und wéhle pg = R(z1,...,z,).

Fall 2: ) ist von der Form { (¢) } fiir ein ¢ € dom.
Wihle ¢g = x;=c.

Man kann sich davon iiberzeugen (Details: Ubung!), dass in beiden Fillen
(%) erfiillt ist.

Induktionsschritt:

Fall 1: ) ist von der Form o,_.(Q1).
Sei r die Stelligkeit von @ (und von (1), und sei die Formel ¢, geméf
Induktionsannahme gewahlt. Wir wihlen ¢g = (pg, A x;=c).

Fall 2: () ist von der Form o,_;(Q1).
Sei r die Stelligkeit von ) (und von 1), und sei die Formel ¢g, geméf
Induktionsannahme gewéhlt. Wir wéhlen ¢q = (¢, A xj=zj).

Fall 3: ) ist von der Form 7;, __; (Q1).

Sei r die Stelligkeit von @ und sei r; die Stelligkeit von @);. Sei die Formel
@, gemal Induktionsannahme gewéhlt.

Seien 21, ..., 2, neue Variablen, die weder in ¢, noch in {z,...,z,}
vorkommen. Sei ¢p, die Formel, die aus ¢q, entsteht, indem jedes freie
Vorkommen der Variablen z; fiir i € {1,...,7} ersetzt wird durch die
Variable z;. Wir wihlen

wg = FJzp-- Elzrl( wo, N /\xi:zji ) .

i=1
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Fall 4: @) ist von der Form (Q; X Q2).

Fiir i € {1,2} sei r; die Stelligkeit von @);, und sei die Formel ¢, geméf
Induktionsannahme gewahlt. Dann hat @) die Stelligkeit r = ry 4 7.

Sei ¢, die Formel, die aus ¢q, entsteht, indem (1) die quantifizierten
Variablen so umbenannt werden, dass keine der Variablen xq, ..., z, als
quantifizierte Variable genutzt wird, und (2) jedes freie Vorkommen der
Variablen z; fiir i € {1,...,rs} ersetzt wird durch die Variable x,, ;. Wir

withlen ¢q = (¢q, N ¢p,)-
Fall 5: @ ist von der Form (Q1 U Q).

Sei r die Stelligkeit von @ (und von @; und von @), und seien die Formeln
vo, und g, gemaf Induktionsannahme gewahlt. Wir wahlen

YQ = (¢Ql \% QOQ2)'
Fall 6: () ist von der Form (Q; — Q2).

Sei r die Stelligkeit von @) (und von @); und von ()3), und seien die Formeln
vq, und ¢g, gemaf Induktionsannahme gewahlt. Wir wahlen

Yo ‘= (@Ql A _‘90Q2)'

Man kann sich davon iiberzeugen (Details: Ubung!), dass in allen sechs
Féllen (x) erfiillt ist.

Fiir jede der Richtungen “(a)==(b)”, “(b)==(c)” und “(c)==-(a)” kann man
sich leicht davon iiberzeugen, dass die im Beweis durchgefiihrte
Ubersetzung von einer Anfrage einer Sprache in die dazu dquivalente
Anfrage der anderen Sprache in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden
kann. Dies beendet den Beweis von Satz 7.10. O

Bereichsunabhingigkeit — Pro & Contra CALC,

Vorteile:

e logik-basierte Anfragesprache, die die ,richtige* Ausdrucksstérke hat
(Aquivalent zur relationalen Algebra; insbesondere sind alle

CALC4-Anfragen sicher)

e keine unerwiinschten Effekte, wie sie bei CALC 4., auftreten konnen
(vgl. Beispiel 7.5).

e Ergebnis der Anfragen ist unabhéngig davon, in welcher Semantik
([-]adom oder [-]na oder [-]q) sie interpretiert werden

Frage:
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e Wie kann man bei einer gegebenen CALC-Anfrage @) feststellen, ob @
zu CALCy; gehort, d.h. ob @ bereichsunabhéngig ist?

Antwort — grofser Nachteil von CALCy;:

e Das ist unentscheidbar, d. h. es gibt keinen Algorithmus, der bei
Eingabe einer beliebigen CALCIS]-Anfrage @ nach endlich vielen
Schritten anhélt und entscheidet, ob ) bereichsabhéngig ist oder
nicht.

e Beweis: auf den nachsten Folien ...

Der Satz von Trakhtenbrot

Theorem 7.11 (Trakhtenbrot, 1950  (hier ohne Beweis)).
Sei S ein Datenbankschema, das mindestens ein Relationssymbol enthdlt,
dessen Stelligkeit > 2 ist. Dann ist das folgende Problem unentscheidbar:

ERFULLBARKEITSPROBLEM FUR FO[S] UBER DATENBANKEN
FEingabe: Ein FO[S]-Satz ¢
Frage: Gibt es eine DB I € inst(S) mit I Fugom ¥ 7

Beweis: Siehe Vorlesung , Logik und Komplexitdt®.

Bereichsunabhingigkeit ist unentscheidbar

Satz 7.12. Sei S ein Datenbankschema, das mindestens ein
Relationssymbol R enthdlt, dessen Stelligkeit > 2 ist. Dann ist das folgende
Problem unentscheidbar:

BEREICHSUNABHANGIGKEIT FUR CALCIS]
Fingabe: Eine CALC[S]-Anfrage Q
Frage: Ist @ bereichsunabhéngig (d. h., gehort @ zu CALCy[S]) ?

Beweis:  Angenommen, das Problem wére entscheidbar, d. h. es gidbe einen
Algorithmus A, der es entscheidet. Wir nutzen A, um einen Algorithmus B

zu konstruieren, der das Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[S] tiber Datenbanken
entscheidet — das ergibt einen Widerspruch zum Satz von Trakhtenbrot.

Idee:
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1. Konstruiere zunéchst eine feste CALC[S]-Anfrage (), von der wir
wissen, dass sie nicht bereichsunabhéngig ist — und die sogar folgende
Eigenschaft hat:

Fiir jede Datenbank I € inst(S) gibt es d,d’ C dom mit
adom(Qo,I) € d,d’, s.d. [Qo]a(I) # [Qo]a (1).

Dazu eignet sich z. B. die Anfrage Qg := {(z) : = = x}, denn es gilt
[Qola(I) = d.

2. Bei Eingabe eines FO[S]-Satzes 1) geht der Algorithmus B wie folgt
vor. Ziel: B soll testen, ob eine Datenbank J € inst(S) mit J Fqqom ¥
existiert.

Konstruiere eine neue Anfrage @', die besagt:

,Wenn 1) erfiillt ist, gib das Ergebnis von @)y aus; ansonsten gib ()
aus.”

Teste anschliefend mithilfe von A, ob @' bereichsunabhéngig ist.
Beachte: ' ist so konstruiert, dass Folgendes gilt:

e Falls ) unerfiillbar ist, so ist [Q'](I) =0 f.a. I € inst(S) und alle
d C dom mit adom(Q’,I) C d — also ist Q" bereichsunabhéngig.

e Falls ¢ erfiillbar ist, ist )" nicht bereichsunabhéngig (geméafs
Wahl von Q).

Insgesamt gilt also

Q' ist nicht bereichsunabhingig <= % ist erfiillbar.

Nun zur konkreten Wahl von @Q': Es sei

Q@ =A{@) : (x=zAP)}

Dann gilt fiir alle I € inst(S) und alle d € dom mit adom(Q,I) C d:

d falls I =4 ¢

[QTa(D) = {(Z) falls T beq o

Dabei entsteht ¢ aus ¢, indem in ¢ jede Teilformel der Form Jv y durch
die Formel Jv(@adom(v) A x) und jede Teilformel der Form Vv x durch die
Formel Yu(@adom(v) — X) ersetzt wird.

Die Formel @440 soll folgende Eigenschaft erfiillen:
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Fiir alle I € inst(S), alle d € dom mit adom(1,I) C d und alle a € d gilt
I E4 Qadomla] <= a € adom(y,1).

Daraus folgt dann nédmlich: I =4 @ <~ I Fuiom . Wihle dazu
Qpadom(v> =

ar(R)
\/ v=cV \/ (31}1'-'Hvar(R)(R(vla'-'>Uar(R))/\ \/ U:Ui)>. O]
c€adom(v)) ReS =1

7.2 Sicherer Relationenkalkiil: CALC,,

Folie 277
Motivation

e CALCy; ist eine logik-basierte Anfragesprache, die die ,,richtige
Ausdrucksstdirke hat (ndmlich dieselbe wie die relationale Algebra).

e Wegen der Unentscheidbarkeit (Satz 7.12) ist CALCy; als
Anfragesprache fir praktische Zwecke aber ungeeignet, da man bei
Eingabe einer , Anfrage* aus CALCIS] nicht feststellen kann, ob dies
eine Anfrage in CALCy; ist.

o Ziel jetzt: Finde ein syntaktisches Kriterium fiir CALC[S]-Anfragen,
das

(a) algorithmisch leicht nachpriifbar ist,
(b) Bereichsunabhéngigkeit garantiert und

(c) zu einer Anfragesprache fiihrt, die immer noch dieselbe
Ausdrucksstarke wie die relationale Algebra hat.

~» Sicherer Relationenkalkil CALC,,: entscheidbare Teilklasse von
CALCy;, die dieselbe Ausdrucksstéarke wie CALCy; hat.

Folie 278
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Safe-Range Normalform (SRNF)

Fiir jede FO[S]-Formel ¢ sei SRNF(y) die FO[S]-Formel, die aus ¢ entsteht,
indem man die folgenden Regeln so lange anwendet, bis keine Regel mehr
anwendbar ist:

e Alle quantifizierten Variablen werden so umbenannt, dass sie
paarweise verschieden sind und verschieden von den freien Variablen
der Formel.

e Teilformeln der Form Vi werden ersetzt durch —=3x—

e Implikationspfeile — und ,,genau-dann-wenn‘“-Pfeile <+ werden durch
Kombinationen von A, V, — ersetzt:

— Teilformeln der Form (¢, — 15) werden ersetzt durch
(b1 vV 9)
— Teilformeln der Form (¢ <> 15) werden ersetzt durch

(W1 Aa) V (=1 A —ay))

e Negationszeichen werden ,nach innen geschoben®:

— =(11 A 1hy) wird ersetzt durch (=) V —by)
— =(¢1 V 1by) wird ersetzt durch (=i A —1)q)

e _doppelte Negationszeichen werden geloscht:
Teilformeln der Form ——) werden ersetzt durch 1

Offensichtlich gilt: Die Formel SRNF(p) ist dquivalent zur Formel ¢.
Falls ¢ = SRNF(y), so sagen wir: ¢ ist in Safe-Range Normalform (kurz:
SRNf).
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Beispiel fiir Transformation von ¢ zu SRNF(y)
Beispiel 7.13.

¢ = dxgdxs (Filme(xT, TR, Ts) A
VyS(Filme(xT, TR, Ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, yg))>
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%2

drrdxg (Filme(mT,xR,xS) A
ﬁﬂysﬂ(Filme(aﬁT, TR, Ys) — Jyr Filme(yr,“Stephen Spielberg”, yg))>

%

JxpIzg (Filme(a:T,acR,xs) A
ﬁﬂysﬁ(—‘Filme(:cT, TR, Ys) V Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, ys))>

%

JxpIzg (Filme(xT,xR,xS) A
—Jysg (ﬂﬂFz'Zme(xT, TR, Ys) A ~Jyr Filme(yr, ‘Stephen Spielberg”, yg)))

s

ElxREIxs(Filme(xT,xR,xs) A
ﬁElyS(Filme(m 7, TR, Ys) N 2 Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, yg))>
—: SRNF(y)
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Bereichsbeschrankte Variablen einer Formel in SRNTf

Definition 7.14. Per Induktion nach dem Aufbau von SRNf-Formeln ¢
definieren wir 77 (p) folgendermafsen:
(rr(p) steht fir “range restricted variables of ¢”)

o I (R(vl, . ,var(R))) = {v1,..., Var(r)} N var

o rr(z=a) := rr(a=z) := {z}, falls z € var und a € dom
o T (v1:v2) =0, falls {v1,v2} C dom oder {v;,v2} C var
o (1 V a) = rr(ip1) Nrr(ps)

e Fir z,y € var gilt: rr (¢ A x:y) =T (x:y A ¢) =

{ rr () Uz, y} falls {z,y} Nrr () # 0
(1) sonst

e [st weder ¢; noch ¢, von der Form z=y fiir z,y € var, so gilt:
rr (901 A 902) = rr(p1) Urr(ps)

o 1 (Tui) — 1 falls = & ()
() - { () \ {x} sonst
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Dabei gilt: , Finmal L ~ immer L“ d.h. fiir alle Mengen X gilt:
1l =1\X=1nX =XnNnl =1nl = 1uUuX = Xul = 1Ul

| L fallsrr(y) =L
() '_{ 0 sonst

Bemerkung: Insbesondere gilt rr(p) = L oder rr(y) C frei(p)

Beispiele fiir rr(-)
Beispiel 7.15. (a) Fiir die SRNf-Formel

¢ = dxgdxs (F@'lme(wT, TR, Ts) A
ﬂEIyg(Filme(xT, TR, Ys) A ~Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, ys)))

gilt 1 (p) = {xr} = frei(p).
(b) Fiir die SRNf-Formel

Y o= —E|y5<(EIxR Filme(z 7,2, ys)) A —(Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, ys))>

gilt () = 0 ¢ frei(v) = {1}

(v = SRNF (¢'), wobei ¢’ die allerletzte Formel von Beispiel 7.8 ist.

In der Active Domain Semantik ist ¢ dquivalent zu @)

(c) Fiir die SRNf-Formel
X = R(x) A E|y<ﬂR(y) A —3z(=R(z) A ﬂz:y))

gllt rr (X) = 1. (x ist die Formel SRNF(”Formel aus Bsp. 7.57))

Der Sichere Relationenkalkiil CALC,,

Definition 7.16. Sei S ein Datenbankschema.

CALC;, [S] bezeichnet die Klasse aller CALC[S]-Anfragen der Form
{(e1,...,e.) : ¢}, fiir die gilt: rr(SRNF(p)) = frei(yp).
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Bemerkung:

Aus den Definitionen von SRNF(-) und 7r(-) erhdlt man direkt einen
Algorithmus, der bei Eingabe einer FO[S]-Formel ¢ iiberpriift, ob

rr (SRNF(¢)) = frei(p).

Somit gibt es also auch einen Algorithmus, der bei Eingabe einer
CALC[S]-Anfrage @ entscheidet, ob @) zu CALC;,[S] gehort oder nicht.

Ziel jetzt:
Zeige, dass alle CALC,,-Anfragen bereichsunabhdingig sind und dass

CALC,, dieselben Anfragefunktionen ausdriicken kann wie die relationale
Algebra.
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Beispiele fiir CALC,,-Anfragen

Anfragen in CALC,,:

e Welche Filme laufen in mindestens 2 Kinos?

{ (xr) @ g Jry Jyk EIyZ(Progmmm(xK,xT,xZ)/\Progmmm(yK,xT,yz)/\—wK:yK)}

e In welchen Filmen hat “George Clooney” mitgespielt, aber nicht selbst
Regie gefiihrt?

{ (TTiter) © 3% Regie <Filme(mTitel, T Regie, “George Clooney”) A

= Filme(z e, “George Clooney”, “George Clooney”) > }

e Welche Filme haben nur Schauspieler, die schon mal in einem Film
von “Stephen Spielberg” mitgespielt haben?

{ (xr) @ Jzxgdrs <Fz’lme(xT,xR, xrg) A
Vyg(Filme(xT, TR, Ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, ys)))}

Nicht in CALC,, sind ...

{ (xr) : Yys <E|a;R Filme(zr,zRr,ys) — Jyr Filme(yr, “Stephen Spielberg”, y5)>}
o {(:L‘) : R(x) A E|y<ﬂR(y) A Vz (R(z) V z:y)>}
Folie 284
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Ein technisches Lemma

Lemma 7.17. Sei S ein Datenbankschema.

Fiir jede FO[S]-Formel ¢ in SRNf mit rr(p) # L,
fiir jede Datenbank 1 € inst(S),

fiir jedes d C dom mit adom(p,I) C d und

fiir jede Belegqung 3 fiir ¢ in d gilt:

(1) Falls 1=q @[f], so gilt fir alle x € rr(p): [B(x) € adom(p,I).
und

(2) Fir alle d C dom mit adom(p,I) C d’, so dass  auch eine Belequng
fir ¢ in d’ ist (d. h.: fir alle v € frei(y) ist f(z) € d'Nd) gilt:

Irapls] <= IEaolf]

Folgerung 7.18. Jede Anfrage QQ in CALC,,[S] ist bereichsunabhdngig.

Beweis von Lemma 7.17.

zu (1): Per Induktion nach dem Aufbau von FO[S] zeigen wir, dass die
Aussage (1) des Lemmas fiir alle ¢ € FO[S] in SRNf mit 77 () # L, jedes
I € inst(S), jedes d C dom mit adom(g,I) C d und jede Belegung 3 fiir ¢
in d gilt.

Induktionsanfang:

Fall 1: ¢ ist von der Form R(v1,. .., Vax(n))-

Dann ist 77 (¢) = {v1, ..., var(r)} N var. Offensichtlicherweise ist dann (1)
erfiillt, da aus I =4 @[f] folgt, dass B(x) € adom(I) C adom(¢,I) fiir alle
x € 1 (p) gilt.

Fall 2: ¢ ist von der Form x=a oder a=x fiir a € dom und z € var.
Dann ist 7 (p) = {z}. Offensichtlicherweise ist dann (1) erfiillt, da aus

I [=a ¢[f] folgt, dass B(x) = a € adom(p) C adom(y, I).

Fall 3: ¢ ist von der Form z=y mit x,y € dom oder x,y € var.
Dann ist 77 (¢) = 0 und (1) ist trivialerweise erfiillt.

Induktionsschritt:

Fall 1: ¢ ist von der Form —p;.
Dann ist rr(p) = 0 und (1) ist trivialerweise erfillt.
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Fall 2: ¢ ist von der Form (¢1 V ¢2).

Dann ist 77 () = rr(v1) N1 (ps).

Falls T |=q ¢[B], so gibt es ein i € {1,2} so dass I =4 ¢;[5]. Geméfs
Induktionsannahme gilt (1) fiir die Formel ¢; (beachte dazu, dass

rr(p;) # L da rr(p) # L; und ¢; ist in SNRf da ¢ in SNRf ist), und somit
gilt fiir alle € rr(p;), dass B(x) € adom(y;,I) C adom(¢, I). Wegen

rr (@) C rr(y;) ist Fall 2 also gezeigt.

Fall 3: ¢ ist von der Form (¢; A ¢3), wobei weder ¢; noch ¢y von der Form
r=y mit x,y € var ist.

Dann ist 77 () = rr(e1) U rr(p2).

Falls I =q @[], so gilt fiir alle i € {1,2}, dass I =4 @;[5]. Geméfs
Induktionsannahme gilt (1) fiir die Formel ; (beachte dazu, dass

rr(pi) # L da m(¢) # L; und ¢; ist in SNRf da ¢ in SNRf ist), und somit
gilt fiir alle x € rr(y;), dass B(z) € adom(yp;, I) C adom(p, I). Wegen

(@) = rr(e1) U rr(ps) ist Fall 3 also gezeigt.

Fall 4: ¢ ist von der Form (1 A z=y) oder von der Form (z=y A ¢;) mit
z,y € var, und es gilt rr(p1) N{z,y} = 0. Dann ist rr(p) = rr(p1).

Falls I =4 ¢|f], so gilt insbesondere I =4 ¢1[f]. Geméf Induktionsannahme
gilt (1) fiir die Formel ¢; (beachte dazu, dass rr(y;) # L da rr(y) # L;
und ¢ ist in SNRf da ¢ in SNRf ist), und somit gilt fiir alle z € 7 (¢1),
dass f(z) € adom(¢1,I) = adom(p,I). Wegen rr(p) = rr(p;) ist Fall 4 also
gezeigt.

Fall 5: ¢ ist von der Form (¢; A 2=y) oder von der Form (z=y A ¢;) mit
x,y € var, und es gilt rr(py) N {x,y} # 0.

O.B.d.A. sei x € m7(¢1). Dann ist rr(p) = rr(e1) U{y}.

Falls I =q [B], so gilt I =q ¢1[f] und B(x) = B(y). Geméik
Induktionsannahme gilt (1) fiir die Formel ¢; (beachte dazu, dass

rr(e1) # L da (@) # L; und ¢ ist in SNRf da ¢ in SNRf ist), und somit
gilt fiir alle z € (1), dass B(z) € adom(pq,I) = adom(p, I). Wegen

x € 1 (1) und S(z) = B(y) folgt, dass auch gilt: 5(y) € adom(p, I). Wegen
rr(p) = rr(e1) U{y} ist Fall 5 also gezeigt.

Fall 6: ¢ ist von der Form dy ;.

Wegen 77 (¢) # L ist auch r(¢1) # L und es gilt: y € () und

() = rr(p) \ {y}.

Falls I |=q ¢[f], so gibt es eine Belegung a € d fiir y, so dass I |=q ¢1[8].
Gemék Induktionsannahme gilt (1) fiir die Formel ¢; und die Belegung /3 2.
Somit gilt fiir alle z € rr(yy), dass 5%(z) € adom(p,I) C adom(e, I).
Wegen S(x) = 8%(z) fiir alle x € rr(p) = rr(e1) \ {y}, ist Fall 6 also
gezeigt.

Wir haben alle Félle abgehandelt, die bei Formeln ¢ in SRNf auftreten
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konnen. Damit ist Teil (1) des Lemmas bewiesen.

zu (2): Per Induktion nach dem Aufbau von FO[S] zeigen wir, dass fiir alle
¢ € FO[S] in SRNf mit rr(¢) # L, jedes I € inst(S), alle d,d’ C dom mit
adom(p,I) € dNd' und jede Belegung f fiir ¢ in dNd’ gilt:

Trapl] <= IkFa bl

Induktionsanfang:

Fall 1: ¢ ist von der Form R(v1,. .., Vax(r))-

Sei I € inst(S), seien d,d’ € dom mit adom(p,I) € dNd’ und sei § eine
Belegung fiir ¢ in d N d’.

“=" Wenn I =4 ¢[f], dann ist (B(v1),. .., B(var(r))) € I(R), und somit
auch I =g/ 0[]

Die Richtung “<=" folgt aus Symmetriegriinden.

Fall 2: ¢ ist von der Form x=y fiir x,y € dom U var.

Sei I € inst(S), seien d,d’ € dom mit adom(p,I) € dNd’ und sei § eine
Belegung fiir ¢ in d N d’.

“—=" Wenn I =4 ¢[f], dann ist 5(z) = B(y), und somit auch I =4 ¢[f].
Die Richtung “<=" folgt aus Symmetriegriinden.

Induktionsschritt:

Fall 1: ¢ ist von der Form —;.

Wegen 17 (¢p) # L ist auch 7 (¢1) # L; und da ¢ in SNRf ist, ist auch ¢
in SNRH{.

Sei I € inst(S), seien d,d’ € dom mit adom(p,I) € dNd’ und sei § eine
Belegung fiir ¢ in d N d’. Geméfs Induktionsannahme gilt

TEawilB] <= IkFa@ld].

Da ¢ von der Form —; ist, folgt daraus, dass auch gilt:
Ikavlf] < Ikaeld].

Fall 2: ¢ ist von der Form () * 3) mit x € {A, V}.
Wegen rr(p) # L ist auch rr(y;) # L fiir alle i € {1,2}; und da ¢ in SNRf
ist, sind auch ¢; und ¢, in SNRA.
Sei I € inst(S), seien d,d’ € dom mit adom(p,I) € dNd’ und sei § eine
Belegung fiir ¢ in d N d’. Geméf Induktionsannahme gilt fiir jedes
ie{1,2}:

Ikawlf] <= Tkawlb].
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Fiir jedes * € {A, V} folgt daraus dann direkt (aus der Semantik von ,,A“
und ,,V*), dass auch gilt:

IEa (prxe2)[8] == TEa (0% 92)[8].

Fall 3: ¢ ist von der Form Jy ¢;.

Wegen rr(p) # L ist auch r7(p1) # L und es gilt: y € 7 (). Und da ¢ in
SNRf ist, ist auch ¢; in SNRf.

Sei I € inst(S), seien d,d’ C dom mit adom(p,I) CdNd’ und sei 5 eine
Belegung fiir ¢ in dNd’.

Zum Beweis der Richtung “==" gehen wir davon aus, dass I =q ¢[3] gilt.
Das heifst es gibt ein a € d, so dass I |=q gpl[ﬁ;—j]. Wegen y € 7 (¢;) folgt
aus Aussage (1) des Lemmas fiir die Belegung 5’ := 3 5, dass

a = '(y) € adom(p,I) € dNd'. Somit ist 3 eine Belegung fiir ¢; in dNd’.
Gemif Induktionsannahme folgt daher aus I =q ¢1[37], dass auch

I =a ¢1[B5]. Wegen a € d’ gilt also auch I =g/ ¢[5]. Somit ist die Richtung
“=>" bewiesen.

Die Richtung “<=" folgt aus Symmetriegriinden.

Wir haben alle Félle abgehandelt, die bei Formeln ¢ in SRNf auftreten
konnen. Damit ist Teil (2) des Lemmas bewiesen. O

Beweis von Folgerung 7.18.

Sei @ ={ (e1,...,€e.) : ¢ } eine beliebige Anfrage aus CALC,,[S].
O.B.d.A. ist ¢ in SRNf. Wegen @) € CALC,,[S] gilt: 77 (¢) = frei(¢); und
insbes. ist rr(p) # L — wir kénnen also Lemma 7.17 fiir die Formel ¢
anwenden.

Seien I € inst(S) und d,d’ € dom mit adom(Q,I) C d Nd’ beliebig
gewdhlt. Wir miissen zeigen, dass gilt: [Q]a(I) = [Q]a/(I). Wir zeigen hier
“C” aus Symmetriegriinden folgt dann auch “D”.

Gemék Definition der Semantik gilt:

[Qla(m = { (B(er),...,B(e;)) : P ist eine Belegung fiir ¢ in d
mit I =4 @[] }

Betrachte also eine beliebige Belegung f fiir ¢ in d mit I =4 ¢[f] und das
zugehérige Tupel (B(e1), ..., B(e;)) € [Qla(I). Wir miissen zeigen, dass
dieses Tupel auch in [Q]q (I) liegt.

Gemék Aussage (1) von Lemma 7.17 gilt fiir jede Variable

x € rr(p) = frei(p), dass 5(z) € adom(p,I) C adom(Q,I). Wegen
adom(Q,I) CdnNd’ ist § also auch eine Belegung fiir ¢ in d’. Geméfs
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Aussage (2) von Lemma 7.17 folgt aus I |=q ¢|[f] also, dass auch I =4 ¢[f].
Somit liegt das Tupel (B(e1),...,B(e,)) also in [Q]a(T).

Damit haben wir gezeigt, dass [Q]a(I) C [Q]a/(I) ist. Die Richtung “2>”
folgt aus Symmetriegriinden. n

Relationenkalkiil vs. Relationale Algebra

Korollar 7.19. Die folgenden Anfragesprachen konnen genau dieselben
Anfragefunktionen ausdriicken:

(a) CALC,,

(b) CALCy;

(¢) CALCudom

(d) relationale Algebra (unbenannte oder benannte Perspektive)

Und fiir jedes feste Datenbankschema S gilt: Jede Anfrage aus einer dieser
Sprachen kann in polynomieller Zeit in dquivalente Anfragen der anderen
Sprachen tbersetzt werden.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung schreiben wir manchmal
., Relationenkalkil“ oder einfach CALC, um irgendeine der Varianten

CALC,,, CALCy bzw. CALC,40m des Relationenkalkiils zu bezeichnen.

In der Literatur wird oft der Begriff |, Relational vollstindige Sprache*
benutzt, um Anfragesprachen zu bezeichnen, die mindestens die
Ausdrucksstérke der relationalen Algebra (bzw., dquivalent dazu, des
Relationenkalkiils) besitzen.

Beweis von Korollar 7.19.

Die Richtung “(a)==(b)” gilt gemik Folgerung 7.18. Die Aquivalenz
zwischen (b), (c¢) und (d) ist Aussage von Satz 7.10. Zum Beweis der
Richung “(d)=(a)” kénnen wir genauso vorgehen wie im Beweis der
Richtung “(c)=(a)” von Satz 7.10 und uns davon iiberzeugen, dass die
dabei fiir eine Anfrage () der relationalen Algebra erzeugte CALCy;-Anfrage
@' tatsichlich zu CALC,, gehért. Details: Ubung! — Insbes. fiir Fall 6
muss dabei Folgendes gezeigt werden: Wenn g, in SRNf ist und

r(pg,) = frei(pg, ), dann gilt fir die Formel ¢ := SRNF(—yg, ), dass

rr (1) # L ist. O
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7.3 Statische Analyse und Auswertungskomplexitat

Folie 286
Zur Erinnerung

Wunschliste fiir bessere Optimierung:

e zum , LLOschen leerer Zwischenergebnisse™:
Test, ob eine gegebene (Teil-)Anfrage @ unerfiillbar ist (,Q = ()

e zum ,,LLoschen von Redundanzen:
Test, ob zwei (Teil-)Anfragen () und P dquivalent sind (,,QQ = P¥)

e Wir kennen bereits: Algorithmen zum Lésen dieser Probleme fiir
konjunktive Anfragen

e Jetzt: Unentscheidbarkeit dieser Probleme fiir relationale Algebra
Folie 287

Statische Analyse fiir Relational vollstindige Sprachen

Satz 7.20.
Sei S ein Datenbankschema, das mindestens ein Relationssymbol R enthdlt,
dessen Stelligkeit > 2 ist. Dann sind die folgenden Probleme unentscheidbar:

ERFULLBARKEITSPROBLEM FUR RELATIONALE ALGEBRA UBER S

Fingabe: Anfrage () der relationalen Algebra iiber dem Datenbank-
schema S

Frage: Ist @ erfiillbar (d.h. gibt es mind. ein I € inst(S) mit
[QIT) #0)

AQUIVALENZPROBLEM FUR RELATIONALE ALGEBRA UBER S
Fingabe: Anfragen () und P der rel. Algebra iiber dem DB-Schema
S
Frage: Ist @ = P (d.h. gilt fiir alle I € inst(S), dass [Q](I) =
[PI() ?

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR REL. ALGEBRA UBER S

FEingabe: Anfragen () und P der rel. Algebra iiber dem DB-Schema
S

Frage: Ist @ C P (d.h. gilt fir alle I € inst(S), dass [Q](I) C
[PI(D) ?
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Beweis: Einfache Folgerung aus dem Satz von Trakhtenbrot
(Theorem 7.11) und der Aqu_i_valenz zwischen relationaler Algebra und dem
Relationenkalkiil. Details: Ubung.

Auswertungsproblem:
Boolesche Anfragen ~» beliebige Anfragen

Theorem 7.21. Sei A ein Algorithmus, der das Auswertungsproblem fir
Boolesche Anfragen des Relationenkalkiils [0st.

Dann gibt es einen Algorithmus B, der das Auswertungsproblem fiir
(beliebige) Anfragen des Relationenkalkils unter Rickgriff auf A mit
Taktung O(k3-n-logn) lost.

Beweis: Identisch zum Beweis von Theorem 3.20.

Folgerung: Falls wir das Auswertungsproblem fiir Boolesche Anfragen des
Relationenkalkiils effizient 16sen konnen, dann konnen wir es auch fiir
beliebige Anfragen des Relationenkalkiils effizient 16sen.

Zur Erinnerung: Wir wissen bereits, dass das Auswertungsproblem bereits
fiir Boolesche Anfragen des konjunktiven Kalkiils NP-vollstindig ist (Satz
von Chandra und Merlin).

Die Komplexitiatsklasse PSPACE (,,polynomieller Platz*)

Zur Erinnerung:

e Ein Entscheidungsproblem B gehort zur Klasse PSPACE, falls es eine
(deterministische) Turingmaschine 7" und eine Konstante ¢ gibt, so
dass fiir jede Zahl N und jede zum Problem B passende Eingabe w
der Grofse N gilt:

Die Berechnung von T bei Eingabe w benutzt < N¢ Bandzellen und
endet mit der Ausgabe “ja”, falls w eine “ja”-Instanz fiir B ist, bzw.
mit der Ausgabe “nein”; falls w eine “nein”-Instanz fiir B ist.

e Esgilt: P C NP C PspACE = NPSPACE C EXPTIME.

e Ein Entscheidungsproblem B heifst PSPACE-vollstindig (bzgl.
Polynomialzeit-Reduktionen), falls gilt:
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(1) B € PSPACE und

(2) B ist PSPACE-hart, d. h. fiir jedes Problem A € PSPACE gibt es

eine Polynomialzeit-Reduktion f von A auf B (kurz:
fiA<, B)

e Eine Polynomialzeit-Reduktion f von A auf B ist eine
(deterministisch) in polynomieller Zeit berechenbare Funktion, die
jede zum Problem A passende Eingabe w auf eine zum Problem B
passende Eingaben f(w) abbildet, so dass gilt

w ist eine “ja’-Instanz fir A <= f(w) ist eine “ja’-Instanz fiir B.

e Esgilt: (A PSPACE-hart und A<, B) => B PSPACE-hart.

Folie 290

Auswertungskomplexitat des Relationenkalkiils

Theorem 7.22 (Chandra, Merlin, 1977). Das Auswertungsproblem fiir
Boolesche Anfragen des Relationenkalkiils ist PSPACE-vollstindig.
(kombinierte Komplezitit)

Zum Nachweis der PSPACE-Hérte benutzen wir das folgende Resultat (hier
ohne Beweis):

Theorem (Stockmeyer, Meyer, 1973) QBF ist PSPACE-vollstindig.

Das Problem QBF ist dabei folgendermafsen definiert: (QBF steht fiir “Quantified

Boolean Formulas”)

QBF
Fingabe: Quantifizierte Aussagenlogische Formel v

Frage: Hat ¢ den Wert 1 7

, Quantifizierte Aussagenlogische Formel® bedeutet:

¥ ist von der Form 3X; VX, 3X5---Q,, X, x wobeim > 1, Q,,, = 3, falls m
ungerade und @), =V, falls m gerade, y eine Aussagenlogische Formel iiber
den Variablen X;,..., X,,.

Die Formel ¢ hat den Wert 1, falls gilt: Es gibt eine Belegung von X; (mit
0 oder 1), so dass es fiir jede Belegung von X, eine Belegung von Xj gibt,
so dass ... x gilt.

(Andernfalls hat ¢ den Wert 0.)
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Beweis zu Theorem 7.22:

Zugehdrigkeit zu PSPACE: Der ,naive* Algorithmus zur Auswertung von
CALC  4om-Anfragen entlang der Definition der Semantik liefert einen
polynomiell platzbeschrinkten Algorithmus zum Losen des
Auswertungsproblems (Details: Ubung).

PsSPACE-Hdrte: Ansatz: Finde eine Polynomialzeit-Reduktion von QBF auf
das Auswertungsproblem fiir Boolesche Anfragen des Relationenkalkiils.

Idee am Beispiel: Zur QBF-Eingabe
¢ o= IXVXLIX5 (X A (X V X))
konstruiere die FO[S]-Formel
Y = JuVa,Ias (Ri(x1) A (2R (22) V Ri(x3)))

und die Datenbank I vom Schema S := { Ry, R;} mit I(Ry) = {0} und
I(R,) = {1} fiir zwei Konstanten 0,1 € dom mit 0 # 1. Dann gilt:

I Eodom ¢ <= 1 hat den Wert 1.

Allgemein: Bei Eingabe einer beliebigen QBF yx gibt unsere
Polynomialzeit-Reduktion f die AWP-Instanz (I, ), ) aus, wobei I die
Datenbank vom Schema S := { Ry, R} mit I(Ry) := {Ro} und I(R;) := {1}
sowie (), := {() : X} ist. Die Formel x entsteht dabei aus x, indem jeder
Quantor der Form QX mit @ € {3,V} durch Qux und jedes ,,Atom“ der
Form X durch R (vx) ersetzt wird. Zu diesem Zweck sei jeweils v, € var
eine speziell fiir X gewdhlte Variable.

Klar: Bei Eingabe von y kann f(y) in Zeit polynomiell in der Grofse von x
erzeugt werden. Einfaches Nachrechnen (Details: Ubung) zeigt:

x hat den Wert 1 <= [QyJadom (I) = a”.

Damit ist auch die PSPACE-Hérte des Auswertungsproblems gezeigt. O]

Datenkomplexitit des Relationenkalkiils

Datenkomplexitat:

e Blickwinkel: Anfrage ist fest; die Eingabe besteht ,,nur” aus der
Datenbank
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e Rechtfertigung: i.d.R. ist die Anfrage kurz, die Datenbank aber sehr
grofs.
Bei DB-Anwendungen in der Praxis aufserdem oft: einige (wenige)
Standard-Anfragen, die immer wieder gestellt werden (d.h.: Anfagen
fest, die Eintrédge in der Datenbank konnen sich mit der Zeit aber
dndern).

e Notation: Fir jede feste Anfrage () des Relationenkalkiils (bzw. der
relationalen Algebra) bezeichnet EVALq das folgende
Auswertungsproblem:

EVALg

Fingabe: Datenbank I (vom zu @ ,passenden” Datenbankschema)
Aufgabe: Berechne [Q](T).

o Fir jede feste Anfrage () der relationalen Algebra kann EVALg in
polynomieller Zeit gelost werden (denn geméf Proposition 6.4 in Zeit

(k+n)°®) wobei k := |Q])

e Dies lasst sich noch deutlich verbessern zur Aussage: EVALg kann in
konstanter Zeit gelost werden auf Parallelrechnern mit polynomiell
wvielen Prozessoren.

Genauer: EVALg gehort zur Komplexitétsklasse AC? ...

Folie 292
Schaltkreise:

e Wir betrachten Schaltkreise mit A, V, —-Gattern;
wobei A und V-Gatter beliebig viele Eingdnge haben diirfen

o Jum ,Zugriff  auf die Fingabe-Datenbank 1 aufserdem:
Fiir jedes R € S, r := ar(R) und alle iy,...,i. € {1,...,|adom(I)|}
ein mogliches ,, Bingabe-Gatter* der Form “R(iq,...,1,)” zum Testen,
ob das aus den entsprechenden Werten gebildete Tupel zur Relation
I(R) gehort oder nicht.
Analog auch fiir jedes ¢ € dom Eingabe-Gatter der Form “/=c” zum
Testen, ob das i-te Element in adom(I) die Konstante c ist.

Definition 7.23 (AC? =, Probleme, die mit Schaltkreisen konst. Tiefe und polyn. Gréfe lésbar
sind*). Sei @) eine Boolesche Anfrage an Datenbanken vom Schema S.

Das Problem EVALg gehort genau dann zur Komplezititsklasse AC°, wenn
es eine Familie (C),),>1 von Schaltkreisen (der obigen Art) gibt, so dass
gilt:
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e Es gibt eine Zahl d € N, so dass fiir jedes m > 1 gilt: C,, hat die
Tiefe < d.

e Ls gibt eine Zahl d' € N, so dass fiir jedes m > 1 gilt:
C,, besteht aus maximal m® vielen Gattern.

e Fiir jedes m > 1 und jede Datenbank I € inst(S) mit |adom(I)| = m

gilt:
Cy, akzeptiert Eingabe I < [Q](I) = “ja”

Folie 293

Theorem 7.24 (Immerman, 1987). Fir jede Boolesche Anfrage Q) des
Relationenkalkiils gehirt EVALg zu AC?

Beweis: Hier nur die Beweisidee (Details: Ubung) anhand der Booleschen
Anfrage
Q = { () : 3z Vy 3z (R(z,y) N —z=c) }

J

::(70

Ansatz zur Konstruktion von C,, (auszuwerten iiber einer Datenbank I mit
|adom(I)| =m) :

e VA

i=1 j=1 ¢

<:

( A —|€:c> ~»  Schaltkreis C,, (siehe
1 Tafel)
der Tiefe < |¢|

7.4 Grenzen der Ausdrucksstarke

Folie 294
Beispiel: Frankfurter U-Bahn-Netz

Hier vereinfacht: Eine Relation U-Bahn-Netz mit Attributen Linie, Halt,
ndchsterHalt

U-Bahn-Netz
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Linie Halt ndchsterHalt
U4  Bockenheimer Warte Festhalle/Messe
U4 Festhalle/Messe Hauptbahnhof
U4 Hauptbahnhof Willy-Brandt-Platz
U4  Willy-Brandt-Platz Dom/Romer
u7 e e
u7 Kirchplatz Leipziger Str.
u7 Leipziger Str. Bockenheimer Warte
U7  Bockenheimer Warte Westend

Anfrage:

Gib alle Stationen aus, die von “Bockenheimer Warte” aus ohne Umsteigen
zu erreichen sind.

(1) mit max. 1 Zwischenhalt:
{ (xg) : xp ( U-Bahn-Netz(z 1, “Bockenheimer Warte”, zg)V
dxy ( U-Bahn-Netz(z,“Bockenheimer Warte”, x7) A
U-Bahn-Netz(zp, x 7, xg))> }

(2) mit max. 2 Zwischenhalten: analog

(3) mit beliebig vielen Zwischenhalten 7%
Folie 295

Gaifman-Lokalitidt einer Anfrage

Definition 7.25. Sei S ein Datenbankschema, sei r > 1.

Eine Anfrage () der Stelligkeit r heifst Gaifman-lokal, falls es ein d > 0 gibt,
so dass fiir alle Datenbanken I € inst(S) und alle Tupel a € dom” und

b € dom" gilt:

Falls N}®(a) 2 N79(1), so (a€[Q)I) <= be [QID).

Notation hierbei:

e N7%(a): die d-Nachbarschaft von a = (as, ..., a,), d.h.: die
Datenbank I, eingeschrankt auf die Elemente N29(a), wobei
Ny®(a) = {as,...,a,} Uadom(Q)
es gibt ein Tupel ¢ in I, in dem
Nilﬁ(a) = NZ-I’Q(a) U< ¢ € dom : sowohl ¢ als auch mind. ein Ele-
ment aus N9(a) vorkommt
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o N7%(a) = NP (b): Ni9(a) ist isomorph zu NJ9(b), d. h. es gibt
eine bijektive Abbildung f von X := N;Q(a) nach Y := N;’Q(b), SO
dass gilt:

= fla) =0,
— f(c) = ¢, fir alle ¢ € adom(Q),

— fiir jedes R € S und jedes Tupel t € X*() gilt:
tel(R) < f(t) e I(R).

Gaifman-Lokalitat des Relationenkalkiils

Zur Erinnerung:

Eine Anfrage @) der Stelligkeit r heillt Gaifman-lokal, falls es ein d > 0 gibt,
so dass fiir alle Datenbanken I € inst(S) und alle Tupel a € dom" und

b € dom" gilt:

Falls Ny%(a) = NJ9b), so (a € [QII) <« be [QII).

Theorem 7.26 (Gaifman-Lokalitdt (hier ohne Beweis)). Jede Anfrage @
des Relationenkalkiils CALC 440, ist Gaifman-lokal.

Beweis: Siehe Vorlesung ,, Logik und Komplexitdt”.

Anwendung der Gaifman-Lokalitat

Beispiel 7.27. Die Anfrage ,, Gib alle Stationen aus, die von
“Bockenheimer Warte” aus ohne Umsteigen zu erreichen sind“ kann nicht
im Relationenkalkiil (also auch nicht in der relationalen Algebra)
beschrieben werden.

Beweis:  Sei S = {U-Bahn-Netz/3}. Angenommen, ) wére eine
CALC 14om [S]-Anfrage, die die geforderte Anfragefunktion ¢ beschreibt.
Gemafs Theorem 7.26 existiert dann eine Zahl d > 0, s. d. fiir alle
Datenbanken I € inst(S) und alle Tupel a = (a;),b = (b1) gilt: Wenn
N79(a) 2 NJP(b), dann st a € [Q](I) < b€ [Q](T).

Ziel: Konstruiere fiir alle d > 0 jeweils eine konkrete Datenbank I und zwei
Elemente ay,b; € adom(I), s.d. N9 (a;) = N9 (by), aber (a1) € [Q](T)
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und (by) ¢ [Q](I), d.h. a; ist von Bockenheimer Warte aus ohne Umsteigen
erreichbar, b; nicht.

Idee zur Wahl von 1: I(U-Bahn-Netz) enthilt alle Tripel der Form
(Ul,z,y), wobei (z,y) eine Kante im folgenden Graphen ist:

d d d
BW —a—0 —a—0 o |

Dabei sind die gepunkteten Linien so zu ersetzen, dass sich zwischen den
markierten Knoten jeweils ein Pfad der Léange d ergibt.
Sei C' = adom(Q); es gelte C Nadom(I) C {BW}, d.h. alle Knoten aufer

BW seien verschieden von Elementen in C.

N7€(ay) besteht aus

e allen Knoten in C,

e allen Knoten aus (2) und

e falls BW € (', auch allen Knoten aus (1).
N79(by) besteht aus

e allen Knoten in C,

e allen Knoten aus (3) und

e falls BW € (', auch allen Knoten aus (1).

Daher gilt: (a1) € [Q](T), (b1) ¢ [Q](T) und N (ar) = Nj9(by) (Details:
Ubung). O

Bemerkung:
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Mit etwas anderen Methoden kann man auch zeigen, dass der
Relationenkalkiil ,,nicht zdhlen kann®. Zum Beispiel kann die Anfrage ,, Hat
Stephen Spielberg mehr Filme gedreht als Alfred Hitchcock?“ nicht im
Relationenkalkiil ausgedriickt werden.

Beweismethode:
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele; siehe Vorlesung , Logik in der Informatik®.

7.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 7.1. Beweisen Sie die Richtung (d)==(a) in

Korollar 7.19, d. h. zeigen Sie, dass es zu jeder Anfrage () der relationalen
Algebra (unbenannte Perspektive) eine dquivalente CALCy,-Anfrage Q'
gibt.

Ubungsaufgabe 7.2. Arbeiten Sie die Details zum Beweis von Satz 7.12
aus (Nachweis der Unentscheidbarkeit des Problems
BEREICHSUNABHANGIGKEIT FUR CALC|[S], wobei S ein Datenbankschema
ist, das mindestens ein Relationssymbol der Stelligkeit > 2 enthélt).

Ubungsaufgabe 7.3.

(a) Geben Sie zu jeder der Anfragen aus Aufgabe 6.2 (a) eine
bereichsunabhéngige Formulierung im Relationenkalkiil an.

(b) Entscheiden Sie fiir jede der folgenden CALC-Anfragen, ob sie zur
Anfragesprache CALC,, gehort:

{ (xg) : Jxg <Filme(”Boxhagener Platz”, zg, xg)

V Vys (Filme("Herr Lehman”, z g, xs))> }

{ (xr) : JrgIxy (Progmmm(xK,xT,xz)

Ay Vyz (Programm(yk, xr, yz) — yZ:xZ)> }
(c) Gehoren alle Anfragen aus CALC,; zu CALC,,?
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Ubungsaufgabe 7.4. Sei S ein Datenbankschema mit mindestens einem
Relationssymbol der Stelligkeit > 2.
Zeigen Sie, dass die folgenden Probleme unentscheidbar sind.

(a)

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR CALC[S] IN adom-SEMANTIK

Fingabe: CALC-Anfragen ()1 und @9 tiber S

Frage: Gilt Q1 Caqom @2, d.h. gilt fiir alle Datenbanken I vom
Schema S, dass [Q1]adom(I) € [Q2]adom(I) ?

AQUIVALENZPROBLEM FUR CALC[S| IN adom-SEMANTIK
Fingabe: CALC-Anfragen )1 und @9 iiber S

Frage: Gilt Q1 =aqom @2, d.h. gilt fiir alle Datenbanken I vom
Schema S, dass [@1]adom(I) = [Q2]adom(I) ?
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Kap:itel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Folie 298
Ausdrucksstiarke von Anfragesprachen

stratifiziertes Datalog™

e relational vollstandige Sprachen:
relationale Algebra, nr-Datalog™,
Relationenkalkiil (Varianten: active domain, bereichsunabhéngig,
safe-range)

e Positive Anfragen:
SPCU, SPJRU, nr-Datalog
positiver existentieller Kalkiil PE-CALC 440,

e konjunktive Anfragen:
SPC, SPJR, regelbasierte konjunktive Anfragen, konjunktiver Kalkiil,
Tableau-Anfragen

o azyklische konjunktive Anfragen:
azyklische regelbasierte konjunktive Anfragen, Semijoin-Anfragen,
konjunktives Guarded Fragment

e Datalog

Schematische Darstellung: siehe Tafel

Folie 299
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Methoden zum Nachweis von Grenzen der Ausdrucksstarke einer
Anfragesprache

e Monotonie von regelbasierten konjunktiven Anfragen und
Datalog-Anfragen

e regelbasierte konjunktive Anfragen und Datalog-Anfragen @ sind
abgeschlossen unter adom(Q)-Homomorphismen

e Gaifman-Lokalitdt von Anfragen des Relationenkalkiils

Auswertungskomplexitéit und Statische Analyse

Daten- kombinierte ErfiillbarkeitsAquivalenz-Query Con-
komplexitatKomplexi-  problem problem  tainment
tét Problem
Stratifiziertes P- EXPTIME- unent- unent- unent-
Datalog™ vollstindig vollstindig scheidbar scheidbar scheidbar
Relationale || in AC? PSpPACE- unent- unent- unent-
Algebra vollstédndig scheidbar scheidbar scheidbar
Positive in ACP NP- entscheidbar entscheidbarentscheidbar
Anfragen vollstindig
Konjunktive|| in ACP NP- in P NP- NP-
Anfragen vollsténdig vollsténdig vollstandig
Azykl. in AC? in P in P in P in P
Konj. (LocCFL-
Anfragen vollst.)
Datalog P- EXPTIME- entscheidbar unent- unent-
vollstandig vollstindig scheidbar scheidbar

Wichtige Stichpunkte

e Homomorphismus-Satz
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Funktionale Abhingigkeiten

e The Chase (,,Die Verfolgungsjagd*)

e Aquivalenz, Query Containment und Minimierung konjunktiver
Anfragen
unter Beriicksichtigung funktionaler Abhangigkeiten

e cffizienter Test, ob F |= f, bei Eingabe einer FD-Menge F und einer
FD f

e Armstrong-Kalkiil

8.2 Ausblick auf weitere Themen

Folie 303
Einige weiterfiihrende Themen

e Semistrukturierte Daten und XML

Datenbanken mit unvollstdndiger Information

Datenaustausch und Datenintegration

Datenstrome

Constraint Datenbanken

Probabilistische Datenbanken

Folie 304
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