Kap:itel 3

Graphen und Baume

Bei Modellierungsaufgaben geht es oft darum, Objekte sowie Beziehungen
zwischen Objekten zu beschreiben. Graphen und Béume eignen sich dazu
oft besonders gut.

Anschaulich besteht ein Graph aus Knoten und Kanten:

e “Knoten” reprisentieren dabei “gleichartige Objekte”.
e “Kanten” représentieren Beziehungen zwischen je zwei “Objekten”.

Je nach Aufgabenstellung werden ungerichtete Graphen oder gerichtete
Graphen verwendet.
Béume sind Graphen mit bestimmten Eigenschaften.

Beispiel 3.1.

(a) Skizze eines ungerichteten Graphen, der die Autobahnverbindungen
zwischen einigen Stadten darstellt:

WI F
MZ
» DA
WU
KL » MA
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DA = Darmstadt

F = Frankfurt

KL = Kaiserslautern
MA = Mannheim
MZ = Mainz

WI = Wiesbaden
WU = Wiirzburg

(b) Skizze eines gerichteten Graphen, der den prinzipiellen Ablauf eines
Telefonats darstellt:

Ziffer wahlen
Horer abheben

auflegen Gesprach fiihren

3.1 Gerichtete und ungerichtete Graphen
Grundlegende Definitionen

Ungerichtete Graphen

Definition 3.2.
Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V', die
Knotenmenge von G genannt wird, und einer Menge

E C {{i,j} - ieV,jeV,i#j},

die Kantenmenge von G genannt wird. Die Elemente aus V' heifen Knoten
von G (auch: “Ecken”; englisch: vertices, singular: vertex); die Elemente aus
E heifen Kanten von G (englisch: edges, singular: edge).

Ein ungerichteter Graph G heiftt endlich, falls seine Knotenmenge endlich
ist.
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Folie 128
Beispiel 3.3. G = (V, E) mit
vV = { MZ, WL MA, DA, KL, F, WU } und
E

{ {Mz,WI}, {WLF}, {F,DA}, {F, WU},
{MZ,DA}, {MZ,KL}, {KL,MA}, {DA,MA} }

ist ein ungerichteter Graph, der die Autobahnverbindungen zwischen Mainz
(MZ), Wiesbaden (WI), Mannheim (MA), Darmstadt (DA), Kaiserslautern
(KL), Frankfurt (F) und Wiirzburg (WU) reprisentiert. Beispiel 3.1(a)
zeigt diesen Graphen G in graphischer Darstellung: Knoten werden als
Punkte dargestellt, Kanten als Verbindungslinien zwischen Punkten.

Folie 129

Beachte. Laut Definition 3.2 gibt es zwischen zwei Knoten ¢ und j aus V'

e hdchstens eine Kante; diese wird mit {7, j} bezeichnet und graphisch
dargestellt als

e fkeine Kante, falls ¢ = j ist. In der graphischen Darstellung eines
ungerichteten Graphs sind also ,,Schleifen” der Form

i)
nicht erlaubt.

Jede Kante {i,j} eines ungerichteten Graphen ist also eine 2-elementige
Menge von Knoten des Graphen.

Folie 130

Bemerkung. In der Literatur wird zumeist die oben genannte Definition
von ungerichteten Graphen verwendet. Davon abweichend erlauben einige
Biicher in ungerichteten Graphen aber auch , Schleifen* der Form

i
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Notation 3.4. Sei G = (V| F) ein ungerichteter Graph.

e Ein Knoten v € V heilst inzident mit einer Kante e € E, falls v € e.

e Die beiden mit einer Kante e € F inzidenten Knoten nennen wir die
Endknoten von e, und wir sagen, dass e diese beiden Knoten verbindet.

e Zwei Knoten v,w € V heifen benachbart (bzw. adjazent), falls es eine
Kante e € E gibt, deren Endknoten v und w sind (d.h. e = {v, w}).

e Falls v und w zwei benachbarte Knoten sind, so sagen wir auch: w ist
ein Nachbar von Knoten v.

Definition 3.5 (Grad).

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph und sei v € V' ein Knoten
von G. Der Grad von v in G (engl.: degree), kurz: Gradg(v), ist die Anzahl
der Kanten, die v als Endknoten haben. D.h.

Gradg(v) = [{e€ E:vee}.
Der Grad von G ist
Grad(G) := max{Gradg(v):v eV},

d.h. Grad(G) gibt den maximalen Grad eines Knotens von G an.!

Beispiel.
Fir den Graphen G =

d c

gilt:  Gradg(a) =3, Gradg(b) =2, Gradg(c) =3, Gradg(d) =2 und
Grad(G) = 3.

Ist M eine endliche, nicht-leere Menge von Zahlen, so bezeichnet max M das grofite
Element von M.
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Gerichtete Graphen

Definition 3.6.
Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V', die
Knotenmenge von G genannt wird, und einer Menge

E C {(ij):ieV,jeV},

die Kantenmenge von GG genannt wird. Die Elemente aus V' heifen Knoten
(bzw. “Ecken”), die Elemente aus E heifen (gerichtete) Kanten von G.
Ein gerichteter Graph G heifit endlich, falls seine Knotenmenge endlich ist.

Folie 135
Beispiel 3.7. G = (V, E) mit
V = {abc} und
E = { (a,b), (bb), (b,c), (c.a), (a,c) }
ist ein gerichteter Graph.
In der graphischen Darstellung eines gerichteten Graphen werden Knoten
werden als Punkte dargestellt. Eine Kante der Form (4, j) wird als Pfeil von
Knoten 7 nach Knoten j dargestellt, also
i j
Der gerichtete Graph aus Beispiel 3.7 ldsst sich in graphischer Darstellung
also wie folgt darstellen:
a b
Folie 136

Notation 3.8. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

o Ist e = (i,7) € E, so heifit i der Ausgangsknoten von e und j der
Endknoten von e, und wir sagen, dass e von ¢ nach j verlduft.

e Ein Knoten v € V heifst inzident mit einer Kante e € F, falls v der
Ausgangs- oder der Endknoten von e ist.

Version vom 11. Dezember 2022 Seite 85



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Diskrete Strukturen

e Zwei Knoten v, w € V' heien benachbart (bzw. adjazent), falls
(v,w) € E oder (w,v) € E.

e Eine Kante der Form (v,v) wird Schleife genannt. D.h.: Eine Schleife
ist eine Kante, deren Ausgangs- und Endknoten identisch ist.

Folie 137
Modellierung durch gerichtete Graphen
Beispiel 3.9.
In der folgenden Strafenkarte sind Einbahnstraken durch Pfeile markiert.
I | |l | &
[ E— l
Diese Strakenkarte kénnen wir durch einen gerichteten Graphen
reprasentieren, der fiir jede Strakenkreuzung einen Knoten enthélt, und in
dem es eine Kante von “Kreuzung” 7 zu “Kreuzung” j gibt, falls man von
nach j fahren kann, ohne zwischendurch eine weitere Kreuzung zu passieren.
Folie 138
Graphisch lasst sich dieser gerichtete Graph folgendermafsen darstellen:
3
"
Folie 139

Weitere Beispiele zur Modellierung durch Graphen:

e Computer-Netzwerk:
Knoten reprasentieren Computer; Kanten repréisentieren
Netzwerkverbindungen
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o das World Wide Web:

Knoten reprasentieren Webseiten; Kanten reprasentieren Hyperlinks

Folie 140

Definition 3.10.
Sei G = (V, E) ein endlicher gerichteter Graph und sei v € V' ein Knoten
von G.

e Der Ausgangsgrad von v in G (engl.: out-degree), kurz: Aus-Gradg(v),
ist die Anzahl der Kanten, die v als Ausgangsknoten haben. D.h.:

Aus-Gradg(v) = {e€ E:esex. v € Vsd. e = (v,0)}].

e Der Eingangsgrad von v in G (engl.: in-degree), kurz: Ein-Gradg(v),
ist die Anzahl der Kanten, die v als Eingangsknoten haben. D.h.:

Ein-Gradg(v) = [{e€ E:esex. v € Vsd. e= (v,0)}].

Folie 141
Beispiel.
Fiir den Graphen G =

W
b
gilt:  Ein-Gradg(a) =0, Ein-Gradg(b) =2, Aus-Gradg(a) =1,
Aus-Gradg(b) = 1.

Folie 142

Verschiedene Arten der Darstellung von Graphen

Bemerkung 3.11.
Es gibt mehrere Arten Graphen darzustellen, zum Beispiel

e abstrakt, durch Angabe der Knotenmenge V' und der Kantenmenge F.

Beispiel: G1= (V1, F1) mit

Vi == {a, b ¢, d} und
Ey = {(a,b), (a,c), (a,d), (b,b), (b,c), (d,b), (d,c) }.
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e graphisch (bzw. anschaulich): Der obige Beispiel-Graph G; kann
graphisch dargestellt werden durch

a ¢ b

d & c

Folie 143
oder, dquivalent dazu, durch

T

s —

Folie 144

e durch Angabe einer Adjazenzliste, die zu jedem Knoten i eine Liste
aller Knoten angibt, zu denen eine von 7 ausgehende Kante fiithrt. Der
Beispiel-Graph (7 wird durch folgende Adjazenzliste représentiert:

Knoten | Nachfolger
a b, c, d
b, ¢

b
c
d b, c

Folie 145
Auf die gleiche Art kénnen auch ungerichtete Graphen durch eine

Adjazenzliste reprisentiert werden. Beispielweise der Graph

2

durch die Adjazenzliste
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Knoten | Nachbarn
1 2,3, 4
2 1
3 1,4
4 1,3

Folie 146

e durch Angabe einer Adjazenzmatriz, d.h. einer Tabelle, deren Zeilen
und Spalten mit Knoten beschriftet sind, und die in der mit Knoten ¢
beschrifteten Zeile und der mit Knoten j beschrifteten Spalte

— den Eintrag 1 hat, falls es eine Kante von Knoten ¢ nach Knoten
J gibt, und
— den Eintrag 0 hat, falls es keine Kante von i nach j gibt.

Beispielsweise sieht die Adjazenzmatrix des gerichteten Graphen Gy
wie folgt aus:

—_ O = = o
—_ O = =0
S OO

QUL O o
O O O O

Folie 147
Die Adjazenzmatrix des ungerichteten Graphen Gs ist:

1 2 3 4
1170 1 1 1
211 0 0 O
311 0 0 1
411 0 1 O
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Wege in Graphen

Definition 3.12 (Wege und Kreise).
Sei G = (V, E) ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph.

(a)

Ein Weg in G ist ein Tupel
(vo,...,v) € Vi
fiir ein ¢ € N, so dass fiir alle i € N mit 0 < ¢ < £ gilt:

e falls G ein gerichteter Graph ist, so ist (v;,v;41) € E,
e falls G ein ungerichteter Graph ist, so ist {v;,v;11} € E.

Das Tupel (vg, . ..,v,) wird dann ein Weg von vy nach vy genannt. ¢ ist
die Lange des Weges. D.h.: Die Linge des Weges gibt an, wie viele
Kanten auf dem Weg durchlaufen werden.

Beachte.
Gemifs dieser Definition ist fiir jedes v € V' das Tupel (v) ein Weg der
Lange 0 von v nach v.

Ein Weg (vy, ..., v,) heifit einfach, wenn kein Knoten mehr als einmal
in dem Weg vorkommt — d.h. die Knoten vy, ..., v, sind paarweise?
verschieden, d.h. [{vo,...,v}| = (+1.

Ein Weg (vo, . .., vp) heifst Kreis, wenn ¢ > 1 und v, = vy ist.

Ein Kreis (v, ..., v) heifit einfach, wenn keine Kante mehrfach
durchlaufen wird und — abgesehen vom Start- und Endknoten — kein
Knoten mehrfach besucht wird. D.h.:

e In einem gerichteten Graphen G sind einfache Kreise genau die
Wege der Form (v, ..., vy), fir die gilt: £ > 1 und vy = vy und
|{’U0, ce ,Ug_1}| =/.

e In einem ungerichteten Graphen G sind einfache Kreise genau die
Wege der Form (v, . .., vy), fir die gilt: £ > 3 und v, = vy und
’{Uo, C ,’U@,l}‘ =/.
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Folie 150
Beispiel 3.13.
(a) Fiir den Graphen
ae—e)
de———ecC
ce
gilt:
e (e,d,b,c,d) ist ein Weg der Lénge 4, aber kein einfacher Weg,.
e (d,b,c,d) ist ein einfacher Kreis.
e (e,d,a,b) ist ein einfacher Weg,.
e (b,d,a) ist kein Weg.
e (a,b,c,d,b,c,d, a) ist ein Kreis, aber kein einfacher Kreis.
Folie 151
(b) Fiir den Graphen c
a e
b
gilt:
e (a,b,c,a) ist ein einfacher Kreis.
e (c¢,d,c) ist ein Kreis, aber kein einfacher Kreis.
e (a,c,d) ist ein einfacher Weg.
e (¢,b,a,c,d) ist ein Weg, aber kein einfacher Weg.
Folie 152

Definition 3.14 (azyklischer Graph, DAG).

2Der Begriff ,paarweise verschieden® ist Mathematik-Jargon. Die Aussage ,seien
x1,...,T, paarweise verschieden“ bedeutet, dass z1,...,z, alle verschieden voneinander
sind, d.h. z; # z; fa. i,j € {1,...,n} mit i # j.
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(a) Ein Graph heifit azyklisch, falls er keinen einfachen Kreis enthélt.

(b) Gerichtete azyklische Graphen werden im Englischen directed acyclic
graph, kurz: DAG, genannt.

Definition 3.15 (zusammenhéngend, stark zusammenhéngend).

(a) Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifst zusammenhdngend, wenn fiir
alle Knoten v,w € V gilt: Es gibt in GG einen Weg von v nach w.

Beispiel.
A
Der Graph ist zusammenhéngend.
Der Graph ist nicht zusammenhéngend.
-

(b) Ein gerichteter Graph G = (V, E) heifst stark zusammenhdingend, wenn
fiir alle Knoten v, w € V gilt: Es gibt in G einen Weg von v nach w.

Beisprel.

Der Graph ist nicht stark zusammenhén-
gend (da es z.B. keinen Weg
vom Knoten links oben zum
Knoten links unten gibt).

Der Graph : ist stark zusammenhangend.

Definition 3.16 (Zusammenhangskomponente,
starke Zusammenhangskomponente).
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(a) Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Graph G’ = (V', E’) heifst
Zusammenhangskomponente von G, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) G’ ist ein Teilgraph von G, d.h. V' C V und E' C E,

(2) G’ ist zusammenhéingend und

(3) fiir jeden zusammenhéngenden Teilgraphen G” = (V”, E”) von G
mit V' C V" und £/ C E” gilt: V' = V" und E' = E".

Beispiel.
G = hat nur eine Zusammenhangs-
komponente, ndmlich G selbst.
G = hat zwei Zusammenhangskompo-

— nenten, namlich

und _—" .

(b) Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Ein Graph G' = (V' E’) heift
starke Zusammenhangskomponente von G, falls die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(1) G’ ist ein Teilgraph von G,
(2) G’ ist stark zusammenhéngend und

(3) fiir jeden stark zusammenhéngenden Teilgraphen G” = (V”, E")
von G mit V' CV”und ' C E” gilt: V! =V” und E' = E".

Beisprel.
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G= hat nur eine starke Zusammen-
hangskomponente, namlich G
selbst.

G = hat zwei starke Zusammenhangs-

komponenten, namlich

- .. ———,und e.
G = hat zwei starke Zusammenhangs-
komponenten, namlich und

Ve

Definition 3.17 (Hamilton-Kreise und Hamilton-Wege).
Sei G = (V, E) ein (gerichteter oder ein ungerichteter) Graph.

(a) Ein Weg W = (vy, ..., v) heilst Hamilton- Weg, wenn jeder Knoten aus
V genau einmal in W vorkommt.

(b) Ein Weg W = (vy, ..., v,) heift Hamilton-Kreis, wenn ¢ > 1 und
vg = v und (vp, ..., v,_1) ein Hamilton-Weg ist.

Beispiel. Der Graph G

hat einen Hamilton-Weg, namlich (e, c,d, a,b), aber keinen Hamilton-Kreis
(da Aus-Gradg(b) = 0 ist).
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Travelling Salesman Problem

FEin Anwendungsbeispiel:

Beim Problem des Handlungsreisenden (engl.: Travelling Salesman Problem,
kurz: TSP) geht es darum, eine Rundreise durch n Stédte so durchzufiihren,
dass jede Stadt genau 1 mal besucht wird. Es geht also darum, einen
Hamilton-Kreis zu finden. Das Problem, zu einem gegebenen Graphen zu
entscheiden, ob er einen Hamilton-Kreis besitzt, ist algorithmisch ein
schwieriges Problem: Man kann zeigen, dass es NP-vollstandig ist.

Folie 158
Im Gegensatz zu Hamilton- Wegen (bei denen es darum geht, einen Weg zu
finden, der jeden Knoten des Graphen genau einmal besucht), geht es bei
den im Folgenden betrachteten Fuler- Wegen darum, einen Weg zu finden,
der jede Kante des Graphen genau einmal besucht.

Folie 159

Konigsberger Briickenproblem

Beispiel 3.18.

In der Stadt Konigsberg gab es im 18 Jahrhundert 7 Briicken iiber den
Fluss Pregel, die die Ufer und 2 Inseln auf die in der folgenden Skizze
dargestellten Art miteinander verbanden.

Frage. Gibt es einen Spaziergang, der jede der 7 Briicken genau einmal
iiberquert und zum Ausgangspunkt zuriickkehrt?

Die obige Skizze lasst sich folgendermafien durch einen ungerichteten
Graphen modellieren: fiir jedes Ufer, jede Insel und jede Briicke gibt es
einen Knoten; Kanten zeigen direkte Verbindungen an.

Folie 160
Die Skizze wird also durch folgenden Graphen reprisentiert:
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GKénigsberg =

Die Frage nach dem “Spaziergang” entspricht dann gerade der Frage:

Gibt es in Gksnigsberg €inen Fuler-Kreis?

Definition 3.19 (Euler-Kreise und Euler-Wege).
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

(a) Ein Weg W = (vg, ..., vp) heilt Fuler-Weg, wenn W jede Kante aus F
genau einmal durchlauft, d.h. wenn es fiir jedes e € E genau ein
i€{0,...,0— 1} gibt, so dass e = {v;, v;11}.

(b) Ein Weg W = (vy, . ..,v,) heift Euler-Kreis, wenn W ein Euler-Weg ist
und vy = v, ist.

Satz 3.20 (Existenz von Euler-Kreisen und Euler-Wegen).
Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhdngender Graph, dessen
Knotenmenge endlich ist. Dann gilt:

(a) G besitzt einen Euler-Kreis
<
jeder Knoten von G hat einen geraden Grad (d.h. ist mit einer geraden
Anzahl von Kanten inzident).

(b) G besitzt einen Euler-Weg, der kein Euler-Kreis ist
<~
es gibt in G genau zwei Knoten mit ungeradem Grad.

Beweis:

(a) “="1 Sei K = (vy,...,v) ein Euler-Kreis. Insbesondere gilt: vy = v,.

Schritt 1: Jeder Knoten v € {vy,...,v,_1} hat geraden Grad, denn:
Sei v € {vg,...,vi—1} beliebig. Zu jedem ¢ € {0,...,¢ — 1} mit v =,
gibt es im Euler-Kreis K zwei verschiedene Kanten, namlich
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o {v;_1,v;} und {w;,v;41}, falls i # 0, bzw.

o {vg,v1} und {v,_1,v0}, falls i = 0 (beachte: vy = vy).

Da der Euler-Kreis K jede Kante von GG genau einmal enthélt, gilt
somit Folgendes: Ist k = [{i € {0,...,¢ —1} : v =v;}| (d.h. k gibt an,
wie oft v im Tupel (vo, ..., v,—1) vorkommt), so ist Gradg(v) =2 - k.
Daher hat jeder Knoten v € {vy,...,v,_1} geraden Grad.

Schritt 2: {vg,...,v—1} =V, denn:

Laut Voraussetzung ist G zusammenhéngend. Fiir beliebige Knoten
v,w € V gilt daher: es gibt in G einen Weg von v nach w. Da K ein
Euler-Kreis ist, enthélt K sdmtliche Kanten, die auf dem Weg von v
nach w vorkommen. Insbesondere gilt also f.a. v,w € V', dass

v,w € {vg,...,v_1}

Zusammenfassung: Aus den Schritten 1 und 2 folgt direkt, dass jeder
Knoten von G geraden Grad hat.

“«<==": Sei G ein zusammenhéngender ungerichteter Graph, in dem
jeder Knoten geraden Grad hat. Es sei

W = (vo,...,v)

ein Weg maximaler Linge in G, der keine Kante(n) mehrfach enthilt.
Da wir W nicht mehr verlangern kénnen, liegen alle mit v, inzidenten
Kanten auf W. Da laut unserer Voraussetzung die Anzahl dieser
Kanten gerade ist, folgt v, = vy.

Zu zergen: W ist ein Euler-Kreis.
Angenommen, W ist kein Euler-Kreis.

Dann gibt es in G eine Kante €/, die nicht auf W liegt. Da G
zusammenhangend ist, gibt es einen Weg, der von einem Endknoten
von €’ zu einem zu W gehorenden Knoten fiihrt. Sei e die erste Kante
auf diesem Weg, die einen Endpunkt in W hat. Sei v; der zu e inzidente
Knoten aus W und sei u € V' der andere zu e inzidente Knoten, d.h.

e = {u,v;}. Dann ist der Weg

W' = (U, 04, Vi1, -y Vo1, V0, V1, - -+, V)
ein Weg der Liange /+1, der keine Kante(n) mehrfach enthalt.
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Skizze:

Dies widerspricht aber der Tatsache, dass W ein Weg mazimaler Lange
ist.

(b) Die Richtung “=" folgt analog zu (a): Sei K = (vp, ..., v;) ein
Euler-Weg, der kein Euler-Kreis ist. Man sieht leicht, dass die beiden
Endknoten von K ungeraden Grad haben, und dass alle anderen
Knoten geraden Grad haben.

Zum Beweis der Richtung “<=" kann man (a) verwenden: Seien x und
y die beiden Knoten von G, die ungeraden Grad haben. Wir betrachten
den Graphen G’ := (V' E') mit V' := V U {z} und

E' = EU{{z,z}, {y,2}}, wobei z ein “neuer” Knoten ist, der nicht zu
V' gehort.

Offensichtlich hat jeder Knoten in G’ geraden Grad. Aufserdem ist G’
zusammenhéngend (da G zusammenhéngend ist). Aus (a) folgt, dass G’
einen Euler-Kreis besitzt. Wegen Gradg:(z) = 2 wird z auf diesem Kreis
genau einmal besucht. Durch Entfernen der Kanten {z, z} und {z,y}
erhélt man einen Euler-Weg in GG, der die beiden Knoten x und y als
Anfangs- und Endpunkt hat. m

Losung des Konigsberger Briickenproblems

Beispiel 3.21.

Mit Hilfe von Satz 3.20 kénnen wir das Konigsberger Briickenproblem aus
Beispiel 3.18 leicht 16sen: Es gibt keinen Spaziergang, der jede der 7
Briicken genau einmal iiberquert und zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

Beweis: Ein solcher Spaziergang wiirde gerade einem Euler-Kreis im
Graphen Ggsnigsberg €itsprechen. Dieser Graph besitzt aber 4 Knoten von
ungeradem Grad und kann daher laut Satz 3.20(a) keinen Euler-Kreis
besitzen. O
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Beispiel 3.22.
Unter Verwendung von Satz 3.20 kann man auch die folgende Frage leicht
16sen.

Frage: Kann man die Figur

in einem Zug nachzeichnen? D.h: Besitzt dieser Graph einen Euler-Weg?

Unter Verwendung von Satz 3.20 kann man die Frage leicht beantworten,
indem man nachzahlt, wie viele Knoten von ungeradem Grad es gibt. Im
obigen Graphen gibt es genau 2 Knoten von ungeradem Grad. Geméfs
Satz 3.20 besitzt G also einen Fuler-Weg, der kein Euler-Kreis ist.

Ahnlichkeit zweier Graphen

Teilgraphen und induzierte Teilgraphen

Die folgende Definition formalisiert, wann ein Graph G’ in einem Graphen
G ,enthalten” ist.

Definition 3.23.
Seien G = (V, E) und G' = (V', E') zwei (gerichtete oder ungerichtete)
Graphen.

(a) G’ heifst Teilgraph von G, falls V' CV und E' C E.

(b) Sei W C V. Der von W induzierte Teilgraph von G ist der Graph G
mit Knotenmenge W und Kantenmenge
Eyw = {e € £ : alle mit e inzidenten Knoten liegen in W'},

(¢) G' = (V', E') heifst induzierter Teilgraph von G, falls V! C V und
E' = {e € E : alle mit e inzidenten Knoten liegen in V'} (d.h.: V' CV
und G’ ist genau der von V’ induzierte Teilgraph von G).

Beispiel. Wir betrachten die folgenden Graphen:
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G el el G
2
2
1 4 1 T 4 1 v 4 1 ./I
3 3 3 3
Dann ist

e (¢ ein Teilgraph von G, aber kein induzierter Teilgraph von G.
e (" ein induzierter Teilgraph von G.

e (" kein Teilgraph von G.

Gleichheit von Graphen

Definition 3.24.

Zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V', E') sind gleich (kurz: G = G'), falls
sie dieselbe Knotenmenge und dieselbe Kantenmenge besitzen. D.h.:

G=GF :<— V=V und E=F.

Beispielsweise sind die beiden Graphen

2 b
163 und a%d
4 c

nicht gleich, da sie unterschiedliche Knotenmengen besitzen. Intuitiv sind
die beiden Graphen aber , prinzipiell gleich® (Fachbegriff: isomorph, kurz:
G = @), da der zweite Graph aus dem ersten durch Umbenennung der
Knoten entsteht. Der Begriff der Isomorphie wird durch die folgende
Definition préazisiert.
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Isomorphie von Graphen

Definition 3.25.

Seien G = (V, E) und G' = (V', E') zwei (gerichtete oder ungerichtete)
Graphen. G und G’ heifen isomorph (kurz: G = G’ in Worten: G ist
isomorph zu G'), falls es eine bijektive Abbildung f : V' — V' gibt, so dass
fiir alle Knoten ¢ € V und j € V gilt:

e falls G und G’ gerichtet sind:
) € B« (fi).f() € F
e falls G und G’ ungerichtet sind:

{ijt e £ = {f(),f0)} € E".

Eine solche Abbildung f wird Isomorphismus von G nach G' genannt.

Beispiel. Es seien:

G G/ GI/ G///

2 b

4 c a b c d a b c d
Dann gilt:

o G=G' via f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} mit f(1) =a, f(2) = b,
fB)=d, f(4)=c
Ein weiterer Isomorphismus von G nach G’ ist die Abbildung
g:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} mit g(1) = a, g(2) = b, g(3) = ¢, g(4) = d.

o G=G"via f:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} mit f(1) =¢, f(2) =d,
fB)=a, f(4) =0
Ein weiterer Isomorphismus von G nach G” ist die Abbildung
g:{1,2,3,4} = {a,b,c,d} mit g(1) = ¢, g(2) =d, g(3) =, g(4) = a.

e (G’ ist nicht isomorph zu G”, kurz: G” 2 G", da G mehr Kanten als
G" hat.
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Markierte Graphen

Bemerkung 3.26.

Viele Modellierungsaufgaben erfordern, dass den Knoten oder den Kanten
eines Graphen weitere Informationen zugeordnet werden. Dies wird durch
so genannte Markierungsfunktionen fiir Knoten oder Kanten formalisiert:

(a) Eine Knotenmarkierung eines (gerichteten oder ungerichteten) Graphen
G = (V, E) ist eine Abbildung

m:V =W,

wobei W ein geeigneter Wertebereich ist. In dem Graph aus

Beispiel 3.1(a) konnte man beispielweise eine Knotenmarkierung
Finwohnerzahl: V' — N einfithren, die jedem Knoten die Einwohnerzahl
der zugehorigen Stadt zuordnet.

(b) Eine Kantenmarkierung von G ist eine Abbildung
m: B — W,

wobei W ein geeigneter Wertebereich ist. In dem Graph aus

Beispiel 3.1(a) konnte man beispielweise eine Kantenmarkierung
Entfernung: E — N einfiihren, die jeder Kante die Lange (in km) des
von der Kante reprisentierten Autobahnteilstiicks zuordnet.

Multigraphen

Kantenmarkierungen kann man auch dazu verwenden, um auszudriicken,
dass es zwischen zwei Knoten mehr als eine Kante gibt. Die
Markierungsfunktion gibt dann an, fiir wie viele Verbindungen die eine
Kante des Graphen steht:

Definition 3.27.
Ein Multigraph (G, m) besteht aus einem (gerichteten oder ungerichteten)
Graphen G = (V| E) und einer Kantenmarkierung m: E — N.

Beispiel. Sei G = (V, E) der Graph mit V' = {a, b, c} und

E = {{a,b},{b,c},{c,a}}. Sei m : E — N mit m({a,b}) = 1, m({b,c}) =1
und m({c,a}) = 2. Dann ist (G, m) ein Multigraph, der graphisch wie folgt
dargestellt werden kann:
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a L a
2 b bzw. b
c 1 c
Zuordnungsprobleme

Wir betrachten zunéchst zwei typische Beispiele von Zuordnungsproblemen.

Beispiel 3.28.

(a)

In einem Tennisverein sollen die Vereinsmitglieder fiir ein Turnier zu
Doppelpaarungen zusammengestellt werden. Dabei mochte man jeweils
nur befreundete Personen als “Doppel” zusammen spielen lassen.

Um diese Aufgabe zu l6sen, modellieren wir die Situation durch den
ungerichteten Graphen G := (Vp, E7) mit

Vr := {z:xz ist ein Vereinsmitglied}

Er = {{z,y}: 2 und y sind befreundete Vereinsmitglieder }.

Das Ziel ist, eine grofstmogliche Anzahl von Doppelpaarungen zu finden.
D.h.: Wir wollen eine moglichst grofse Menge E' C Er finden, so dass
kein Vereinsmitglied Endpunkt von mehr als einer Kante aus E’ ist.

Eine Gruppe unterschiedlich ausgebildeter Piloten soll so auf Flugzeuge
verteilt werden, dass jeder das ihm zugeteilte Flugzeug fliegen kann.

Auch hier modellieren wir die Situation durch einen ungerichteten
Graphen Gp := (Vp, Er) mit

Ve = {x:xistein Pilot} U {y : y ist ein Flugzeug},
Er = {{z,y} : Pilot x kann Flugzeug y fliegen }.

Das Ziel ist, einen Flugplan aufzustellen, so dass jeder Pilot das ihm
zugeteilte Flugzeug fliegen kann. D.h.: Wir wollen eine mdglichst grofie
Menge E' C Er finden, so dass kein Element aus Vx Endpunkt von
mehr als einer Kante in £’ ist.

Die gesuchten Kantenmengen E’ aus (a) und (b) werden Matching genannt:
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Matchings

Definition 3.29.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Kantenmenge £’ C E heifst
Matching (bzw. Paarung bzw. Menge unabhingiger Kanten), falls kein
Knoten aus V' Endpunkt von mehr als einer Kante aus E’ ist.

Ziel in Beispiel 3.28 (a) und (b) ist es, ein Matching maximaler Grofe zu
finden, d.h. ein Matching, das so viele Kanten wie moglich enthalt.

Beispiel 3.30. In einem Tennisverein mit 10 Mitgliedern und
,, Freundschaftsgraph®

2 16 7

[ o3 \
1‘:\ £
i .4 /
Se. X

und

b,,

1
E" = {{1,5},{4,10},{8,9},{6,7},{2,3} }.
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Folie 173
In Beispiel 3.28(b) sollten Piloten auf Flugzeuge verteilt werden. Die

Knotenmenge des zugehorigen Graphen G bestand aus zwei verschiedenen
Arten von Objekten (ndmlich einerseits Piloten und andererseits
Flugzeuge), und Kanten konnten jeweils nur zwischen Objekten
unterschiedlicher Art verlaufen (also zwischen Piloten und Flugzeugen,
nicht aber zwischen Piloten und Piloten bzw. Flugzeugen und Flugzeugen).
Solche Graphen werden bipartite Graphen genannt:

Folie 174

Bipartite Graphen

Definition 3.31.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifst bipartit, wenn seine
Knotenmenge V' so in zwei disjunkte Teilmengen V; und V5, zerlegt werden
kann (d.h. V' = V; UV3), dass jede Kante aus F einen Endknoten in Vi und
einen Endknoten in V5 hat.

Beispiel 3.32.
(a) Der Graph

Pilot 1 A320

Pilot 2
Pilot 3
Pilot 4 B737

~— ~—~
V1 V2

ist bipartit mit V; = {Pilot 1, Pilot 2, Pilot 3, Pilot4} und
Vs = {A320, A380, B737).

A380

Folie 175

(b) Der Graph
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ist bipartit mit V; = {1,3,5} und V5 = {2,4,6}. Der Graph lasst sich
auch wie folgt graphisch darstellen:

1 2

3 4

5 6
~~ ~~

Vi Va
(¢) Der Graph
1
5 2
4 3

ist nicht bipartit.

Beweis: Durch Widerspruch. Angenommen, er ist doch bipartit. Dann
seien V] und V5 die beiden disjunkten Teilmengen der Knotenmenge, so
dass jede Kante des Graphen einen Endknoten in V; und einen
Endknoten in V5 hat. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass 1 € V] ist
(falls nicht, vertauschen wir einfach V7 und V3). Dann muss aber gelten:
2€V5,3€eV,4e€Vound 5 €V, also Vi ={1,3,5} und V5 = {2,4}.
Im Graphen gibt es aber auch eine Kante zwischen 1 und 5, und beide
Knoten gehéren zu V;. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass
jede Kante einen Endpunkt in V; und einen Endpunkt in V5 hat. O]

Allgemein gilt: Ist n € N3; und ist G ein Kreis auf n Knoten (wie in (b) fiir
n =6 und in (c) fir n = 5), so gilt:

G ist bipartit <= n ist gerade.

Wir betrachten ein weiteres typisches Beispiel fiir ein Zuordnungsproblem:

Beispiel 3.33 (Sitzordnung bei einer Familienfeier).
Die Gaéste einer Familienfeier sollen so an einer hufeisenférmigen Tafel
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VA NYA YA NVAN
A VA v

platziert werden, dass niemand neben jemanden sitzt, den er nicht leiden
kann.

Losungsansatz:

Schritt 1: Stelle den Konfliktgraphen G = (V, E) auf, wobei

V' := {z:Person x soll zur Feier kommen} und
Person x kann Person y nicht leiden
E = { {z,y} : oder }
Person y kann Person x nicht leiden

d.h. Kanten im Konfliktgraphen zeigen auf, wer im Konflikt mit wem

steht.
Folie 178
Schritt 2: Bilde das Komplement des Konfliktgraphen, d.h. betrachte den
Graphen G = (V, E') mit
V = V und
E = {{z,y}:xvyeV,a#y {x,y} ¢ E},
d.h. Kanten in G zeigen an, wer prinzipiell neben wem platziert
werden konnte.
Schritt 3: Suche einen Hamilton-Weg in G.
Wenn (vy,...,v,) (mit n = |V|) ein Hamilton-Weg in G ist, dann kann man

die Sitzordnung folgendermafsen festlegen:

Us

U4 Vg
V3 (VA
(%] :

U1 Un
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Falls es in G keinen Hamilton-Weg gibt, so weiR man, dass es keine
Moglichkeit gibt, die geladenen Géste so an einer hufeisenférmigen Tafel zu
platzieren, dass niemand neben jemandem sitzt, den er nicht leiden kann.

Ein moglicher Ausweg ist, die Géste an mehrere Tische zu verteilen. Dies
kann wie folgt modelliert werden:

Beispiel 3.34 (Sitzordnung bei einer Familienfeier, Teil 2).

Die Géste einer Familienfeier sollen so an mehreren Tischen platziert
werden, dass Personen, die sich nicht leiden konnen, an verschiedenen
Tischen sitzen. Dabei sollen so wenig Tische wie moglich verwendet werden.
Diese Aufgabe kann folgendermafen modelliert werden: Die verfligbaren
Tische werden mit den Zahlen 1,2,3,... durchnummeriert. Die geladenen
Giéste und die herrschenden Konflikte zwischen Gésten werden durch den in
Beispiel 3.33 betrachteten Konfliktgraphen G = (V, E') représentiert. Die
Zuordnung, wer an welchem Tisch sitzen soll, wird durch eine
Knotenmarkierung m: V' — Ny, représentiert, wobei m(z) = i bedeutet,
dass Person x am Tisch i sitzen soll.

Das Ziel ist, eine konfliktfreie Knotenmarkierung m: V — N zu finden.
Dabei soll |Bild(m)| moglichst klein sein — dies entspricht dem Ziel, die
Géste an moglichst wenige Tische zu verteilen.

Konfliktfreie Knotenmarkierungen

Definition 3.35.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Funktion m: V' — N heift
konfliktfreie Knotenmarkierung (bzw. konfliktfreie Féarbung), wenn fiir jede
Kante {z,y} € E gilt: m(x) # m(y).

Beispiel 3.36. Um Beispiel 3.34 fortzufiihren, betrachten wir eine
Familienfeier mit Géasten A, B, C, D, E, F, G, H, I und folgendem
Konfliktgraphen:

A B C

° ° 3
D E F
G H |
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Die folgende Graphik gibt eine konfliktfreie Knotenmarkierung m: V- — N
an, wobei fiir jeden Knoten v € V' der Wert m(v) in den Kreis geschrieben
ist, der den Knoten v représentiert.

B
®)

Fiir die hier gegebene Markierung m gilt |Bild(m)| = 3, die Géste werden
also an 3 Tische verteilt. Dies ist optimal, da der Konfliktgraph ein

Dreieck, z.B.
E
Di[

H

als Teilgraph enthélt — deshalb muss fiir jede konfliktfreie
Knotenmarkierung m’ gelten: |Bild(m’)| > 3.

Bemerkung 3.37 (4-Farben-Problem).

Ein sehr bekannter Vertreter dieser Art von Markierungs- oder
Farbungsaufgaben ist das so genannte 4-Farben-Problem. Dabei handelt es
sich um die Frage, wie viele verschiedene Farben notig sind, um jede
Landkarte so einzufirben, dass zwei Staaten, die ein Stiick gemeinsamer
Grenze haben, durch unterschiedliche Farben dargestellt werden. 1976
wurde bewiesen, dass vier Farben ausreichen. Der Beweis basiert auf einer
Fallunterscheidung mit mehr als 1000 Fallen, die mit Hilfe eines
Computerprogramms analysiert wurden.

Das Problem, eine Landkarte einzufarben, kann durch einen ungerichteten
Graphen modelliert werden, dessen Knoten gerade die Staaten
repréasentieren, und bei dem es eine Kante zwischen zwei Staaten gibt, falls
diese eine gemeinsame Grenze besitzen. Ziel ist, eine konfliktfreie
Knotenmarkierung m zu finden, bei der |Bild(m)| so klein wie mdglich ist.
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Folie 183
Beispiel:
Wir betrachten eine kleine Landkarte
Knoten = Staaten,
Kanten = Staaten mit gemeinsamer Grenze
Da bei den vier Knoten a, b, ¢, d paarweise jeder zu jedem benachbart ist,
muss eine konfliktfreie Farbung diesen vier Knoten vier verschiedene
Farben zuordnen — fiir a, b, ¢, d etwa rot, gelb, griin, blau. Da f aufserdem
mit b, ¢, d benachbart ist, muss f dann wieder rot gefiarbt sein; e kann jede
Farbe aufser blau erhalten.
Folie 184

Planare Graphen

Die aus Landkarten entstehenden Konfliktgraphen haben eine besondere
Eigenschaft: sie sind planar.

Definition 3.38.
Ein Graph G heift planar, wenn er so in die Ebene gezeichnet werden kann,
dass seine Kanten sich nicht kreuzen.

Beispiele fiir planare Graphen sind:

Version vom 11. Dezember 2022 Seite 110



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Diskrete Strukturen

Der dritte Graph ist planar, da er wie der erste Graph kreuzungsfrei in die
Ebene gezeichnet werden kann.

Beispiele fiir nicht-planare Graphen sind:

o=

Folie 185
Die chromatische Zahl eines Graphen
Bemerkung 3.39.
Die Anzahl verschiedener “Farben” bzw. “Markierungen”, die nétig sind, um
einen Graphen G = (V, E) konfliktfrei zu farben (bzw. zu markieren), nennt
man die chromatische Zahl, kurz: x(G). Die prizise Definition ist?
. . m : V — N ist eine konfliktfreie
X(G) = mm{ | Bild(m)| Knotenmarkierung fiir G } '
Weitere Beispiele fiir Zuordnungsprobleme, die durch Graphen modelliert
werden konnen, finden sich in den Ubungsaufgaben.
3.2 Baume
Eine fiir die Informatik besonders wichtige Art von Graphen sind die so
ganannten Baume. Wir betrachten im Folgenden zunéchst ungerichtete
Baume und danach gerichtete Baume.
Ungerichtete Bdaume
Folie 186

Definition 3.40 (ungerichteter Baum).

Ein ungerichteter Baum ist ein ungerichteter, zusammenhéangender Graph
G = (V, E), der keinen einfachen Kreis enthalt.

Diejenigen Knoten in V| die den Grad < 1 haben, heifsen Blatter des
Baums.

3Ist M eine endliche, nicht-leere Menge von Zahlen, so bezeichnet min M das kleinste
Element von M.
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Beispiel. Folgende Graphen sind Baume:

e s X? ﬁ%

Folgende Graphen sind keine Baume:

S W

/N

Folie 187

Beobachtung 3.41. Ist B = (V, E) ein ungerichteter Baum, so gilt fir
alle Knoten z,y € V:

Es gibt in B genau einen einfachen Weg von x nach y.

Denn: B ist ein ungerichteter Baum, d.h. B ist zusammenhangend und
enthélt keinen einfachen Kreis. Da B zusammenhéangend ist, gibt es
mindestens einen einfachen Weg von x nach y. Angenommen, (vg, ..., v)
und (v{, ..., v)) sind zwei verschiedene einfache Wege von x nach y.
Insbesondere gilt dann vy =z = v und v, = y = vy.

Skizze:

Dann ist aber (vo,...,vs,vp_q,...,v;) ein Kreis. Dieser Kreis enthélt einen
einfachen Kreis. Dann kann B aber kein Baum sein. Widerspruch. O

Folie 188

Satz 3.42.
Jeder endliche ungerichtete Baum B = (V, E) mit V # () besitzt mindestens
ein Blatt.
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Beweis: Sei B = (V, E) ein endlicher ungerichteter Baum mit V' # ().

Sei W := (vp, ..., v,) ein einfacher Weg maximaler Lénge in B. Dann ist
0>0,daV # (. Auferdem ist ¢ < |V, da W einfach ist (d.h. die in W
vorkommenden Knoten vy, ..., v, sind paarweise verschieden — und in V'
gibt es nur |V viele verschiedene Knoten). Wir betrachten zwei Fille:

Fall 1: £ = 0.

Da B ein Baum ist (d.h. insbesondere zusammenhéngend) und W = (vy)
ein einfacher Weg maximaler Lénge, muss dann V' = {vg} und E = () sein.
Insbesondere ist vg ein Blatt von B.

Fall 2: ¢ > 1.

Dann ist v,_; ein Nachbar von v,. Angenommen, v, ist kein Blatt. Dann hat
vy einen weiteren Nachbarn, den wir im Folgenden u nennen.

Falls u nicht in W vorkommt, so ist (vg, ..., v, u) ein einfacher Weg, der
langer ist als W. Dies widerspricht unserer Wahl von W als einfachem Weg
maximaler Léinge.

Falls v in W vorkommt, so gibt es ein ¢ mit v =v; und 0 <1 < ¢ —1 (da u
ein von den Knoten vy, und vy_; verschiedener Knoten ist). Dann ist

(v, ..., Vg_1,0g, ;) ein einfacher Kreis in B. Dies widerspricht aber der
Tatsache, dass B ein ungerichteter Baum ist.

Insgesamt kann es also keinen von v,_; verschiedenen Nachbarn u von v,
geben. D.h. v, ist ein Blatt. O

Folie 189
Der folgende Satz, fiir dessen Beweis wir Satz 3.42 benutzen, besagt, dass

die Anzahl der Kanten eines ungerichteten Baums durch die Anzahl der
Knoten genau festgelegt ist.

Satz 3.43 (Anzahl der Kanten eines Baums).
Fiir jeden endlichen ungerichteten Baum B = (V, E) mit V # 0 gilt:
|E|=[V]-1

Beweis: Per Induktion nach n := |V|.

INDUKTIONSANFANG: n = 1

Der einzige ungerichtete Baum B = (V, E)) mit |V| = 1 ist der Graph
mit £ = (). Fiir diesen Graphen gilt: |E|=0=1—-1=|V|—1.
INDUKTIONSSCHRITT: n — n+1

Sei n € N mit n > 1 beliebig.

Induktionsannahme:
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Fiir jeden ungerichteten Baum B’ = (V/, E’) mit V' # @) und |V'| < n gilt:
|E'| = |V'| -1

Behauptung:

Fiir jeden ungerichteten Baum B = (V, E) mit V # () und |V| = n+1 gilt:
B = V|- 1.

Beweis: Sei B = (V, E) ein ungerichteter Baum mit |V| = n+1. Geméf
Satz 3.42 besitzt B (mindestens) ein Blatt, das wir im Folgenden u nennen.
Da B zusammenhéngend ist und |V| = n+1 > 2 ist, besitzt u einen
Nachbarn v in B — und da w ein Blatt ist, ist v der einzige Nachbar von u
in B.

Sein nun B’ der Graph, der aus B entsteht, indem wir den Knoten u und
die von v zu u fithrende Kante 16schen. D.h., B" = (V/, E’) mit

V=V \{u} und E" := E \ {{v,u}}. Man sieht leicht, dass B’
zusammenhéangend ist und keinen einfachen Kreis enthélt. D.h., B’ ist ein
Baum. Auferdem ist |V’| = n. Aus der Induktionsannahme folgt daher,
dass |E'| = |V’| — 1 ist. Insgesamt gilt daher fiir den Baum B:

|E| = |E'|+1 = (V|-1)+1 = |V| = |V|-1.

Spannbaume

Béaume finden sich als Teilgraphen von zusammenhéangenden Graphen.
Besonders wichtig fiir die Informatik sind die so genannten Spannbdume.

Definition 3.44.

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Graph G’ = (V’, E’) heifst
Spannbaum von G, falls G' ein ungerichteter Baum mit V' =V und F' C E
ist.

Beispiel 3.45. Der Graph

hat u.a. folgende Spannbéaume:
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Jeder zusammenhéngende Graph besitzt einen Spannbaum. Es gilt: -

Satz 3.46. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, dessen Knotenmenge
endlich ist. Dann gilt:

Es gibt (mindestens) einen Spannbaum von G
<~
G st zusammenhdngend.

Beweis: “==": klar. “<«<=": Ubungsaufgabe. O

Folie 192
Geht man von einem zusammenhangenden Graphen zu einem seiner

Spannbaume iiber, so verkleinert man geméifs Satz 3.43 die Kantenmenge
von |E| auf |V| — 1 Kanten, ohne dabei den Zusammenhang des Graphen
aufzugeben. Mit dem Begriff des Spannbaums wird also ein ,,beziiglich der
Kantenzahl kostengiinstigerer Zusammenhang” modelliert.

Manche konkreten Probleme lassen sich durch Graphen modellieren, deren
Kanten mit bestimmten Werten markiert sind, so dass zur Losung des
Problems ein Spannbaum gesucht wird, bei dem die Summe seiner
Kantenmarkierungen so klein wie moglich ist. Dazu betrachten wir das
folgende Beispiel.

Folie 193

Beispiel 3.47 (Kabelfernsehen). Eine Firma will Leitungen zum Empfang
von Kabelfernsehen in einem neuen Wohngebiet verlegen. Der folgende
Graph skizziert das Wohngebiet:

Hauptleitung

7 Haus D
2 9
Haus B v
6 10
1 2

Haus E

8
Haus A
Haus F
Haus C

Haus G Haus H
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Knoten entsprechen dabei einzelnen Hiusern bzw. der Hauptleitung, die
aus einem bereits verkabelten Gebiet heranfiihrt. Eine Kante zwischen zwei
Knoten zeigt an, dass es prinzipiell moglich ist, eine direkte Leitung
zwischen den beiden Hausern zu verlegen. Der Wert, mit dem die Kante
markiert ist, beschreibt, wie teuer (in 1000 €) es ist, diese Leitung zu
verlegen.

Ziel ist, Leitungen so zu verlegen, dass
(1) jedes Haus ans Kabelfernsehen angeschlossen ist und
(2) die Kosten fiir das Verlegen der Leitungen so gering wie moglich sind.

Es wird also ein Spannbaum gesucht, bei dem die Summe seiner
Kantenmarkierungen so klein wie moglich ist. Ein solcher Spannbaum wird
minimaler Spannbaum (engl.: minimum spanning tree) genannt. Die im
Folgenden fett gezeichneten Kanten geben die Kanten eines minimalen
Spannbaums an:

Hauptleitung

Verlegt die Firma genau diese Leitungen, so hat sie das neue Wohngebiet
mit den geringstmoglichen Kosten ans Kabelfernsehen angeschlossen.

Gerichtete Bdume

Einen gerichteten Baum erhélt man, indem man in einem ungerichteten
Baum einen Knoten als “Wurzel” auswahlt und alle Kanten in die Richtung
orientiert, die von der Wurzel weg fiihrt.

Beispiel 3.48. Ungerichteter Baum:
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A

E F

e Zugehoriger gerichteter Baum mit Wurzel A:

e Zugehoriger gerichteter Baum mit Wurzel B:

B
A D

GB = C

e Zugehoriger gerichteter Baum mit Wurzel C:

Die prazise Definition des Begriffs “gerichteter Baum” ist wie folgt:
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Definition 3.49 (gerichteter Baum).
Ein gerichteter Graph G = (V, E) heikt gerichteter Baum, falls er folgende
Eigenschaften hat:

(1) G besitzt genau einen Knoten w € V mit Ein-Gradg(w) = 0.
Dieser Knoten wird Wurzel genannt.

(2) Fiir jeden Knoten v € V' gilt: Es gibt in G einen Weg von der Wurzel
zum Knoten v.

(3) Fiir jeden Knoten v € V gilt: Ein-Gradg(v) < 1.

Definition 3.50 (Blitter, innere Knoten, Hohe).

(a) Sei B = (V, E) ein gerichteter Baum. Diejenigen Knoten, deren
Aus-Grad 0 ist, heilen Bldtter.
Beispiel: In Beispiel 3.48 hat G4 die Blatter D, E, F. Gp hat die
Bléatter A, D, E, F und G¢ die Blatter A, D, E, F.

(b) Diejenigen Knoten eines gerichteten Baums, die weder Wurzel noch
Blatter sind, heifsen innere Knoten.

(c) Sei B = (V, E) ein gerichteter Baum. Die Hohe (bzw. Tiefe, engl.:
height, depth) von B ist die Lénge eines ldngsten Weges in B.

Beispiel: In Beispiel 3.48 hat G4 die Hohe 3, G die Hohe 2 und Gg
die Hohe 2.

Beobachtung 3.51.

(a) Jeder gerichtete Baum ist ein gerichteter azyklischer Graph (kurz:
DAG, vgl. Definition 3.14). Aber es gibt gerichtete azyklische Graphen,
die keine gerichteten Bdaume sind.

Beispiel:

ist ein DAG, aber kein gerichteter Baum.
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Folie 200
(b) Fiir jeden gerichteten Baum B = (V| F), dessen Knotenmenge endlich
und nicht-leer ist, gilt:
Bl = V-1
Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.43, da der ungerichtete Graph, der
entsteht, indem man in B die Kantenorientierung “vergisst” (d.h. jede
gerichtete Kante (i, j) durch die ungerichtete Kante {3, j} ersetzt), ein
ungerichteter Baum ist.
Folie 201
Alternativ zu Definition 3.49 kann man die gerichteten Bidume, deren
Knotenmenge endlich und nicht-leer ist, auch folgendermafsen definieren:
Definition 3.52 (gerichtete Béaume, rekursive Definition).
Die Klasse der gerichteten Baume mit endlicher, nicht-leerer Knotenmenge
ist rekursiv wie folgt definiert:
Basisregel: Ist V eine Menge mit |V| =1, so ist B := (V,0) ein gerichteter
Baum.
Skizze: B := e
Der (eindeutig bestimmte) Knoten in V' heift Wurzel von B.
Die Héhe von B ist 0.
Folie 202

Rekursive Regel: Ist k € N3y, sind By = (V4, Ey), ..., By = (Vi, Ex)
gerichtete Baume mit paarweise disjunkten Knotenmengen?, sind

wy € Vi, ..., wg € Vj die Wurzeln von By, ..., Bg, und ist w ein Element,
das nicht in V; U -+ U Vj liegt, dann ist der Graph B = (V| E') mit

Vi={wjuViU---UV, und FE:=FEU---UEU{(w,w):ie{l,...,k}}
ein gerichteter Baum.

Skizze:

4dh VNV =0 fa i je{l,... k} miti#j
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Der Knoten w heifst Wurzel von B.
Die Hohe von B ist 1+ max{hy,...,hx}, wobei hy, ..., hy € N die Hohen
der gerichteten Béaume By, ..., By sind.

Notation 3.53 (Kinder eines Knotens).

Sei B = (V, F) ein gerichteter Baum und sei v € V' ein beliebiger Knoten in
B. Die Knoten v € V, zu denen von v aus eine Kante fiihrt (d.h.

(v,0") € E), heifen Kinder von v.

Beispiel. Im Graphen

Gy = C D
E F

aus Beispiel 3.48 gilt: Knoten A hat genau ein Kind, ndmlich B; Knoten B
hat genau zwei Kinder, ndmlich C und D; Knoten C hat genau zwei Kinder,
namlich E und F; und die Knoten D, E, F haben keine Kinder.

Eine besondere Rolle bei der Modellierung spielen Bédume, bei denen jeder
Knoten hochstens zwei Kinder hat.

Definition 3.54 (Bindrbaum, vollstandiger Bindrbaum).

(a) Ein gerichteter Baum B = (V, E) heifst Bindrbaum, falls fiir jeden
Knoten v € V' gilt: Aus-Gradp(v) < 2.

(b) Ein Bindrbaum B = (V| E) heift vollstandiger Bindrbaum, falls gilt:

(1) Jeder Knoten, der kein Blatt ist, hat Aus-Grad 2, und

(2) es gibt eine Zahl h € N, so dass fiir jedes Blatt v € V gilt: Der
Weg von der Wurzel zum Blatt v hat die Lange h.

Beispiel 3.55. Der Graph G4 aus Beispiel 3.48 ist ein Bindrbaum, aber
kein vollstdndiger Bindrbaum. Der Graph G'p aus Beispiel 3.48 ist kein
Binarbaum.

Der folgende Graph Bjs ist ein wvollstdndiger Bindrbaum der Hohe 3:

Version vom 11. Dezember 2022 Seite 120



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Diskrete Strukturen

Folie 206
Zwischen der Hohe, der Anzahl der Blatter und der Anzahl der Knoten
eines Bindrbaums besteht der folgende wichtige Zusammenhang:

Satz 3.56. Sei h € N.

(a) Jeder vollstindige Bindrbaum der Hohe h hat genau 2" Blitter und
genau 2" — 1 Knoten.

(b) Jeder Bindrbaum der Hohe h hat hichstens 2" Blitter und héchstens
21 1 Knoten.

Beweis:

(a) Skizze:

Anhand dieser Skizze sieht man leicht, dass ein vollstéandiger
Binsirbaum der Hohe h genau 2" Blitter und

20+21+22++2h SatZ:2'52 2h+1_1
Knoten besitzt.

Den formalen Beweis fithren wir per Induktion nach h:

INDUKTIONSANFANG: h = 0:
Fiir jeden gerichteten Baum B = (V| E)) der Hohe 0 gilt: [V| =1 und
|E| = 0. D.h. B besteht aus genau einem Knoten, der gleichzeitig
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Wurzel und (einziges) Blatt des Baums ist. D.h: B hat genau
1 = 20 = 2" Blitter und genau 1 =2 — 1 = 2! — 1 = 2"+ — 1 Knoten.

INDUKTIONSSCHRITT: h — h + 1:
Sei h € N beliebig.

Induktionsannahme: Jeder vollstandige Bindrbaum der Hohe A hat
genau 2" Blitter und genau 2"*! — 1 Knoten.

Behauptung: Jeder vollstandige Bindrbaum der Hohe h+1 hat genau
2/+1 Blitter und genau 272 — 1 Knoten.

Beweis: Sei B = (V, E) ein vollstdndiger Bindrbaum der Hohe h+1,
und sei w € V' die Wurzel von B. Wegen h+1 > 1 hat w genau 2
Kinder. Seien w; € V und wy € V diese beiden Kinder von w. Fiir

i € {1,2} sei V; die Menge aller Knoten aus V', zu denen von w; aus ein
Weg fiithrt; und sei B; := (V;, E;) der induzierte Teilgraph von B mit
Knotenmenge V.

Skizze:

w1 w2

Hohe hA+1

B, By Hoéhe A

Offensichtlich ist sowohl B als auch By ein vollstdndiger Bindrbaum
der Hohe h. Geméft Induktionsannahme hat jeder der beiden Baume B
und B, genau 2" Blitter und genau 2! — 1 Knoten.

Der Baum B hat daher genau 2" + 2" = 2"*1 Blitter und genau
1+ (2M — 1)+ (2ME —1) = 2. 2" — 1 = 2"+2 _ 1 Knoten.

(b) Analog. Details: Ubungsaufgabe.

Modellierungsbeispiele

Gerichtete Baume mit Knoten- oder Kantenmarkierungen koénnen auf
vielfaltige Arten zur Modellierung genutzt werden.
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Beispiel 3.57. Folgen von Entscheidungen konnen in vielen
Zusammenhéngen durch gerichtete markierte Baume modelliert werden.
Solche Baume heiken Entscheidungsbiume. Durch einen solchen
Entscheidungsbaum erhélt man beispielsweise eine kompakte Darstellung
des Morse-Codes. Im Morse-Code wird jeder Buchstabe durch eine Folge
von kurzen und langen Signalen représentiert. Ein “kurzes Signal” wird im
folgenden Baum als Kantenmarkierung “e’ dargestellt; ein “langes Signal”
wird als “—7 dargestellt. Insgesamt wird der Morsecode durch folgenden

Entscheidungsbaum représentiert: M :=

& o ® w O ® © ©O

HBO®OLOH®OB®XOY®OQO T

Eine eingehende Meldung aus kurzen und langen Signalen wird
entschliisselt, indem man an der Wurzel des Baums M beginnt und bei
einem kurzen Signal nach links, bei einem langen nach rechts weitergeht.
Eine langere Pause zeigt an, dass ein Buchstabe vollstindig iibermittelt ist.

Folie 208
In jedem Entscheidungsbaum modellieren die Knoten einen Zwischenstand

bei der Entscheidungsfindung. Sie kénnen entsprechend markiert sein, z.B.
mit dem codierten Buchstaben des Morse-Codes. Die Kanten, die von
einem Knoten ausgehen, modellieren die Alternativen, aus denen in dem
durch den Knoten reprisentierten “Zustand” eine ausgewahlt werden kann.
Beim Morse-Code ist das jeweils ein kurzes oder ein langes Signal, das als
Kantenmarkierung angegeben wird.

Folie 209

Beispiel 3.58. Markierte Baume kénnen auch genutzt werden, um den
Losungsraum kombinatorischer Probleme darzustellen. Als Beispiel
betrachten wir einen Handlungsreisenden, der einen moglichst kurzen
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Rundweg finden soll, auf dem er jede der Stiadte A, B, C, D besucht. Die
Entfernungen (in km) zwischen den Stédten sind als Kantenmarkierungen
des folgenden Graphen gegeben:

30

A B
5
55 48
50
C 25 D
Der folgende Baum repréisentiert alle moglichen in Stadt A startenden
Rundwege:
Folie 210
G t—
entternung: 157 158 205 158 205 157
Jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt repréasentiert dabei einen
Rundweg, auf dem jede der Stadte genau einmal besucht wird. Die
Kantenmarkierungen geben die Entfernungen zwischen einzelnen Stadten
wieder. Eine zusétzliche Knotenmarkierung an jedem Blatt gibt die
Gesamtldnge des entsprechenden Rundwegs an. Die beiden kiirzesten
Rundwege fiir unseren Handlungsreisenden sind also
(A,B,C,D,A) und (A,D,C,B,A).
Folie 211

Bemerkung 3.59. Nach dem gleichen Schema kann man auch Zugfolgen
in Spielen modellieren: Jeder Knoten des Entscheidungsbaums modelliert
einen Spielzustand. Die von dort ausgehenden Kanten geben an, welche
Moglichkeiten fiir den néchsten Zug bestehen. Solche Darstellungen werden
z.B. in Schachprogrammen verwendet, um die Folgen der anstehenden
Entscheidung zu analysieren und zu bewerten.
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Beachte. Bei der Modellierung von Spielabldufen kénnen manche
“Spielzusténde” (z.B. Konfigurationen eines Schachbretts) auf
unterschiedlichen Wegen (d.h. Spielverlaufen) erreicht werden, und
trotzdem “im Sinne des Spiels” den selben Zustand beschreiben. In solchen
Féllen konnte man im Entscheidungsbaum die zugehorigen Knoten zu
einem einzigen Knoten zusammenfassen. Damit geht dann allerdings die
Baum-FEigenschaft verloren, und es entsteht ein allgemeiner gerichteter
Graph, der auch Kreise enthalten kann. Ein Kreis entspricht dann der
Situation, dass eine Folge von Spielziigen in einen Zustand zuriickfiihrt, der
frither schon einmal durchlaufen wurde.

3.3 Einige spezielle Arten von Graphen

In diesem Abschnitt werden einige spezielle Arten von Graphen vorgestellt,
die eine wichtige Rolle in der Informatik spielen.

Spezielle ungerichtete Graphen

Folie 212
Definition 3.60 (Der vollstéindige Graph K,).
Sei n € Noy. Der vollstindige ungerichtete Graph K,, hat Knotenmenge
{1,...,n} und Kantenmenge {{z’,j} s, €{l,...,n}, i # j}.
Beispiele.
K1 K2 Kg K4 K5
1
1 2 2
o ——o 1 2 2
1 1 2 'v'
3 4 3 4 3
n-(n—1)
Beobachtung 3.61. Der Graph K, hat n Knoten und B —
Kanten.
Folie 213

Definition 3.62 (Der vollstédndige bipartite Graph K, ,,).
Seien m,n € N3;. Der vollstindige ungerichtete bipartite Graph K,, ,, hat
Knotenmenge

{(1,i):ie{l,....om}} U {(2,j)):je{l,....,n}}
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und Kantenmenge

{{@,9),2,5)} :ief{l,...,m}, je{l,....n} }.

Beispiele.
K1, Ky K3 K4
T ?.
Ks 4

Kyq Ky K3

Ks Kso K3 K,

Beobachtung 3.63. Der Graph K,,, hat m +n Knoten und m-n Kanten.

Folie 214

Notation 3.64. Ein ungerichteter Graph G mit endlicher, nicht-leerer
Knotenmenge heifst

(a) wollstindig, falls es ein n € N5 gibt, so dass G = K, (d.h. G ist
isomorph zu K,,).

(b) wollstdndig bipartit, falls es Zahlen m,n € N5, gibt, so dass G = K, ,,.
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Spezielle gerichtete Graphen

Folie 215
Gemifs Definition 3.6 (“gerichteter Graph”) und Definition 2.26(c)

(“k-stellige Relation”) kann jeder gerichtete Graph G = (V, E) als eine
2-stellige Relation iiber V' aufgefasst werden, da die Kantenmenge E von G
ja gerade eine Teilmenge von V2 =V x V ist. Umgekehrt kénnen wir
natiirlich auch jede 2-stellige Relation R tiber einer Menge V' als gerichteten
Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge R auffassen. Gerichtete
Graphen mit Knotenmenge V' sind also dasselbe wie 2-stellige Relationen
tber einer Menge V.

Von besonderem Interesse sind 2-stellige Relationen, die eine oder mehrere
der folgenden Eigenschaften besitzen:

Folie 216

Definition 3.65.
Sei E eine 2-stellige Relation iiber einer Menge V' (d.h. G = (V, E) ist ein
gerichteter Graph).

(a) E heilt reflexiv, falls fiir alle v € V' gilt:

(v,0) € E. (Skizze: U-Q )

(b) E heifst symmetrisch, falls f.a. v,w € V gilt:
Wenn (v,w) € E, dann auch (w,v) € E.

99

(D.h.: Zu jeder Kante v — w gibt es auch eine “Riickwértskante
V— w.)

(¢) E heilst antisymmetrisch, falls f.a. v,w € V gilt:
Wenn (v,w) € E und (w,v) € E, dann v = w.

(D.h: Ist v # w, so gibt es in F allenfalls eine der beiden Kanten
v—w und v<+—w.)

Folie 217

Version vom 11. Dezember 2022 Seite 127



Folie 218

Nicole Schweikardt - HU Berlin - Diskrete Strukturen

d) E heilst konnez, falls f.a. v,w € V mit v # w gilt:
( g
(v,w) € E oder (w,v)€ FE.

(d.h.: Ist v # w, so liegt mindestens eine der beiden Kanten v — w
und v +— w in E.)

(e) E heifst transitiv, falls f.a. v, w,u € V gilt:

Ist (v,w) € E und (w,u) € E, so auch (v,u) € E.

Aquivalenzrelationen

Definition 3.66 (Aquivalenzrelation).
Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge V' ist eine 2-stellige Relation iiber
V', die reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

Beispiel 3.67. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen:
(a) Gleichheit: Fiir jede Menge M ist

E = {(m,m):me M}

eine Aquivalenzrelation auf M. Die Aussage “(x,y) € E” entspricht
gerade der Aussage “z =y’

(b) Gleichmdchtigkeit: Fiir jede endliche Menge M ist
E = {(A,B): ACM, BC M, |Al =|B|}

eine Aquivalenzrelation auf der Menge P(M).
Skizze fiir M = {1,2}: 0N
{1,2}

m_
U U
0
U
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(¢) Gleichmdchtigkeit: Die Relation

E = { (A,B) : ACR, BCR, Aund B sind gleichméchtig
(d.h. es gibt eine bijektive Abbildung von A nach B) }

ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge P(R).

(d) Isomorphie: Die Relation

E = { (G,H): G und H sind ungerichtete Graphen mit G = H }

ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller ungerichteten Graphen.

Folie 220

Aquivalenzklassen

Bemerkung 3.68. Sei E eine Aquivalenzrelation auf einer Menge V. Fiir
jedes v € V bezeichnet

g = {weV : (vyw)eE}

die Aquivalenzklasse von v beziiglich E. D.h.: Die Aquivalenzklasse Vg
besteht aus allen Elementen von V| die laut F “dquivalent” zu v sind.

Eine Menge W C V heift Aquivalenzklasse (bzgl. E), falls es ein v € V mit
W = [v]g gibt. Das Element v wird dann ein Vertreter seiner
Aquivalenzklasse W genannt.

Folie 221
Man sieht leicht, dass fiir alle v,w € V gilt: Entweder [v]g = [w]g oder

[v]e N [w]e = 0.

Falls V' endlich und nicht leer ist, folgt daraus, dass es eine Zahl k € N3,
und Aquivalenzklassen Wi, ..., W geben muss, so dass V =W, U --- UW,
ist. Die Zahl k£ wird auch Indexr von E genannt. D.h.: Der Index einer
Aquivalenzrelation gibt an, wie viele verschiedene Aquivalenzklassen es
gibt.

Beispielsweise hat die Gleichméchtigkeits-Relation auf der Potenzmenge
P(M) einer endlichen Menge M (Beispiel 3.67(b)) den Index |M| + 1.
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Ordnungsrelationen

Folie 222
Definition 3.69 (Ordnungen).

Sei E eine 2-stellige Relation iiber einer Menge V.
(a) E heilt Priordnung, falls E reflexiv und transitiv ist.

(b) E heifst partielle Ordnung, falls E reflexiv, transitiv und
antisymmetrisch ist.

(c) FE heifst lineare Ordnung (oder totale Ordnung), falls E reflexiv,
transitiv, antisymmetrisch und konnex ist.

Beispiel 3.70.

(a) < ist eine lineare Ordnung auf N (und Z, Q und R).
Ebenso ist > eine lineare Ordnung auf N (und Z, Q und R).

(b) Fiir jede Menge M sind C und D partielle Ordnungen auf der
Potenzmenge P(M) (aber keine linearen Ordnungen falls |M| > 2 ist).

Skizze fir “C” bei M = {1,2}: {1(7)2}
e N
{1} {2}

U,V
U

(c) Fiir jede Menge M ist

E:= {(A,B): A BC M, Aisthdchstens so méchtig wie B
(d.h. es gibt eine injektive Abbildung von A nach B) }

eine Praordnung auf P(M) (aber keine partielle Ordnung falls
M| > 2).
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Skizze fir M = {1,2}: {102}

/
{1 {2)

N
unel Y

0
U

Die reflexive und transitive Hiille einer Relation

Folie 224
Definition 3.71 (reflexive und transitive Hiille).

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Die reflexive und transitive Hiille
(bzw. der reflexive und transitive Abschluss) von E auf V ist die rekursiv
wie folgt definierte Relation £* C V x V:

Basisregeln:
e Fa veVist (v,v) € E*
e Fa. (v,w)e€ Eist (v,w) € E*
Rekursive Regel:
e Sind (v,w) € E* und (w,u) € E*, so ist auch (v,u) € E*.

Das heifst: Der reflexive und transitive Abschluss von E auf V ist die
kleinste Obermenge von E, die reflexiv und transitiv ist.

Folie 225

Beispiel.
G=(V,E) = G*=(V,E"):

Folie 226
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Beobachtung 3.72. Sei G = (V| E) ein gerichteter Graph und seien
v,w € V. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) (v,w) € E*, wobei E* die reflexive und transitive Hiille von E aufV ist.
(b) Es gibt in G einen Weg von v nach w.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

3.4 Der Satz von Cantor-Bernstein-Schroder

Dieser Abschnitt ist dem Beweis dessen gewidmet, was wir in
Bemerkung 2.65 angekiindigt hatten:

Satz 3.73 (Satz von Cantor-Bernstein-Schréoder).

Seien A und B beliebige Mengen. Wenn es eine injektive Abbildung

f A — B und eine injektive Abbildung g : B — A gibt, dann gibt es auch
eine bijektive Abbildung h : A — B.

Beweisidee: Wir betrachten hier den Fall, dass A N B = () ist.
Es sei G = (V, E) der ungerichtete Graph mit

V = AUB

E = {{a fla)} - a€cA} U {{bg(b)} : beB}
Fiir jeden Knoten v € V' gilt offensichtlicherweise: Gradg(v) € {1,2} — d.h.
v hat mindestens einen und héchsten zwei Nachbarn in G.
Aukerdem ist G bipartit, da AN B = () ist und jede Kanten einen Endpunkt

in A und einen Endpunkt in B hat. Insbesondere gilt daher: Jeder Weg in
G besucht immer abwechselnd Knoten aus A und Knoten aus B.

Jede Zusammenhangskomponente von G ist von genau einer der folgenden

Formen:
1) sie ist ein unendlicher Weg, der in einem Knoten b € B startet,

(1)

(2) sie ist ein unendlicher Weg, der in einem Knoten a € A startet,
(3) sie ist ein nach beiden Seiten unendlicher Weg,
(4)

4) sie ist ein Kreis.
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Wir wéhlen die Funktion h : A — B wie folgt:

o fiir jedes a € A, das in einer Zusammenhangskomponente vom Typ
(2), (3) oder (4) liegt, setzen wir h(a) := f(a).

Folie 229

e fiir jedes a € A, das in einer Zusammenhangskomponente vom Typ (1)
liegt, setzen wir h(a) := b’, wobei O’ derjenige Knoten ist, der in dem
Weg, der die Zusammenhangskomponente bildet, direkt “links” neben
a liegt. Genauer: Die Zusammenhangskomponente ist von der Form

Vo=~ W — V1 —W — V2 — W2 — " =V — W — Vjp1 — Wiy — "
wobei gilt:

— fa. 7€ Nist v; € Bund w; € A,
— vg € B\ Buld(f),
— fa. 1€ Nist g(v;) =w; und f(w;) = v;41.
Da a in dieser Zusammenhangskomponente liegt, gibt es ein i € N, so

dass a = w; ist. Wir setzen h(a) := v; — d.h. h(a) ist derjenige
Knoten ¥/ € B, fiir den gilt: g(V') = a.

Man kann sich nun davon iiberzeugen, dass diese Funktion h: A — B
bijektiv ist.

Folie 230
Formaler Beweis:

Schritt 1: Wir zeigen, dass die Aussage von Satz 3.73 fir den Spezialfall
gilt, dass AN B =) ist.

Hierfiir folgen wir der oben geschilderten Beweisidee. Geméfs Voraussetzung
sind injektive Funktionen f: A — B und g : B — A gegeben.

Sei By := B\ Bild(f). Fiir jedes b € By setze vy := b, und fiir alle : € N
setze wy,; 1= g(vp;) und vy ;41 = f(wyp;). Per Induktion nach ¢ erhélt man:
vp; € Bund w,; € Afa. it €N

Behauptung 1: Fiir alle b,0" € By und alle 7,5 € N mit (b,7) # (V, j) gilt:
Ub,i £ V' 5 und wy; £ Wy 5 -

Beweis: Seien b,V € By beliebig. Wir fiihren einen Beweis durch
Widerspruch. Angenommen, es gibt ¢, € N mit (b,4) # (V, j), so dass
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Uy; = vy j oder wy; = wy ;. Dann wéhlen wir solche 7, j so, dass deren
Summe i+J so klein wie moglich ist.”

Fall 1: Vb,i # Vy j-

Gemafs unserer Wahl von 4, j muss dann w;,; = wy ; sein.

Es gilt: wy; = g(vp;) und wy j = g(vy ;). Also ist g(vp;) = g(vy ;). Da g
injektiv ist, gilt vs; = vy ;. Dies widerspricht Fall 1. Somit kann Fall 1 nicht
eintreten.

Fall 2: vy; = vy ;.

Falls i = j =0, so ist v,; = b und vy ; = V'; also b = V'. Dies steht im
Widerspruch dazu, dass (b, i) # (b, ) ist.

Falls i > 0 und j > 0, so ist vp; = f(wp,;—1) und vy ; = f(wy j_1). Also ist
f(wpi—1) = f(wy j—1). Da f injektiv ist, gilt wy;—1 = wy ;—1. Aber da
(i—1) 4+ (j—1) < i+j ist, widerpricht dies der Minimalitét von i+j.

Falls i > 0 und j = 0 ist, so ist vp; = f(wp,;—1) und vy ; = b'. Somit erhalten
wir den Widerspruch, dass v,; € Bild(f) und v,; =V € By = B\ Bild(f)
ist.

Falls 2 = 0 und 7 > 0 ist, so erhalten wir denselben Widerspruch.

Insgesamt erhalten wir, dass Fall 2 nicht eintreten kann.

Beide Fille fiihren zu einem Widerspruch. Dies beendet den Beweis von
Behauptung 1. Upen. 1
Fiir jedes b € By sei Z := {w,; : i € N} U {wp; : 7 € N}.

Als direkte Folgerung aus Behauptung 1 erhalten wir:

Aussage A: Fiir alle b,/ € By mit b # U gilt: Z, N Zy = 0.

Aussage B: Fiir alle b € By und alle 4, 7 € N mit ¢ # j gilt: v,; # v, ; und
Wi 7 W5

Wir setzen S := Jyep, Zp- Wir definieren nun die Funktion h: A — B:

e Fiir jedes a € A mit a & S sei h(a) := f(a).

®Diese Beweismethode wird auch , Prinzip des kleinsten Verbrechers® genannt: Man
nimmt an, es gidbe ein Gegenbeispiel. Dann nimmt man ein Gegenbeispiel, das kleinst-
moglich ist (geméah eines geeignet gewéhlten Grofenbegriffs). Und dann zeigt man, dass
es doch ein noch kleineres Gegenbeipiel geben muss. Dies ist dann ein Widerspruch, aus
dem man schliefft, dass kein Gegenbeispiel existiert.
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e Fiir jedes a € A mit a € S wéhlen wir h(a) wie folgt: Geméaf
Aussage A gibt es genau ein b € By s.d. a € Z,. Geméls Aussage B
gibt es genau ein ¢« € N s.d. a = wy,.

Wir setzen h(a) := v,,;. (Beachte, dass g(v;) = a ist.)

Folie 232
Behauptung 2: h ist surjektiv.

Beweis: Betrachte ein beliebiges b € B. Wir miissen ein a € A finden, so
dass h(a) = b ist.

Fall 1: b€ S.

Gemaéfs Aussage A gibt es genau ein b’ € By s.d. b € Zy.

Gemaéfs Aussage B gibt es genau ein ¢ € N s.d. b = vy ;.

Sei a := wy ;. Dann ist a € AN S, und gemé&f unserer Definition der
Funktion h ist h(a) = vy ; = b.

Fall 2: b¢ S

Wegen By C S gilt insbesondere: b € By = B\ Bild(f). Somit ist

b € Bild(f), d.h. es gibt ein a € A mit f(a) = b.

Falls a ¢ S, so gilt geméfs unserer Definition der Funktion h, dass h(a) = b.
Um den Beweis abzuschliefsen, miissen wir nur noch zeigen, dass tatsdachlich
a ¢ S gilt. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen,

a € S. Dann gibt es ein b’ € By und ein i € N, so dass a = wy ;. Aber dann
ist b= f(a) = f(wb/,i) = Vy i+1 € Zb/ g S. D.h. b € S. Dies steht im
Widerspruch zu Fall 2. Insgesamt ist der Beweis von Behauptung 2
beendet. Ogen.o

Behauptung 3: h ist injektiv.

Beweis: Betrachte beliebige a,a’ € A mit h(a) = h(a’). Wir miissen zeigen,
dass a = a' ist.

Fall 1: a,d’ € S.

Geméf unserer Definition der Funktion A ist dann h(a) = f(a) und

h(a') = f(a’). Aus h(a) = h(a) folgt: f(a) = f(a'). Da f injektiv ist, ist
a=ad.

Fall 2: a,d € S.

Dann gibt es b,0’ € By und i,j € N so dass a = wy; und a’ = wy ;.

Geméf unserer Definition der Funktion & ist h(a) = v; und h(a’) = vy ;.
Aus h(a) = h(a’) folgt: vp; = vy ;. Behauptung 1 liefert, dass (b,7) = (V', j)
ist. Daraus folgt: a = wy; = wy ; = d’.

Fall 3: a€ Sund d & S.
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Wegen a € S gibt es ein b € By und ein ¢ € N s.d. a = wy;.

Gemaéfs unserer Definition der Funktion A gilt: h(a) = v,; und h(a') = f(d').
Wegen h(a) = h(a’) gilt: v,; = f(a'). Insbesondere ist v,; € Bild(f). Daher
ist i #0, da vy =b€ By = B\ Bild(f) ist.

Wegen i > 1 ist v,; = f(wpi—1).

Wir erhalten: f(wp;—1) = w; = f(a’). Da f injektiv ist, ist wp;—1 = a'.
Insbesondere ist also @’ € Z, C S. Dies steht im Widerspruch zu Fall 3 (da
a’ ¢ S ist). Somit kann Fall 3 nicht eintreten.

Fall 4: o/ € Sunda & S.
Dieser Fall kann analog zu Fall 3 behandelt werden (durch Vertauschen der
Rollen von a und a').

Insgesamt erhalten wir, dass die Falle 3 und 4 nicht eintreten konnen; und
in den Féllen 1 und 2 gilt @ = d’. Dies beendet den Beweis von
Behauptung 3. UBen.s

Insgesamt erhalten wir, dass die Funktion h : A — B bijektiv ist. Dies
beendet den Beweis fiir Schritt 1.

Schritt 2: Wir zeigen nun, dass die Aussage von Satz 3.73 auch fir den
Fall gilt, in dem AN B # () ist.

Gemaéfs Voraussetzung gibt es injektive Funktionen f: A — B und
g:B— A

Wir setzen A := A x {1} und B := B x {2}. Dann ist AN B = 0.

Wir definieren die Funktionen f : A — B und g: B — A wie folgt: Fiir
jedes a € A und jedes b € B ist f(a,1) := (f(a),2) und §(b,2) := (g(b), 1).
Da f und g injektiv sind, sind auch f und ¢ injektiv.

Wegen ANB =0, gibt es gemék der in Schritt 1 bereits bewiesenen
Aussage eine bijektive Funktion h:A— B.

Daraus generieren wir eine Funktion A : A — B wie folgt: Fiir jedes a € A
betrachte u, := h(a,1). Klar: u, € B = B x {2} — d.h.: es gibt ein b € B
so dass u, = (b,2). Wir setzen h(a) := b.

Da h bijektiv ist, kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass auch h
bijektiv ist. Dies beendet den Beweis von Schritt 2.

Insgesamt ist der formale Beweis von Satz 3.73 beendet. Ugatz 3.73

3.5 Literaturhinweise

Als vertiefende Lektiire sei Kapitel 1.2 in [Juk08], Kapitel 5 in [KB05|,
Kapitel 11 in [MMOO0|, Teile der Kapitel 0-4 und 8 in [Die06|, sowie Teile
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der Kapitel 7-10 und 13 in [LPV03| empfohlen. Eine umfassende
Einfiihrung in die Graphentheorie gibt das Lehrbuch [Die06].

Quellennachweis: Kapitel 3.1-3.3 sind dem Vorlesungsskript [Sch13]
entnommen; viele der in diesem Kapitel angegebenen
Modellierungsbeispiele sind dem Buch [KB05| entnommen.
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