Kap:itel 2

Mathematische Grundbegriffe

und Beweilistechniken

Symbol Bedeutung
B Definition eines Wertes,
o z.B.x:=5 M:={1,2,3}
. Definition einer Eigenschaft oder einer Schreibweise
' z.B. m € M :<= m ist Element von M
ex. Abkiirzung fiir “es gibt”, “es existiert”
fa. Abkiirzung fiir “fiir alle”, “fiir jedes”
s.d. Abkiirzung fiir “so, dass”
. Abkiirzung fiir “impliziert”
z.B.: Regen = nasse Strafse
Abkiirzung fiir “genau dann, wenn”
<= z.B.: Ubungsschein erhalten <=
mindestens 40% der erreichbaren Ubungspunkte erreicht
O markiert das Ende eines Beweises
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Modellierung und Wertebereiche

In der Modellierung von Systemen, Aufgaben, Problemen oder Lésungen
kommen Objekte unterschiedlicher Art und Zusammensetzung vor. Fiir
Teile des Modells wird angegeben, aus welchem Wertebereich sie stammen,
es wird zumeist aber offen gelassen, welchen konkreten Wert sie annehmen.

Ein Wertebereich ist eine Menge gleichartiger Werte. Wertebereiche werden
aus Mengen und Strukturen dariiber gebildet.

Beispiel 2.1 (Modellierung der Karten eines (Skat-)Kartenspiels).
Die Karten eines Skat-Kartenspiels lassen sich durch folgende
Wertebereiche darstellen:

KartenArten := { Kreuz, Pik, Herz, Karo }
KartenSymbole := { 7,8,9,10, Bube, Dame, Konig, Ass }
Karten := { (Kreugz,7), (Kreuz,8),..., (Kreuz, Ass),
(Pik, 7), (Pik, 8), ..., (Pik, Ass),
(Herz, 7), (Herz,8), ..., (Herz, Ass),
(Karo, 7), (Karo, 8), ..., (Karo, Ass) }.

|:|Ende Beispiel 2.1

Wertebereiche sind u.a. wichtig
e zur Modellierung von Strukturen und Zusammenhéngen,
e als Grundlage fiir alle anderen formalen Kalkiile und

e als abstrakte Grundlage fiir Typen in Programmiersprachen.

Der grundlegende Kalkiil zur Handhabung von Wertebereichen ist die
Mengenlehre, bei der Mengen und Mengenoperationen betrachtet werden.
Zur Modellierung von “zusammengesetzten Wertebereichen” kann man z.B.

e Potenzmengen,

e kartesische Produkte und Tupel,
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e Relationen,
e Folgen bzw. Worter und
e Funktionen

nutzen. Ziel dieses Kapitels ist, diese Begriffe zu prézisieren und dariiber
hinaus auch einige wichtige mathematische Grundlagen und
Beweistechniken zu erklaren.

2.1 Mengen

Was ist eine Menge?

Folie 23

Cantors naiver Mengenbegriff
Cantors naiver Mengenbegriff besagt Folgendes: (Georg Cantor, 1845-1918)

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten,

wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder

unseres Denkens, welche Elemente der Menge M genannt

werden, zu einem Ganzen.
Wir schreiben

me M
um auszusagen, dass M eine Menge ist und dass m ein Element in der
Menge M ist.
Wir schreiben
mée& M
um auszusagen, dass m kein Element in der Menge M ist.
Kiinftig werden wir solche Notationen festlegen, indem wir kurz Folgendes
schreiben:
Notation.
m e M <= m ist Element der Menge M.
m¢& M <= m ist kein Element der Menge M.
Folie 24
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Die Russellsche Antinomie

Cantors Mengenbegriff ist problematisch und fiihrt zu Widerspriichen.
Russell gab folgendes Beispiel:

Die Russellsche Antinomie: (Bertrand Russell, 1872-1970)
Sei X die Menge aller Mengen M, die sich nicht selbst als Element enthalten
(d.h.: M € X <= M ist eine Menge, fir die gilt: M ¢ M).

Frage: Enthélt X sich selbst — d.h. gilt X € X 7

Klar ist: Entweder es gilt X € X oder es gilt X ¢ X.

Fall 1: X € X.
Gemaf Definition der Menge X gilt dann, dass X € X.
Das ist ein Widerspruch.

Foll 2: X € X.
Geméfs Definition der Menge X gilt dann, dass X ¢ X.
Das ist ein Widerspruch.

Somit fithren beide Félle zu einem Widerspruch, obwohl wir wissen, dass
einer der beiden Féille zutreffen miisste.

Fazit: Irgendetwas stimmt nicht mit Cantors naivem Mengenbegriff!

Der Barbier von Sonnenthal

Um Russells Beispiel und den daraus resultierenden Widerspruch besser zu
verstehen, betrachte man folgende Geschichte vom Barbier von Sonnenthal.

Der Barbier von Sonnenthal:

Im Stddtchen Sonnenthal (in dem bekanntlich viele seltsame
Dinge passieren) wohnt ein Barbier, der genau diejenigen
ménnlichen Einwohner von Sonnenthal rasiert, die sich nicht
selbst rasieren.

Frage: Rasiert der Barbier sich selbst?

Um die Russellsche Antinomie zu vermeiden, muss man die Mengenlehre
sehr sorgfiltig axiomatisch aufbauen (siehe z.B. [Ebb03]) — dies sprengt
allerdings den Rahmen dieser Vorlesung.
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Sofern man sich der Problematik bewusst ist, kann man sie im , tdglichen
Gebrauch®, den Informatiker*innen von Mengen machen, vermeiden.

Wir arbeiten daher weiter mit einem naiven Mengenbegriff, den wir nach
den im Folgenden beschriebenen Grundsdtzen verwenden werden.

Folie 27

Beschreibung bzw. Definition von Mengen

Wir beschreiben bzw. definieren Mengen

e cxtensional, durch Aufzéhlen der Elemente, z.B.

M, = {0,1,2,3,4,5} oder
e intensional, durch Angabe von charakteristischen Eigenschaften der
Elemente der Menge, z.B.
M, = {z:2¢€ M, und z ist gerade}
= {z € M : x ist gerade}

= {x: x ist eine natiirliche Zahl und z ist gerade und 0 < z < 5}.

Extensional lasst sich die Menge M, folgendermafien beschreiben:
M, = {0,2,4}.

Oft schreibt man statt “.” auch “|” und statt “und” einfach ein “Komma”,

also
M, = {x |z € M, x gerade}.

Folie 28
Vorsicht.

e {z:0 < x <5} definiert nicht eindeutig eine Menge, weil nicht
festgelegt ist, ob x beispielsweise eine ganze Zahl oder eine reelle Zahl
ist.

o {M : M ist eine Menge, M ¢ M} fiihrt zur Russellschen Antinomie.

Fazit: Um solche Probleme zu vermeiden, miissen wir bei intensionalen
Mengendefinitionen immer angeben, aus welcher anderen Menge die
ausgewdhlten Elemente kommen sollen, also:

{z € M : x hat Eigenschaft(en) E},

wobei M eine Menge und F eine Eigenschaft oder eine Liste von
Eigenschaften ist, die jedes einzelne Element aus M haben kann oder nicht.

Folie 29
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Wichtige grundsitzliche Eigenschaften von Mengen

Alle Elemente einer Menge sind verschieden. D.h. ein Wert ist
entweder Element der Menge oder eben nicht — aber er kann nicht
,mehrfach” in der Menge vorkommen.

Die Elemente einer Menge haben keine feste Reihenfolge.

Dieselbe Menge kann auf verschiedene Weisen beschrieben werden,

z.B.
{1,2,3) = {1,2,2,3} = {2,1,3}
= {i: 1 ist eine ganze Zahl, 0 < ¢ < 3}.

Mengen kénnen aus ,,atomaren” oder aus ,,zusammengesetzten
Elementen gebildet werden. Eine Menge kann auch
,verschiedenartige Elemente enthalten. Beispiel: Die Menge

M = {1, (Pik,8), {rot,blau}, 5, 1}

besteht aus 4 Elementen: dem atomaren Wert 1, dem Tupel (Pik, 8),
der Menge {rot, blau} und dem atomaren Wert 5.

Einige konkrete Zahlenmengen

N Z

A O

:= die Menge der natiirlichen Zahlen := {0,1,2,3, ...}
>1 := die Menge der positiven natiirlichen Zahlen :={1,2,3, ...}
die Menge der ganzen Zahlen := {0,1,—-1,2,-2,3, -3, ...}
die Menge der rationalen Zahlen := {% : a,b € Z, b # 0}
:= die Menge der reellen Zahlen

Die leere Menge und die ,,Menge aller Mengen*

Beobachtung. Es gibt genau eine Menge, die kein(e) Element(e) enthalt.

Definition 2.2 (leere Menge).
Die leere Menge ist die (eindeutig bestimmte) Menge, die kein(e)
Element(e) enthdlt. Wir bezeichnen sie mit (.

Versio
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Frage 2.3. Gibt es eine “Menge aller Mengen”?

Antwort: Nein! Denn wire U die Menge aller Mengen, so wére auch

X :={M e U:M¢g M} eine Menge. Dies fithrt aber wieder zur
Russellschen Antinomie, da die Frage “Ist X € X 7” nicht geklart werden
kann.

Mengenalgebra

Folie 32
In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Operationen auf Mengen

betrachtet. Nebenbei werden auch einige (sehr einfache) Beispiele von
mathematischen Beweisen gegeben.

Folie 33

Definition 2.4 (Gleichheit von Mengen).
Zwei Mengen X und Y sind gleich (kurz: X =Y), falls sie dieselben
Elemente enthalten, d.h. falls gilt:

o fa ze€ X gilt z€ Y, und
o fa.z €Y gilt z € X.

Beachte.
0 # {0}, denn 0 ist die Menge, die keine Elemente enthilt, wihrend {(}

eine Menge ist, die ein Element (namlich () enthalt.

Folie 34

Definition 2.5 (Teilmengen). Seien X, Y Mengen.

(a) X ist eine Teilmenge von Y (kurz: X CY'), wenn jedes Element von X
auch ein Element von Y ist.

(b) X ist eine echte Teilmenge von Y (kurz: X GY'), wenn X CY und
X4Y.

(¢) X ist eine Obermenge von Y (kurz: X DY), wenn Y C X.

(d) X ist eine echte Obermenge von Y (kurz: X 2Y), wenn X DY und
XY,

Satz 2.6. Seien XY, Z Mengen. Dann gilt:
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Folie 36
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(a) X =Y <= XCY und X DY.
(b)) XCY undY CZ —= X CZ.

Bewers:
(a) Es gilt:
X=Y 2" fa rcXgiltzeY und

fa.zeYgilt ze X

<= jedes Element von X ist auch ein Element von Y und
jedes Element von Y ist auch ein Element von X

PEZ® v cyundY € X
PE2) ¥ cyund X DY,

(b) Es gelte X CY und Y C Z.
Behauptung: X C Z, d.h. fa. x € X gilt x € Z.
Beweis: Sei x € X beliebig. Wir zeigen, dass = € Z:

nach Vor.: X CY nach Vor.. Y C Z
—_— _—

rze X zeY r e .

Definition 2.7. Seien X und Y Mengen.
(a) Der Durchschnitt von X und Y ist die Menge
XNY = {z:z€e X und z € Y}.

(b) Die Vereinigung von X und Y ist die Menge
XUY = {z:2€ X oder z € Y}

(c) Die Differenz von X und Y ist die Menge
X\Y = X-Y: ={z:2z€ X und z ¢ Y}.

(d) Die symmetrische Differenz von X und Y ist die Menge
XAY = (X\Y)U (Y \ X).
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Veranschaulichung durch Venn-Diagramme

X Y

XUY

L

X\Y XAY

Folie 37
Notation 2.8 (disjunkt).
Zwei Mengen X und Y heiken disjunkt, falls X N'Y = (), d.h. falls sie keine
gemeinsamen Elemente besitzen.Manchmal schreiben wir
XUy,
um die Menge X UY zu bezeichnen und gleichzeitig auszudriicken, dass
XNy =0.
Folie 38

Rechenregeln fiir Durchschnitt und Vereinigung

Satz 2.9. Seien X, Y, Z Mengen. Dann gelten:
(a) Idempotenz:

XNX =X und XUX = X.

(b) Kommutativitit:

XNY =YnNX und XUY = YUX.
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(c) Assoziativitit:

Xn(Ynz) = (XnY)nZ
(d) Absorption:
XN(XUY) = X

(e) Distributivitdt:

XN(YUZ) = (XNY)U(XNZ)

Bewezs:

XX Def. 2.7(a)

Analog: XU X = X.
(b)

XAy Def. 2.7(a)

Def. 2.7(a)

Analog: X UY =Y U X.
()

XN (Yﬂ Z) Def.iﬂ(a)

{z
Def. 2.7(a)
= {g’;

= {z:

Def. 2.7(a)
= {x

Def. 2.7(a)

und XU UZ) = (XUY)
und  XUXNY) = X.
und  XU(YNZ) = (XUY)N(XUZ).

{z:ze X und z € X}

{z:ze X}

X.
{z:z€e X und z € Y}
{z:z€Y und z € X}
Y NnX.
cxeXundzxeY Nz}

creXund (z €Y und x € 2)}
(reXundzxeY)und xz € Z}

cxe€XNY und z € 7}

= (XNnY)nZ.

Analog: XU (YUZ)=(XUY)UZ.

Version vom 28. November 2022
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(d) Wir beweisen, dass X N (X UY) =X in zwei Schritten:

Schritt 1: Zeige, dass X N (X UY) D X.
Schritt 2: Zeige, dass X N (X UY) C X.

Aus Satz 2.6(a) folgt dann, dass X N (X UY) = X.

ZU SCHRITT 1:

Behauptung: X N(XUY)D X, dh. fa ze Xgltre XN(XUY).
Beweis: Sei x € X beliebig. Zu zeigen: v € X N (X UY). Wegen x € X

gilt auch z € X UY (geméfs Definition 2.7(b)). Wegen x € X und
r € X UY gilt geméf Definition 2.7(a), dass z € X N (X UY).

ZU SCHRITT 2:

Behauptung: X N(XUY)C X, dh. fa. ze XN(XUY) gilt z € X.

Beweis: Sei z € X N (X UY) beliebig. Zu zeigen: z € X. Wegen
z€ XN (XUY) gilt geméf Definition 2.7(a), dass z € X und
z € X UY. Insbesondere ist also z € X.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass X N (X UY) = X.
Analog: XU (X NY) = X.

(e) Analog; Details: Ubung.

Das Komplement einer Menge

Das Komplement einer Menge M (kurz: M) soll die Menge aller Elemente
sein, die nicht zu M gehoren. Bei der préazisen Definition von M ist
allerdings wieder Vorsicht geboten. Denn wenn wir einfach

M = {z:2¢ M}

setzen, so gilt fiir die leere Menge 0, dass ihr Komplement @ einfach alles
enthélt — und dann wire

{M : M € () und M ist eine Menge}

die “Menge aller Mengen” — und dass es die nicht geben kann, haben wir
bereits bei der Beantwortung von Frage 2.3 gesehen.
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Daher betrachten wir Mengen stets innerhalb eines festen Universums U,

das selbst eine Menge ist ﬁlie wir jeweils im Kontext angeben miissen). Fir
M C U setzen wir dann M := U \ M und bezeichnen M als das
Komplement von M in U.

Folie 40
Rechenregeln fiir Komplemente

Satz 2.10.
Sei U unser festes Universum, das selbst eine Menge ist, und seien
M, N CU. Dann gelten:

(a) Doppelte Negation:

(b) De Morgansche Regeln:

MNN = MUN und MUN = MNN.

(¢) Inversionsregeln:

MNM = () und MUM = U.

(d) Identititsregeln:

MnNhU = M und MU = M.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Veranschaulichung durch Venn-Diagramme:

e Doppelte Negation:
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e De Morgansche Regeln:

MANN=MUN MU

U

e O

<2
I
S
D)
=

e Inversionsregel:

Mdchtigkeit bzw. Kardinalitdt einer Menge

Folie 41
Definition 2.11.
(a) Eine Menge heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt,
d.h. wenn es eine Zahl n € N gibt, so dass die Menge genau n
verschiedene Elemente enthélt.
(b) Die Mdchtigkeit (oder Kardinalitit) einer Menge M ist
M| = Anzahl der Elemente in M, falls M endlich ist
"] oo (unendlich), sonst.
Man beachte, dass “oo0” keine natiirliche Zahl ist (d.h. co ¢ N), sondern
lediglich eine Abkiirzung fiir das Wort “unendlich”.
Beispiel 2.12.
’{27476}‘ = 3, ‘N‘ = o0, W)’ = 0,
{2,4,6,4}[ = 3, Z] = oo, {0} = 1.
|{27 {av b}}| = 2,
Folie 42
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Vorsicht beim Vergleich der Machtigkeit unendlicher Mengen

Hilberts Hotel (David Hilbert, 1862-1943)
Hilberts Hotel hat unendlich viele Zimmer, die fortlaufend mit 1,2,3, ...
(also mit allen Zahlen aus Ns;) nummeriert sind.

A A A -

Obwohl alle Zimmer belegt sind, schafft der Angestellte an der Rezeption
es, fiir jeden neuen Gast Platz zu schaffen.

Wie? — Er bittet alle Géste, in das Zimmer mit der ndchsthcheren
Nummer umzuziehen und gibt dem neuen Gast das Zimmer mit der
Nummer 1.

Fiigt man also zu einer unendlichen Menge ein Element hinzu, so erhdlt
man keine “wirklich grofiere” Menge.

Es ist nicht schwer, zu sehen, dass im vollbesetzten Hotel sogar unendlich
viele neue Géste, die mit den Zahlen 1, 2, 3, ... durchnummeriert sind,
einquartiert werden kéonnen. Dazu muss einfach jeder der bisherigen Géste
in das Zimmer umziehen, dessen Nummer das Doppelte der bisherigen
Zimmernummer ist. Danach sind alle “alten” Géste in den Zimmern mit
geraden Zimmernummern untergebracht, und die neuen Géste konnen in
die Zimmer mit ungeraden Zimmernummern einziehen.

Die Potenzmenge

Definition 2.13.
Die Potenzmenge (engl.: power set) einer Menge M (kurz: P(M)) ist die
Menge aller Teilmengen von M. D.h.:

P(M) = {X:XC M)
Beispiel 2.14.
o P({a,b}) = {0,{a}, {0}, {a,b} }.
o P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}, {1, 2,3} }.
P) ={0}.
Insbesondere gilt: P(0) # 0.
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Notation 2.15.
In manchen Biichern wird P(M) auch mit Pow(M ) (fiir “power set”) oder
mit 2™ bezeichnet.
Spéter, in Folgerung 2.39, werden wir nachweisen, dass fiir jede endliche
Menge M gilt:

PO = 2,

2.2 Kartesische Produkte und Relationen
Paare, Tupel und kartesische Produkte

Folie 44
Definition 2.16 (Paare und Tupel).
(a) Fiir beliebige Objekte a und b bezeichnet (a, b) das geordnete Paar mit
Komponenten a und b.
(b) Fiir £ € N und beliebige Objekte ay, ..., a; bezeichnet (a4, ..., ax) das
k-Tupel mit Komponenten ay, ..., a.
(c) Die Gleichheit zweier Tupel ist wie folgt definiert:
Fa. k,/ e Nund ay,...,a,b1,...,b gilt:
(al,...,ak) = (bl,...,bg)
< k=/¢und a; =b; und ay = by und --- und a; = by.
Bemerkung 2.17.
(a) Fir k = 0 gibt es genau ein k-Tupel, namlich das leere Tupel (), das
keine Komponente(n) hat.
(b) Man beachte den Unterschied zwischen Tupeln und Mengen: z.B.
o (1,2) #(2,1), aber {1,2} = {2,1}.
o (1,1,2) # (1,2), aber {1,1,2} = {1,2}.
Folie 45

Definition 2.18.
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(a) Sei k € N und sei M eine Menge. Die k-te Potenz von M ist die Menge
Mk = {(ml, ,mk) my € M, oMy € M}

Insbesondere gilt: M® = {()} besteht genau aus einem Element, dem
leeren Tupel.

(b) Das kartesische Produkt (bzw. Kreuzprodukt) zweier Mengen XY ist
die Menge
XxY = {(zx,y):ze X, yeY}

(c) Sei k € N5 und seien My, ..., My Mengen. Das kartesische Produkt
von My, ..., M, ist die Menge

My x - x My, == {(mq,...,my):mqy € Mq,...,my € M}

Beispiel 2.19. Sei X = {a,b} und Y = {1,2,3}. Dann gilt:
e X xY ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}.
o X x {1} ={(a,1),(b,1)}.
e X x(=10.
o X2 = {(a,a),(a,b), (b,a), (b,b)}.
o X' = {(a), ()}
. X0= {0}
o P2 =0.
o Pt =0.
o 0°={0}

e In Beispiel 2.1 hatten wir die Karten eines Skat-Kartenspiels durch
folgende Wertebereiche modelliert:

KartenArten = {Kreuz, Pik, Herz, Karo},
KartenSymbole = {7,8,9,10, Bube, Dame, Konig, Ass},
Karten = KartenArten x KartenSymbole.
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e Uhrzeiten kann man repréasentieren durch Elemente der Menge
Uhrzeiten := Stunden x Minuten x Sekunden,
wobei
Stunden := {0,1,2,...,23},
Minuten := {0,1,2,...,59},
Sekunden := {0,1,2,...,59}.

Das Tupel (9, 45,0) repréasentiert dann die Uhrzeit “9 Uhr, 45 Minuten
und 0 Sekunden”.

Folie 48
Notation 2.20.
e Ist £ € Ny und sind z,..., 2, Zahlen, so schreiben wir
k
Z 2 bzw. Z Zj
i=1 i€{1,...k}
um die Summe der Zahlen z1, ..., z; zu bezeichnen (d.h. die Zahl
214+ 2.
Wir schreiben .
H Z bzw. H Zi
i=1 i€{1,...k}
um das Produkt der Zahlen z1, ..., z; zu bezeichnen (d.h. die Zahl
Zl ..... Zk)'
Folie 49

e Sind My, ..., M, Mengen, so schreiben wir

k
U M; bzw. U M;
i=1

ie{l,....k}

um die Vereinigung der Mengen My, ..., M} zu bezeichnen (d.h. die
Menge My U --- U My).

Wir schreiben i
ﬂ M; bzw. ﬂ M;
i=1 ie{l,...k}

um den Durchschnitt der Mengen My, ..., M zu bezeichnen (d.h. die
Menge M; N ---N My).
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Folie 50
e Ist K eine Menge, deren Elemente Teilmengen einer Menge U sind
(d.h.: K CP(U)), so ist
U M = {zeU:ex. MeKsdzeM}
MeK
die Vereinigung aller Mengen M € K (d.h. die Menge aller Elemente
x, die in mindestens einer Menge M € K liegen).
Analog ist
(MM = {ze€U:fa McKugitzeM}
MeK
der Durchschnitt aller Mengen M € K (d.h. die Menge aller Elemente
x, die in jeder Menge M € K liegen).
Folie 51

Die Michtigkeit von kartesischen Produkten

Satz 2.21.
(a) Seien A und B zwei endliche Mengen. Dann gilt:

|Ax Bl = |A|l-|B.

(b) Sei k € Noy und seien My, ..., My endliche Mengen. Dann gilt:
k
My - x M| = ] 1Ml
i=1
(c) Sei k € N und sei M eine endliche Menge. Dann gilt:

[MF| = M.

Bewezs:
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(a) Es gilt:

AxB = {(a,b):a€ A be B} = | J{(a,b): b€ B} = | J({a}xB).

acA a€A

Aufserdem gilt fiir alle a,a’ € A mit a # o', dass die Mengen {a} x B
und {a'} x B disjunkt sind. Ferner gilt fiir beliebige disjunkte endliche
Mengen X und Y, dass | X UY| = |X|+ |Y] ist. Insgesamt folgt daraus,
dass

[AxB| = |[J({a}xB)| = > Ha}x Bl

acA a€A
= Y IBl = [Bl+---+|B| = |Al-|B|.
acA \AFIrnal

(b) Analog; Details: Ubung.

@ ) = (Mxx ) @ T = v = M
k-mal =1 k-mal
UJ
Folie 52
Bemerkung. Satz 2.21(c) besagt, dass
MY = M| (2.1)

fiir jedes k € N und jede endliche Menge M gilt.

Speziell fiir M := () gilt:

|M| = |0] = 0. Aus Beispiel 2.19 wissen wir, dass M° = (° = {()}, also
|M°| = |@°| = 1; und fiir alle k¥ € N mit & > 1 ist M* = (% = (), also
|0%] = 0.

Gemeinsam mit (2.1) rechtfertigt dies die Konvention, dass

0 =1 und 0¥ = 0 fa keNmik>1.
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Worte bzw. endliche Folgen

Bemerkung 2.22. Sei A eine Menge.

e Gelegentlich fassen wir ein Tupel (ay,...,a;) € A* als Wort auf,
dessen “Buchstaben” aq, ..., a; sind. Um diese Sichtweise zu betonen,
schreiben wir ay - - - a, statt (aq,...,ax).

Beispiel: Das Tupel (S, t,r,u,k, t,u,r) identifizieren wir mit dem Wort
Struktur.

e A ist dann das Alphabet, iiber dem die Worte gebildet werden, und
ay - - - a wird “Wort iiber A” genannt.

e Das leere Tupel () € A° heifit auch leeres Wort und wird oft als e
(epsilon, fiir “empty word”) bezeichnet.

e Die Linge eines Wortes a; - - - a, ist die Zahl
lay - -ag| = k.
Insbesondere ist |e| = 0, d.h. das leere Wort hat die Lénge 0.

e Sind v =ay---a, und w = by - - - by zwei Worte liber A, so ist die
Konkatenation von v und w das Wort

vw = ay---apby - by

e Manchmal wird ein Wort a; - - - a; auch als Folge der Lange k
aufgefasst.

Definition 2.23 (A*, A*, Sprache).
Sei A ein Alphabet (d.h. eine Menge).

(a) Die Menge aller Worte iber A (von beliebiger endlicher Lange)
bezeichnen wir mit A*. Es gilt also:

A = UAk = {CLl"'CLk . k’EN, CL1,...7ak€A}.
keN
Beachte: Wegen 0 € N und A° = {()} = {¢} enthélt A* insbesondere
das leere Wort.
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(b) Die Menge aller nicht-leeren Worte iiber A (von beliebiger endlicher
Léange) bezeichnen wir mit AT. Es gilt:

At = A"\{e} = {a1--ar : k€Nsy, a1,...,a, € A}

(c) Eine Sprache tiber A ist eine Teilmenge von A*.

Bemerkung: In vielen Biichern werden Sprachen mit dem Buchstaben
L (fir Language) oder mit Varianten wie L' oder L; bezeichnet.

Beispiel 2.24 (Natiirliche Sprachen).
Wir betrachten das Alphabet

Adeutsch = {A7 B7 ceey Z7 A7 Oa U7
a, b, ...,z,a,o0,i,f,

A }
MRS I AL R A A A A Ay

Beispiele fiir Sprachen tiber A joyssen sind:

e [,; := Menge aller grammatikalisch korrekten Sétze der,
deutschen Sprache (aufgefasst als Zeichenketten iiber
Adeutsch)

e [5:= Menge aller Worter der deutschen Sprache.

Beispiel 2.25 (Programmiersprachen).
Wir betrachten das Alphabet

ASCII := die Menge aller ASCII-Symbole

Beispiele fiir Sprachen tiber Alphabet ASCII sind:
e [, := die Menge aller JAVA-Schliisselworter,
e [, := die Menge aller erlaubten Variablennamen in JAVA,

e [ := die Menge aller syntaktisch korrekten JAVA-Programme.
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Relationen

Relationen sind Teilmengen von kartesischen Produkten. Prézise:

Definition 2.26.

(a) Seien A, B Mengen. Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge

von A x B.
(b) Sei k € N5; und seien M, ..., M} Mengen. Eine Relation auf

My, ..., My ist eine Teilmenge von M; X --- x M. Die Stelligkeit einer

solchen Relation ist k.

(c) Sei M eine Menge und sei k € N. Eine k-stellige Relation tber M ist

eine Teilmenge von M¥.

Beispiel 2.27. Um Datumsangaben im Format (Tag, Monat, Jahr)
anzugeben, nutzen wir die Wertebereiche

TagWerte = {1,2,...,31}
MonatsWerte := {1,2,...,12}
JahresWerte := Z.

Die Menge “Giiltig” aller giiltigen Daten ist dann eine Teilmenge von
TagWerte x MonatsWerte x JahresWerte,

d.h. eine Relation auf TagWerte, MonatsWerte, JahresWerte, zu der
beispielsweise das Tupel (23, 6,1912) gehort,! nicht aber das Tupel
(30,2,1912).

Notation 2.28.

e Ist R eine Relation von A nach B (fiir zwei Mengen A, B), so
schreiben wir oft
aRb statt (a,b) € R.

Beispiel:

'Der 23. Juni 1912 ist der Geburtstag von Alan M. Turing, einem der einflussreichsten

Pioniere der Informatik.
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— a < b, fiir natiirliche Zahlen a und b

— a # b, fir ganze Zahlen a und b
e Ist R eine Relation auf M, ..., M}, so schreiben wir manchmal
R(my,...,my) statt (my,...,mg) € R.

Das soll verdeutlichen, dass R eine “Eigenschaft” ist, die ein Tupel aus
My x -+ x Mj, haben kann — oder eben nicht haben kann. Im
Datums-Beispiel gilt: Giiltig(23, 6, 1912), aber es gilt nicht:
Giiltig(30, 2, 1912).

2.3 Funktionen

Totale Funktionen und partielle Funktionen

Folie 60
Definition 2.29. Seien A, B Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) von
A nach B ist eine Relation f von A nach B (d.h. f C A x B) mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes a € A genau ein b € B mit (a,b) € f existiert.
Anschaulich:

B
A
f
Folie 61

Notation 2.30.

(a) Wir schreiben f: A — B, um auszudriicken, dass f eine Funktion von
A nach B ist.

(b) Ist f: A— B und ist a € A, so bezeichnet f(a) das (eindeutig
bestimmte) b € B mit (a,b) € f. Insbesondere schreiben wir meistens
f(a) = b an Stelle von (a,b) € f.
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(c¢) Fir f: A— Bund A’ C A sei
fA) = {f(a):ac A}

(d) Die Menge aller Funktionen von A nach B bezeichnen wir mit
Abb(A, B).

(e) In manchen Biichern wird Abb(A, B) auch mit B4 bezeichnet.
Spéter, in Folgerung 2.39, werden wir sehen, dass fiir endliche Mengen
A, B gilt:
|Abb(A, B)| = |BIM.

Definition 2.31.
Zwei Funktionen f: A — B und g: A — B sind gleich (kurz: f = g), falls
fa.a e Agilt: f(a) = g(a).

Definition 2.32 (Definitionsbereich, Bildbereich, Bild). Sei f: A — B.
(a) Der Definitionsbereich von f ist die Menge Def(f) := A.
(b) Der Bildbereich von f ist die Menge B.

(c¢) Das Bild von f (genauer: das Bild von A unter f) ist die Menge

Bild(f) = f(A) = {f(a):a€ A} C B.

Definition 2.33 (Restriktionen).
Sei f: A — B eine Funktion und sei A’ C A. Die Restriktion (oder
FEinschrankung) von f auf A’ ist die Funktion

f|A’ : A,—>B,

die folgendermafen definiert ist: f.a. a € A’ ist fla(a) := f(a).

Definition 2.34.
Eine partielle Funktion von einer Menge A in eine Menge B ist eine
Funktion f mit Def(f) C A und Bild(f) C B.

Bemerkung 2.35.
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(a) Im Gegensatz zu partiellen Funktionen nennt man Funktionen, wie wir

sie in Definition 2.29 definiert haben, auch totale Funktionen.

Sprechen wir von “Funktionen”, ohne sie explizit als “partiell” zu
)
bezeichnen, so meinen wir in dieser Vorlesung immer “totale”
)

Funktionen.

(b) Jede partielle Funktion von einer Menge A in eine Menge B lisst sich
auch als totale Funktion von A nach BU {1} auffassen, wobei L ein
spezielles Zeichen ist, das fiir “undefiniert” steht, und das nicht zur

Menge B gehort.

Figenschaften von Funktionen

Definition 2.36. Sei f: A — B.

(a) f heilt injektiv, falls es fiir jedes b € B hochstens ein a € A mit

(c) f heilst bijektiv, falls es fiir jedes b € B genau ein a € A mit f(a) =b

injektiv,
surjektiv,

f(a) = b gibt.
(b) f heifst surjektiv, falls es fiir jedes b € B mindestens ein a € A mit
f(a) = b gibt.
gibt.
Anschaulich:
B
A
A £ f
injektiv, nic_ht ir_]j ektiv,
nicht surjektiv, surjektiv,
nicht bijektiv nicht bijektiv

Beobachtung 2.37.
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(a) Fir jede Funktion f: A — B gilt:
f st bigektiv <= f st ingektiv und surjektiv.
(b) Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

|A| = |B| <= es gibt eine bijektive Funktion von A nach B.

Satz 2.38.

(a) Fir jede Menge M gibt es eine bijektive Funktion von P(M) nach
Abb(M,{0,1}).

(b) Sei B eine Menge, sei A eine endliche Menge und sei k := |A|. Dann
gibt es eine bijektive Funktion von Abb(A, B) nach B¥.

Bewezs:

(a) Reprisentiere jedes Z € P(M) (d.h. Z C M) durch die so genannte
charakteristische Funktion xz: M — {0,1} mit

1, fallsme Z
xz(m) = {O *)
, sonst.

Sei nun f: P(M) — Abb(M,{0,1}) definiert durch

f(Z) == xz, firjedes Z € P(M). (**)
Behauptung. f ist bijektiv.
Wir zeigen dies in 2 Schritten (und nutzen Beobachtung 2.37(a)).
Schritt 1: f ist injektiv:
Seien Z, 7' € P(M) mit f(Z) = f(Z').
Ziel: Zeige, dass Z = 7.

Wegen f(Z) = f(Z') gilt gemék (**), dass xz = xz. D.h. fa. me M
gilt xz(m) = xz(m). Gemék (*) gilt daher f.a. m € M, dass

meZ < mecJZ.
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Somit ist Z = Z'.

Schritt 2: f ist surjektiv:

Sei h € Abb(M,{0,1}), d.h. h: M — {0,1}.
Ziel: Finde ein Z € P(M) mit f(Z) = h.

Wir wéahlen
Z = {meM : h(m)=1}.

Dann ist klar: Z € P(M). Geméak (*) gilt xz = h. Gemak (**) ist daher
f(Z) = h.

(b) Idee: Sei ay,...,a eine Liste aller Elemente in A. Représentiere jede
Funktion h € Abb(A, B) durch das k-Tupel t;, := (h(a1),...,h(ay)).

Rest: Ubungsaufgabe.

Folie 66
Folgerung 2.39. Seien A, B, M endliche Mengen. Dann gilt:

(a) |Abb(A, B)| = | B[

(b) [P(M)] =21,

Beweis:
(a) Gemaéfs Satz 2.38(b) und Beobachtung 2.37(b) gilt fiir k := | A|, dass
|Abb(A, B)| = |B|.
Laut Satz 2.21(c) ist |B*| = |B|*. Somit |Abb(A, B)| = |B|F = | B|I4.
(b) Geméf Satz 2.38(a) und Beobachtung 2.37(b) ist
[P(M)| = [Abb(M, {0, 1})].
Geméf (a) ist

|Abb(M, {0,1})| = {0, 1}|M = 2olMI
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Spezielle Funktionen

Definition 2.40. Die Identititsfunktion auf einer Menge M ist die
Funktion

mit idy(m) :=m, f.a. m € M.

Definition 2.41. Eine Permutation einer Menge M ist eine bijektive
Funktion f: M — M.

Definition 2.42. Eine Multimenge (engl.: bag) tiber einer Menge M ist
eine Funktion f: M — N.

Mit solchen Multimengen kann man ,,Mengen“ beschreiben, in denen
einzelne Elemente mehrfach vorkommen koénnen: Fiir jedes m € M gibt
f(m) an, wie oft m in der Multimenge vorkommt.

Beispiel 2.43. Ein Geldbeutel mit
e 3 1-Cent-Miinzen
e 2 10-Cent-Miinzen
e 4 20-Cent-Miinzen
e 1 50-Cent-Miinzen
e 3 1-Euro-Miinzen
e 2 2-Euro-Miinzen
kann repréasentiert werden durch die Multimenge

Geldbeutelinhalt : MiinzenArten — N,

wobel

MiinzenArten := {lc,2c, e, 10c, 20c, 50¢, 1€, 2€}

und
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Geldbeutelinhalt(1c)
Geldbeutelinhalt(2c) =
Geldbeutelinhalt(5c)
Geldbeutelinhalt(10c) :=
(
(
(
(

Geldbeutelinhalt(50c) :=
Geldbeutelinhalt
Geldbeutelinhalt(2

51¢

1
Geldbeutelinhalt(20c) :=

>

1

D W RO O W

<€)
€) =

Bequemere Schreibweise (die konsistent ist mit Definition 2.29):

Geldbeutelinhalt = { (1c,3), (2¢,0), (5¢,0), (10c,?2),

(20¢,4), (50c,1), (1€,3), (2€,2) }.

2.4 Beweise verstehen und selbst formulieren
Ziel dieses Abschnitts ist, einen kurzen Uberblick iiber grundlegende
Beweistechniken zu geben, insbesondere:

e direkter Beweis

e Beweis durch Kontraposition

e Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis)

e vollstandige Induktion.

Nebenbei werden wir einige interessante mathematische Aussagen beweisen,

die es sich zu merken lohnt.

Was sind Sdatze und Beweise?

Ein Satz (bzw. Theorem) ist eine formale Aussage, die man sich merken

sollte. Sie besteht aus Voraussetzungen und einer Behauptung.

Voraussetzungen und Behauptung sind Aussagen, so dass Folgendes gilt:
Wenn alle Voraussetzungen erfiillt sind, dann muss auch die Behauptung

wahr sein.

Der Beweis eines Satzes muss nachweisen, dass die Behauptung des Satzes

wahr ist und kann dabei verwenden:
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e die Voraussetzungen des Satzes,
e Definitionen und bereits bekannte Tatsachen und Sétze,
e im Beweis selbst oder anderswo bereits als wahr bewiesene Aussagen,

e logische Schlussregeln.

Typische Fehler, die man beim Versuch, Beweise zu formulieren, vermeiden
sollte, sind:

e unzuléssiges Argumentieren mit Beispielen,

Verwendung gleicher Symbole zur Bezeichnung verschiedener Dinge,

Hantieren mit nicht exakt oder gar widerspriichlich definierten
Begriffshildungen,

unzuléssige Gedankenspriinge beim Schlussfolgern,

Ausnutzung von bis dahin noch unbewiesenen Behauptungen zur
Begriindung von einzelnen Beweisschritten.

Die Begriffe Definition, Lemma, Korollar, Folgerung und
Proposition

Eine Definition fiihrt einen neuen Begriff ein und legt dessen Bedeutung
fest.

Ein Lemma (Plural: Lemmas oder Lemmata) ist so etwas dhnliches wie ein
Satz. Es bezeichnet meistens einen ,technischen Hilfssatz*, dessen Aussage
man sich nicht unbedingt dauerhaft merken muss, die aber niitzlich ist, um
ein Theorem zu beweisen.

Ein Korollar (bzw. eine Folgerung) ist eine formale Aussage (dhnlich wie ein
Satz), die man sich merken sollte, und deren Beweis relativ leicht aus einem
bereits vorher bewiesenen Sachverhalt folgt.

Eine Proposition ist eine formale Aussage (dhnlich wie ein Satz oder ein
Lemma). Der Begriff wird auf unterschiedliche Art verwendet — manchmal,
um eine Aussage zu bezeichnen, die man sich merken sollte und die ganz
leicht zu beweisen ist; und manchmal um einen ,,technischen Hilfssatz* zu
bezeichnen, der schwer zu beweisen ist, den man sich aber nicht unbedingt
merken muss.
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Beweistechnik “direkter Beweis”

Bei einem direkten Beweis wird die Behauptung eines Satzes “direkt”, d.h.

ohne “Umwege”, bewiesen.

Beispiele fiir direkte Beweise haben wir bereits kennengelernt, z.B. der
Beweis von Satz 2.6, der Beweis von Satz 2.21, der Beweis von Satz 2.38,
der Beweis von Folgerung 2.39.

Es folgt ein weiteres Beispiel fiir einen direkten Beweis.

Gaufische Summenformel

n

” , : n - (n+1)
Satz 2.44. Fiir allen € N gilt: ;Z = —5 -
Beweis: Sei n € N beliebig. Es gilt:
23 i o= > i+ > o= Y i+ Y (n—i)
i=0 i=0 =0 i=0 i=0
= Z (z + (n—z)) = Zn = n-(n+l).
=0 i=0

Es gilt also:

Somit gilt:

Beweistechnik “Beweis durch Kontraposition”

Man beachte, dass fiir beliebige Aussagen A und B das Folgende gilt:
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die folgende Aussage ist wahr:
“Falls Aussage A gilt, so gilt auch Aussage B”

<= Aussage B gilt oder Aussage A gilt nicht

<= die folgende Aussage ist wahr:
“Falls Aussage B nicht gilt, so gilt auch Aussage A nicht.”

Beim Beweis durch Kontraposition wird ein Satz der Form
“Falls Aussage A gilt, so gilt auch Aussage B”
dadurch bewiesen, dass man zeigt:

“Falls Aussage B nicht gilt, so kann auch Aussage A nicht gelten.”

Als Beispiel fiir einen Beweis durch Kontraposition betrachten wir den
folgenden Satz.

Definition 2.45. Eine gerade Zahl ist eine Zahl z, fiir die gilt: es gibt ein
y € Z so dass z = 2 - y ist. Eine ungerade Zahl ist eine Zahl z € Z, die nicht
gerade ist.

Satz 2.46.
Fiir jedes n € N gilt: Falls n® eine ungerade Zahl ist, so ist auch n eine
ungerade Zahl.

Beweis: Durch Kontraposition. Sei n € N beliebig.

Wir zeigen: Falls n keine ungerade Zahl ist, so ist auch n? keine ungerade
Zahl.

n € N war beliebig gewahlt. Falls n ungerade ist, so ist nichts weiter zu
beweisen. Wir betrachten daher nur den Fall, dass n keine ungerade Zahl
ist (d.h. n ist gerade). Wir miissen zeigen, dass dann auch n? keine
ungerade Zahl ist (d.h. n? ist eine gerade Zahl).

Es gilt:
n ist gerade —> esex.y € Z sd. n=2-y (geméil Def. 2.45)
— esex.y€Zsd n®=n-(2-y)
— esex.y€Zsd n®>=2-(n-y)
— esex.y €Zsd n*=2-y
= n?ist gerade (gemif Def. 2.45).

Somit ist n? gerade, d.h. n? ist keine ungerade Zahl. O
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Beweistechnik Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis)

Folie 77
Beim Beweis durch Widerspruch wird ein Satz der Form

“Falls die Voraussetzungen A erfiillt sind, so gilt Aussage B”
dadurch bewiesen, dass man

e annimmt, dass die Voraussetzungen A erfiillt sind, aber die Aussage
B nicht gilt und

e daraus einen Widerspruch herleitet.

Als Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch betrachten wir folgenden
Satz:

Satz 2.47. Fir alle geraden natiirlichen Zahlen a und b gilt: a - b ist gerade.

Beweis: Durch Widerspruch.

Angenommen, a und b sind gerade natiirlichen Zahlen, so dass a - b nicht
gerade ist.

Da a und b gerade sind, gibt es k,{ € Zsd.a=2-kund b=2-/.

Dann ist a-b= (2- k) - (2-{). Insbesondere gibt es also ein m € Z, s.d.
a-b=2-m (ndmlich m = 2-k-0).

Gemék Definition 2.45 ist also a - b gerade. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass a - b nicht gerade ist. [

Folie 78
Ein weiteres, etwas anspruchsvolleres Beispiel fiir einen Beweis durch

Widerspruch ist der Beweis des folgenden Satzes, der “anschaulich” besagt,
dass die Potenzmenge von N wviel grofser ist als die Menge N selbst.

Satz 2.48 (“P(N) ist nicht abzdhlbar”).
Es gibt keine surjektive Funktion von N nach P(N).

Beweis: Durch Widerspruch. Angenommen, f: N — P(N) ist surjektiv. Sei

X = {neN:né¢f(n)} (*)
Klar: X € P(N).
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Da f surjektiv ist, muss es ein m € N geben mit f(m) = X.
Klar: Entweder gilt m € X oder es gilt m ¢ X.

Fall 1: m ¢ X:

Wegen f(m) = X gilt also m ¢ f(m).

Gemaéfs (*) fiir n := m folgt, dass m € X. 4 (Widerspruch zu “Fall 1:
m ¢ X7).

Fall 2: m € X:

Wegen f(m) = X gilt also: m € f(m).

Gemafs (*) fiir n := m folgt, dass m ¢ X. 4 (Widerspruch zu “Fall 2:
m e X7).

Somit fithren beide Félle zu einem Widerspruch. Daher muss unsere
Annahme, dass es eine surjektive Funktion f von N nach P(N) gibt, falsch
gewesen sein. O

Cantors zweites Diagonalargument

Bemerkung 2.49.
Die in diesem Beweis verwendete Technik ist unter dem Namen
Diagonalisierung (oder Cantors zweites Diagonalargument) bekannt.

Die Grundidee des obigen Beweises lasst sich namlich folgendermafsen
veranschaulichen: Eine Funktion f : N — P(N) konnen wir durch folgende
Tabelle reprasentieren

0 1 2 3 4 5
Qoo Ap,1 Ao2 ap3 Qo4 Qo5
10 A1 AaAi12 ai3 Qa4 Q15
G20 A21 G22 A23 0G24 A5
azo azi dAaAz2 azsz aza G35
Qg0 A41 A42 A43 Q44 Q45
G50 051 A2 As53 A54 G55

T W N H+-=O

wobei der Eintrag a; ; in Zeile ¢ und Spalte j folgendermafsen gewahlt ist:

1 fallsje f(4)
i T 0 falls j € f6).
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Somit repréisentiert jede Zeile i dieser Tabelle die Menge f(i), und es gilt
f) = {jeN: a; =1}
Wir wahlen nun die Folge
bo by by by by b5

so, dass sich, fiir jedes j € N, der Wert b; von dem Eintrag a;; in der
Diagonalen der Tabelle unterscheidet. D.h., wir wéhlen

b — 0 falls a5 = 1
1 fallsay; =0,

fiir alle j € N.

Anhand dieser Wahl von by, by, by, ... wissen wir, dass diese Folge in keiner
Zeile der Tabelle stehen kann, denn fiir jede Zeile ¢ unterscheidet sich der in
Spalte ¢ stehende Wert a;; vom Wert b;. Somit gilt fiir die Menge

dass X nicht im Bild der Funktion f liegen kann, und dass f daher nicht
surjektiv sein kann.

Folie 81
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die hier gewahlte Menge X

mit der im Beweis von Satz 2.48 gewéhlten Menge X iibereinstimmt, denn

X = {jeN:b =1} = {jeN: q;; =0}
= eN:JjgfG)} = {neN:ngf(n)}

Folie 82
Ein weiteres, sehr dhnliches Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch

haben wir bereits im Zusammenhang mit der Russellschen Antinomie
kennengelernt:

Satz 2.50 (“Es gibt keine Menge aller Mengen”).
Es gibt keine Menge U, so dass fiir jede Menge M gqilt: M € U.

Folie 83
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Beweis: Durch Widerspruch. Angenommen, U ist eine Menge, so dass fiir
jede Menge M gilt: M € U. Dann ist auch

X = {M €U : M ist eine Menge und M ¢ M} (*)

eine Menge. Insbesondere gilt entweder X € X oder X ¢ X.
Fall 1: X ¢ X:

Wir wissen: X ist eine Menge, also insbesondere X € U.

Da wir in Fall 1 sind, gilt auferdem: X ¢ X.

Geméf (*) (fir M := X) muss dann aber gelten: X € X. 4 (Widerspruch
zu “Fall 1: X ¢ X7).

Fall 2: X € X :

Wegen X € X gilt geméf (*) fiir M := X, dass X € U ist, dass X eine
Menge ist, und dass X ¢ X ist. 4 (Widerspruch zu “Fall 2: X € X”).

Somit fithren beide Félle zu einem Widerspruch. Daher kann es keine
Menge U geben, so dass fiir jede Menge M gilt: M € U. m

Bemerkung 2.51. Jede Aussage, die durch einen Beweis durch
Kontraposition bewiesen werden kann, kann auch durch einen Beweis durch
Widerspruch nachgewiesen werden.

Um zu zeigen, dass die Aussage

“Falls Aussage A gilt, so gilt auch Aussage B”

wahr ist, kann man in einem Beweis durch Widerspruch folgendermafsen
vorgehen: Man nimmt an, dass Aussage A gilt und Aussage B nicht gilt
und leitet aus dieser Annahme dann einen Widerspruch her.

Ubungsaufgabe: Beweisen Sie Satz 2.46 durch einen “Beweis durch
Widerspruch”.

Beweistechnik “Beweis durch vollstandige Induktion”

Das Induktionsprinzip
Um die Grundidee der vollstdndigen Induktion zu erkldren, sei A(n) eine
Aussage iiber die natiirliche Zahl n. Das Ziel ist, zu zeigen, dass die

Aussage A(n) fiir jedes n € N wahr ist.
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Eine Moglichkeit, dies zu zeigen ist, sich das so genannte Induktionsprinzip
zu Nutze zu machen: Man zeigt, dass eine Aussage A(n) fir alle n € N
wahr ist, indem man folgendermafien vorgeht.

(1) Zuerst zeigt man, dass die Aussage A(n) fir die Zahl n = 0 gilt.
Diesen Schritt nennt man Induktionsanfang bzw. Induktionsbasis.

(2) Danach zeigt man, dass fiir jede beliebige natiirliche Zahl n € N gilt:
Falls die Aussage A(n) wahr ist, so ist auch die Aussage A(n+1) wahr.
Diesen Schritt nennt man Induktionsschritt.

Beachte.
Wenn man die Schritte (1) und (2) bewiesen hat, so weif man, dass die
folgenden Aussagen wahr sind:

0) ist wahr geméfs Schritt (1).

1) ist wahr gemé&f (i) und Schritt (2) fir n = 0,

2) ist wahr geméf (ii) und Schritt (2) fiir n =1,
3) ist wahr geméf (iii) und Schritt (2) fir n = 2,
4) ist wahr geméfs (iv) und Schritt (2) fir n = 3,
) (

5) ist wahr geméfs (v) und Schritt (2) fir n = 4,

Insgesamt hat man damit gezeigt, dass fir alle n € N die Aussage A(n)
wahr ist.

Als Beispiel fiir einen Beweis durch vollstdndige Induktion betrachten wir
den folgenden Satz:

Satz 2.52. F.a. n € N gilt:
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Beweis: Per Induktion nach n.

Die “Aussage A(n)”, deren Giiltigkeit hier f.a. n € N bewiesen werden soll,
besagt:

znjzi = onfl_ 1,
=0

INDUKTIONSANFANG: n = 0

0 .
Behauptung: > 20 = 20F1 1.
i=0

Beweis: .

Es gilt: Y220 = 20 = 1.
i=0

Auferdem gilt: 21 -1 = 2! -1 = 2—-1 = 1.
0

Somit: S22 = 1 = 20+l 1,
i=0

INDUKTIONSSCHRITT: n —n + 1

Sei n € N beliebig.
Induktionsannahme: > 2¢ = 271 —1
i=0

(D.h. wir gehen davon aus, dass die Aussage A(n) wahr ist.)

n+l
Behauptung: > 20 = 20D+
=0

(D.h. wir miissen zeigen, dass dann auch die Aussage A(n+1) wahr ist.)

Beweis:
n+1 n
Z 9i Not.2.20 (Z 21') + on+1
i=0 =0
Indénn. (2n+1 _ 1) + 2n+1

= 2.2"t
_ 2(n+1)+1 —1.

Folie 88
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Zwei niitzliche Varianten des Induktionsprinzips

Um zu zeigen, dass eine Aussage A(n) fiir alle n € N mit n > ny wahr ist
(wobei ng eine geeignete natiirliche Zahl ist), kann man nach einem der
beiden folgenden Schemata vorgehen:

Variante 1:

INDUKTIONSANFANG: 1 = ny
Behauptung: Die Aussage A(ng) ist wahr.

Beweis: . ..

INDUKTIONSSCHRITT: n — n—+1

Sei n € N mit n > ng beliebig.
Induktionsannahme: Die Aussage A(n) ist wahr.
Behauptung: Die Aussage A(n+1) ist wahr.

Beweis: . ..

Folie 89

Variante 2:

INDUKTIONSANFANG: n = No
Behauptung: Die Aussage A(ng) ist wahr.

Beweis: . ..

INDUKTIONSSCHRITT: n — n-+1
Sei n € N mit n > ng beliebig.

Induktionsannahme: Fiir jede natiirliche Zahl ¢ mit ng < ¢ < n ist die
Aussage A(i) wahr.

Behauptung: Die Aussage A(n+1) ist wahr.

Beweis: . ..
Folie 90

Beispiel 2.53.

Wir nutzen Variante 1, um die folgende Frage zu beantworten: Welche der
Funktionen f: N — Z und g: N — Z mit f(n) :=n*—7und g(n) :==4-n
(f.a. n € N) liefert grofere Funktionswerte?

Um eine Vermutung dariiber zu bekommen, welche der beiden Funktionen
die grokeren Werte liefert, stellen wir zunédchst eine Tabelle auf, die die
Funktionswerte fiir n = 0, n = 1, n = 2, etc. enthélt:
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n lo]1]2|3|4]5]6|7]8]9
Fn) 7|63 2|9 18|29 425774
gn) [0 | 481216202428 32]36

Anhand dieser Tabelle dréngt sich die Vermutung auf, dass f.a. n € N mit
n > 6 gilt: f(n) > g(n). Die Korrektheit dieser Vermutung weisen wir im
Folgenden per Induktion nach n nach.

INDUKTIONSANFANG: n = 6
Behauptung: f(6) > g(6)
Beweis:

Es gilt: f(6) = 6% — 7 = 29.
Auferdem gilt: ¢(6) =4 -6 = 24.
Also: f(6) =29 > 24 = ¢(6).

INDUKTIONSSCHRITT: n — n+1

Sei n € N mit n > 6 beliebig.

Induktionsannahme: f(n) > g(n), d.h. n> =7 >4 -n.
Behauptung: f(n+1) >g(n+1),dh. (n+1)>=7>4-(n+1).

Bewezis:
(n+1)2-7 = n?+2n+1-7
= (n?=T7)+2n+1
Ind.ann
dn+2n+1
n > 6, also 2n+1 > 13 > 4
> dn 44
= 4(n+1).

Insgesamt haben wir damit bewiesen, dass f.a. n € N mit n > 6 gilt:
f(n) > g(n).
|]Ende Beispiel 2.53
Folie 91

Auf dhnliche Weise kann man per Induktion auch Folgendes beweisen:
Satz 2.54.
(a) F.a. n € N mitn > 1 gilt: i(%—l) = n?

(d.h. die Summe der efrzszfenZ?:z1 ungeraden Zahlen ergibt gerade die Zahl

n?).
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. .. . n(n+l)
(b) F.a.neNmitn>1 gilt: > i = 5

(¢c) Fa.neNmitn>1 git: S 2 = 2ot Cnrl)

(d) F.a. n € N gilt: 2™ > n.
Beweis. Ubungsaufgabe O]

Folie 92
Das folgende Beispiel zeigt, dass man beim Fiihren von Induktionsbeweisen

sehr sorgfiltig sein muss:

Beispiel 2.55.
Der folgende Satz ist offensichtlich nicht wahr — aber wo steckt der Fehler
im Beweis?

“Satz”s F.a.n € N mit n > 1 gilt: Ist M eine Menge von Menschen mit
|M| = n, so haben alle Menschen in M die gleiche Grife.

“Beweis” Per Induktion nach n.

INDUKTIONSANFANG: n =1

Behauptung: Ist M eine Menge von Menschen mit |M| = 1, so haben alle
Menschen in M die gleiche Grofe.

Beweis: Sei M eine Menge von Menschen mit |[M| = 1. D.h. M besteht aus
genau einem Menschen. Daher haben offensichtlich alle Menschen in M die
gleiche Grofe.

INDUKTIONSSCHRITT: n — n-+1
Sei n € N mit n > 1 beliebig.

Induktionsannahme: Ist M’ eine Menge von Menschen mit |M'| = n, so
haben alle Menschen in M’ die gleiche Grofe.

Behauptung: Ist M eine Menge von Menschen mit |M| = n+1, so haben
alle Menschen in M die gleiche Grofe.

Beweis: Sei M eine Menge von Menschen mit |M| = n+1. Sei
a1, a9, ..., 0y, G,yq eine Liste aller Menschen in M, d.h.
M ={ay, a9, ..., a0, ani1}. Sei

M = {ay,a9,...,a,} und M" = {as,...,an, ani1}

Offensichtlich sind M" und M” Mengen von Menschen mit |M’| = n und
|M"| = n. Geméf der Induktionsannahme gilt daher:
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(1) Alle Menschen in M’ haben die gleiche Grofe, und
(2) alle Menschen in M” haben die gleiche Grofe.

Sei ¢’ die Grofke, die geméfs (1) jeder Mensch in M’ hat, und sei ¢” die
Grofe, die geméfs (2) jeder Mensch in M” hat. Laut Definition von M’ und
M" gilt: ay € M’ und ay € M”. Da jeder einzelne Mensch (und daher
insbes. der Mensch as) nur eine Grofe haben kann, gilt: ¢’ = ¢”. Wegen

M = M'"U M" gilt daher, dass alle Menschen in M die gleiche Grofe haben,
namlich die Grofe g := ¢ = ¢”. ]

Frage. Wo steckt der Fehler im Beweis? Uknde Beispiel 2.55

2.5 Rekursive Definition von Funktionen und Mengen

Rekursive Definitionen von Funktionen

Das Induktionsprinzip lasst sich auch zur “induktiven” (bzw. “rekursiven”)
Definition von Funktionen f: N — M (wobei M eine beliebige Menge ist)
nutzen, indem man folgendermafien vorgeht:

(1) Definiere f(0).
Diesen Schritt bezeichnet man als Rekursionsanfang.

(2) Definiere, f.a. n € N, f(n+1) unter Verwendung des Werts f(n)
(bzw. unter Verwendung der Werte f(n), f(n—1),..., f(1), f(0)).
Diesen Schritt bezeichnet man als Rekursionsschritt.

Auch hier sind wieder eine Reihe von Varianten mdoglich.

Beispiel 2.56.

(a) Frage: Wie viele Moglichkeiten gibt es, n Studierende so an n PCs zu
verteilen, dass an jedem PC genau ein Studierender sitzt?

Antwort: fak(n), wobei

e fak(l) = 1 und
o fak(n+1) = (n+1)-fak(n) (fir alle n € Nyy).
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Insbesondere ist fak eine Funktion von N3; nach N34, d.h.
fak: N>1 — N}l.

Beispielsweise ist
fak(4) = 4-fak(3) = 4-3-fak(2) = 4-3-2-fak(1l) = 4-3-2-1 = 24.
Allgemein gilt f.a. n € Nyg:

t

Ilie

fak(n) = n - (n=1) - (n=2) - -+- -2 -1 "°

n
.2.20 .
g

=1

Notation.
Die Funktion fak wird Fakultdtsfunktion genannt. Meistens schreibt
man n! um die Zahl fak(n) zu bezeichnen.

Folie 95

(b) Fragestellung: Ein Bauer ziichtet Kaninchen. Jedes weibliche
Kaninchen bringt im Alter von zwei Monaten ein weibliches Kaninchen
zur Welt und danach jeden Monat ein weiteres.

Wie viele weibliche Kaninchen hat der Bauer zu Beginn des n-ten
Monats, wenn er mit einem neu geborenen weiblichen Kaninchen
startet?

Antwort: fib(n), wobei die Funktion fib: N5; — N3, rekursiv wie folgt
definiert ist:

e fib(l) = 1,
e fib(2) := 1 und
e fib(n+1) := fib(n) + fib(n—1) (fa.n € N mit n > 2).

Somit gilt:

| 789 ]10]11] 12
| 13]21 | 34|55 |89 | 144

n_|[1]2]3]4]5]
fib(n) [1[1]2]3]5]

Die Funktion fib wird auch Fibonacci-Folge genannt; sie ist benannt
nach italienischen Mathematiker Leonardo Fibonacci (13. Jh.). Die
Zahl fib(n) heifit auch n-te Fibonacci-Zahl.

314|516
213|518
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Um Aussagen iiber rekursiv definierte Funktionen zu beweisen, kann man
wieder das Induktionsprinzip nutzen. Der folgende Satz gibt dazu ein
Beispiel.

Satz 2.57. Sei fib: N>y — N3y die Fibonacci-Folge. Dann gilt f.a. n € N3y
fib(n) < 2™

Beweis: Per Induktion nach n.

INDUKTIONSANFANG: Betrachte n =1 und n = 2.
Behauptung: fib(1) < 2! und fib(2) < 22.
Beweis: Es gilt: fib(1) 2 1<2=2"und fib(2) & 1<4=22

INDUKTIONSSCHRITT: n — n+1

Sei n € N mit n > 2 beliebig.

Induktionsannahme: F.a.i € Ny mit ¢ < n gilt: fib(i) < 2.
Behauptung: fib(n+1) < 2"+

Beweis:
fib(n+1)

Ind.ann.
2 fih(n) + fib(n—1) < 2r42nl < 2.20 = vl O

Vergleich der Laufzeit zweier Algorithmen

Bemerkung 2.58. Ein moglicher Algorithmus, um fiir eine Zahl n € Ny,
den Wert fib(n) der Fibonacci-Folge zu berechnen, ist:

Algo 1 (bei Eingabe einer Zahl n € N34):
1. Falls n =1 oder n = 2, dann gib 1 als Ergebnis zuriick.

2. Falls n > 3, dann:

3. Sei x; die Ausgabe von Algo 1 bei Eingabe der Zahl n—1.
4. Sei x5 die Ausgabe von Algo I bei Eingabe der Zahl n—2.
5. Gib den Wert (27 + 5) als Ergebnis zuriick.
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Der Algorithmus bendtigt bei Eingabe einer Zahl n hochstens g;(n)
Schritte, wobei

gi(1) = 2 und ¢(2) = 3 und
g1(n) = 3+ g1(n—1) + g1(n—2) + 2
= 5+ gi(n—1) 4+ g1(n—2) fiir alle n € N mit n > 3

(wir zéhlen hier jede Addition, jeden Vergleich, und jedes Zuriickgeben
eines Ergebnisses als einen Schritt).

Ein anderer Algorithmus, der fiir eine Zahl n € N5; den Wert fib(n)
berechnet, ist:

Algo 2 (bei Eingabe einer Zahl n € N, ):
1. Falls n =1 oder n = 2, dann gib 1 als Ergebnis zuriick.

. Seien ag := 0, a; := 1 und ay := 1.

. Wiederhole fiir alle 7 von 3 bis n:

2
3
4. Ersetze a¢ durch a; und a; durch as.
5 Ersetze ay durch ag + a;.

6

. Gib den Wert a, als Ergebnis zuriick.

Dieser Algorithmus benétigt bei Eingabe n € N5; hochstens go(n) Schritte,
wobei

g2(1) =2, ¢2(2):=3, und go(n):=6+6-(n—2) fa.n >3

(dhnlich wie oben zéhlen wir jeden Vergleich, jedes Zuriickgeben eines
Werts und jedes Setzen eines Werts als einen Schritt. Fiir jeden
Schleifendurchlauf berechnen wir zusétzlich 2 Schritte, um ¢ um eins zu
erh6hen und zu testen, ob das Ergebnis kleiner oder gleich n ist).

Frage: Welcher der beiden Algorithmen lduft im Allgemeinen schneller?
D.h. welche der beiden Funktionen ¢g; und g, liefert kleinere
Funktionswerte?

Mit den in diesem Kapitel bereitgestellten Werkzeugen konnen wir eine
Antwort auf diese Frage finden, und wir kdnnen sogar beweisen, dass die
Antwort korrekt ist. Hierzu kénnen wir dhnlich vorgehen wie in

Beispiel 2.53.
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Bemerkung 2.59. Es gibt auch eine “geschlossene Formel”, mit der man
die n-te Fibonacci-Zahl, d.h. die Zahl fib(n), direkt ausrechnen kann, ohne
dafiir sémtliche Werte fib(1), fib(2), ..., fib(n—1) ausrechnen zu miissen:

F.a. n € Ny gilt:

1 1+v5)  [(1=v5\"
wo = 3 ((557) - (7))

Beweis: Ubungsaufgabe (per Induktion nach n; Details finden sich in
[MMO00]). O

Rekursive Definitionen von Mengen

Oft ist es niitzlich, auch Mengen rekursiv (bzw. induktiv) zu definieren.
Eine rekursive Definition einer Menge M besteht aus:

(a) Basisregeln der Form “m € M”.

(D.h. die Basisregeln listen explizit bestimmte Elemente auf, die zur
Menge M gehoren.)

(b) Rekursiven Regeln der Form:
“Wenn myq,...,my € M, dann m € M”,

wobei m von my, ..., my abhangt.

Die dadurch definierte Menge M ist dann die Menge aller Elemente, deren
Zugehorigkeit zu M durch endlich-maliges Anwenden der Regeln gezeigt
werden kann.

Beispiel 2.60 (Die Menge PAL).
Betrachte das Alphabet A := {a, b}.
Die Menge PAL C A* sei wie folgt rekursiv definiert:

Basisregeln.:
(B1): € PAL
(B2): a € PAL
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(B3): be PAL
Rekursive Regeln:

(R1): Ist w € PAL, so ist auch awa € PAL.

(R2): Ist w € PAL, so ist auch bwb € PAL.

Beispiele fiir Worte, die zur Menge PAL gehoren:

g, a, b aa, bb aaa, bab
——

durch Basisregeln = durch rek. Regeln mit w:=¢  durch rek. Regeln mit w :=a

Es gilt beispielsweise auch: aababaa € PAL.

Beweis:
e a € PAL (geméf Basisregel (B2)).
e Regel (R2) mit w :=a = bab € PAL.
e Regel (R1) mit w := bab = ababa € PAL.
)

e Regel (R1) mit w := ababa — aababaa € PAL.

Aber beispielsweise gilt
aab ¢ PAL,

aba, bbb
——

durch rek. Regeln mit w :=1b

denn aus den Basisregeln und den rekursiven Regeln folgt, dass fiir jedes
Wort w € PAL der erste und der letzte Buchstabe von w identisch

sind.

Induktionsprinzip fiir rekursiv definierte Mengen:

UEnde Beispiel 2.60

Folie 103

Sei M eine rekursiv definierte Menge. Dass eine Aussage A(m) fiir alle

m € M wahr ist, kann man folgendermafien zeigen:

(1) Zuerst betrachtet man nacheinander jede Basisregel der Form “m € M”

und zeigt, dass die Aussage A(m) wahr ist.
Dieser Schritt heifst Induktionsanfang.
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(2) Danach betrachtet man nacheinander jede rekursive Regel der Form
“Wenn myq,...,my € M, dann m € M” und zeigt Folgendes: Wenn die
Aussagen A(my), ..., A(my) wahr sind, dann ist auch die Aussage
A(m) wahr.

Dieser Schritt heilt Induktionsschritt.

Beachte. Man kann leicht sehen, dass Folgendes gilt: Wenn man die Schritte
(1) und (2) bewiesen hat, so weif man, dass die Aussage A(m) fiir alle
m € M wahr ist.

Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel dafiir, wie das Induktionsprinzip
dazu genutzt werden kann, Eigenschaften von rekursiv definierten Mengen
nachzuweisen.

Beispiel 2.61 (Palindrome).
Sei A := {a,b}. Fiir jedes Wort w € A* sei w das Wort, das durch
“Riickwartslesen” von w entsteht, d.h.:

o Ist w = ¢, so ist w? =¢.

o Ist w=w; - w, mit k € Ny; und wy,...,w; € A, so ist

wh = wy - wy.

Beispiel: aaab®™ = baaa.
Definition: Ein Wort w € A* heift Palindrom, wenn gilt: w = w®.

Sei PAL die in Beispiel 2.60 rekursiv definierte Teilmenge von A*.

Behauptung 1: Fiir jedes Wort w € PAL gilt: w = w’.

Beweis: Per Induktion iiber den Aufbau von PAL.
INDUKTIONSANFANG: Betrachte diejenigen Worte, die aufgrund von
Basisregeln zur Menge PAL gehoren.

Behauptung: € = ¥, a = o und b = bF.

Beweis: Gemift der Definition von w’ gilt offensichtlich, dass e = &',

a = af* und b = bE.

INDUKTIONSSCHRITT: Betrachte die rekursiven Regeln.
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e (R1): Sei w € PAL und sei v := awa. Geméf (R1) ist v € PAL.

Induktionsannahme: w = w¥.
Behauptung: v = v,

. Def. v Def. (-)F Ind.ann.: w = wk Def. v
Beweis: v "= (awa)? T =" awfa = awa = 0.

e (R2): Sei w € PAL und sei v := bwb. Geméf (R2) ist v € PAL.

Induktionsannahme: w = w'.

Behauptung: v = vk,

. Def. v Def. (-)F Ind.ann.: w = wk Def. v
Beweis: vt "= (bwb)® T =" bwfb = bwb =" v

Behauptung 2: Fiir jedes w € A* mit w = w? gilt: w € PAL.

Beweisansatz: Zeige folgende Aussage per Induktion nach n:

Fiir alle n € N gilt: Ist w € A* mit w = wf und |w| < n, so gilt
w € PAL.

Im Induktionsanfang werden n = 0 und n = 1 betrachtet; im
Induktionsschritt n — n+1 werden alle n > 1 betrachtet.

Details: Ubungsaufgabe. UBen. 2
Aus Behauptung 1 und Behauptung 2 folgt, dass
PAL ={w € A*: w = wf}.

|:|Ende Beispiel 2.61

2.6 Grolenvergleich von Mengen

Folie 105
Definition 2.62. Seien A und B beliebige Mengen.

(a) A heifst hochstens so mdéchtig wie B, wenn es eine injektive Abbildung
von A nach B gibt.

(b) A und B heifen gleichmdachtig, wenn es eine bijektive Abbildung von A
nach B gibt.

(c) B heifst echt mdchtiger als A, wenn gilt: A ist hochstens so méchtig wie
B, und A und B sind nicht gleichméchtig.
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Beispiel 2.63 (P(N) ist echt méchtiger als N).

N ist hochstens so méchtig wie P(N). Dies wird belegt durch die injektive
Abbildung f: N — P(N) mit f(n) :={n} fa.n e N.

N und P(N) sind nicht gleichméchtig. Dies folgt direkt aus Satz 2.48.
Somit ist P(N) echt méchtiger als N.

Satz 2.64. Flr jede Menge M gilt:
(a) P(M) ist echt mdchtiger als M.
(b) P(M) und Abb(M,{0,1}) sind gleichmdchtig.

Beweis.
(a): Ubungsaufgabe.
(b): Dies folgt direkt aus Satz 2.38(a). O

Bemerkung 2.65. In einem spéteren Kapitel (Kapitel 3) werden wir
beweisen, dass Folgendes fiir alle Mengen A und B gilt:

Wenn es eine injektive Funktion von A nach B und eine
injektive Funktion von B nach A gibt, dann gibt es auch eine
bijektive Funktion von A nach B.

Daraus folgt dann:

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleichméchtig, wenn
gilt: A ist hochstens so méchtig wie B und B ist hochstens so
méchtig wie A.

Definition 2.66.

(a) Eine Menge A heifst abzdihlbar, wenn es eine injektive Abbildung
f:+A— Ngibt (d.h. wenn A hochstens so méchtig ist wie N).

(D.h. die Elemente in A kénnen mit natirlichen Zahlen so
“durchnummeriert” werden, dass jedes Element in A eine andere
“Nummer” bekommt.)
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(b) Eine Menge heifst abzdhlbar unendlich, wenn sie abzdhlbar und
unendlich ist.

(c) Eine Menge heift diberabzihlbar, wenn sie nicht abzédhlbar ist.

Bemerkung. In vielen Teilen der Fachliteratur werden die Begriffe
“abzéahlbar” und “abzéhlbar unendlich” genau so verwendet, wie wir sie hier
definiert haben. Aber in manchen Teilen der Literatur wird der Begriff
“abzéhlbar” verwendet um das zu bezeichnen, das wir hier “abzahlbar
unendlich” nennen; das, was wir hier “abzéhlbar” nennen, wird dort dann
“hochstens abzahlbar” genannt.

Satz 2.67. P(N) ist dberabzihlbar.
Beweis: Durch Widerspruch.

Angenommen, P(N) wére abzahlbar. Dann gibt es eine injektive Funktion
g : P(N) — N. Sei dann die Funktion f: N — P(N) fiir alle n € N wie folgt
definiert: Falls es ein X € P(N) mit g(X) = n gibt, so setze f(n) := X (dies
ist wohldefiniert, da ¢ injektiv ist — daher gibt es kein weiteres X’ € P(N)
mit X' # X, fiir das g(X’) = n gilt). Ansonsten setze f(n) := 0.
Behauptung: Die Funktion f ist surjektiv.
Beweis: Fiir jedes beliebige X € P(N) gilt: f(n) = X fir n := g(X).

DBeh.
Aber diese Behauptung widerspricht Satz 2.48. [

Folie 109

Beispiel 2.68. Jede der folgenden Mengen ist abzéhlbar:
N, jedes M CN, Z.
Beweis: Die Abzéhlbarkeit der Menge N wird durch die Identitédtsfunktion
idy belegt; diese Funktion ist injektiv.
Sei M C M. Die Abzahlbarkeit der Menge M wird durch die Funktion
f: M — Nmit f(z) := 2z fa. z € M belegt; diese Funktion ist injektiv.
Die Abzéahlbarkeit der Menge Z wird durch die Funktion g : Z — N belegt,
die f.a. z € Z wie folgt definiert ist:

2z falls 2 > 0

9(z) =

2]z —1 falls 2 <0
Offensichtlicherweise bildet diese Funktion g die nicht-negativen ganzen
Zahlen auf die geraden natiirlichen Zahlen ab; und sie bildet die negativen

ganzen Zahlen auf die ungeraden natiirlichen Zahlen ab. Man sieht leicht,
dass die Funktion g injektiv ist. ]
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Satz 2.69 (“pairing function”). Die Abbildung 7 : N* — N mit?

m(x,y) = y+ Zi, fa. (z,y) € N?
i=0

st bigektiv.
Beachte: Gemal der Gauftschen Summenformel ist

m(z,y) = y + 3(z+y)(z+y+1) .

Bewers. Wir zeigen zunachst, dass 7 surjektiv ist:

Betrachte ein beliebiges n € N. Unser Ziel ist, (x,y) € N? zu finden, so dass
gilt: 7(z,y) = n.
Dazu wihlen wir die grohte Zahl d € N, fiir die gilt: 32¢ i < n. BEs gilt:

d

d
i < omo< i+ odtl.
=0

i=0
Wihle
Yy = n—Zi und r =d—vy.

Klar: ye{jeN : 0<j<dlundze{jeN : 0<j<d}.
Insbesondere ist also (z,y) € N?. Auferdem gilt: z +y = d und

z+y d d
W(x,y):y+2i:n—2i+2i:n.
i=0 i=0 i=0

Somit ist 7 also surjektiv.

Wir zeigen nun noch, dass 7 injektiv ist:
Seien (z,y) € N*> und (2/,y') € N? mit 7 (z,y) = 7(2',y'). Unser Ziel ist zu
zeigen, dass (x,y) = (2/,y').

2Statt 7(x,y) miissten wir, um formal korrekt zu sein, eigentlich m((x,)) schreiben.
Der besseren Lesbarkeit halber nutzt man i.d.R. aber meistens die “Kurzschreibweise”
bei der man die dufferen Klammern eines Tupels, auf das die Funktion angewendet wird,
weglésst.
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Fall 1: x4y = 2’'4+y’. Gemék Voraussetzung gilt dann:

xl+y/ m+y

0 = wl@y)—nlzy) = y—y+ > i->i = y-y
1=0 =0

Also ist y = /. Und wegen x + y = 2’ + 3/ folgt dann auch, dass z = 2’ ist.
Somit ist (x,y) = (2/,y').

Fall 2: x4y < 2'+y'. Sei [ :={i € N : x+y < i < 2'+y'}. Insbesondere ist
x+y+1 € I. Geméils Voraussetzung gilt:

xl+yl $+y

0 = 7(ey)—nley) = y—y + D i—Y i
=0 1=0

= Y-y + )i

> Y -y + avt+y+l
= y+ao+1

Da y € Nund z € N, ist /4+x+1 > 1. Insgesamt ergibt dies, dass 0 > 1 ist.
Dies ist ein Widerspruch. Somit kann Fall 2 nicht eintreten.

Fall 3: z+y > 2'+vy'. Analog zu Fall 2 (wobei die Rollen von (z,y) und
(', y') vertauscht werden).

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass 7 injektiv ist. O

Folie 111

Cantors erstes Diagonalargument

Bemerkung 2.70. Die bijektive Funktion 7 : N2 — N aus Satz 2.69 wird
auch pairing function genannt. Die Grundidee der Wahl dieser Funktion ist
unter dem Namen Cantors erstes Diagonalargument bekannt und lasst sich
folgendermafien veranschaulichen (siehe Abbildung 2.1):

Die Menge N? wird eingeteilt in “Diagonalen”: Fiir jede Zahl i € N ist die
i-te Diagonale definiert als die Menge
D; = {(v,y) eN* : z+y=i}

Inshes. ist Dy = {(0,0)}, Dy = {(1,0),(0,1)}, Dy = {(2,0), (1, 1), (0,2)}.

Um die Menge N? “abzuzéhlen” nummerieren wir die Elemente in N? wie
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung der Funktion 7. Der Wert 7(x,y) ist in
Zeile x und Spalte y eingetragen (rote Zahlen). Die “i-te Diagonale” D; be-
steht aus allen Punkten (z,y), fiir die gilt: z+y = 1.

folgt durch: Zunéchst betrachten wir Dy und geben dem einzigen Element
darin die Nummer 0. Dann betrachten wir D; und geben dem Tupel (1,0)
die Nummer 1 und dem Tupel (0, 1) die Nummer 2. Danach betrachten wir
D5 und geben den Tupeln (2,0), (1,1) und (0,2) die Nummern 3, 4 und 5.
Insgesamt betrachten wir nacheinander alle Diagonalen D; (fiir
i=0,1,2,3,...), betrachten die Elemente in D; in der Reihenfolge geméf
aufsteigendem y-Wert und verteilen fortlaufende Nummern. Die Funktion 7
aus Satz 2.69 ist so gewiihlt, dass die Nummer, die das Tupel (z,y) € N?
bekommt genau die Zahl 7(z,y) ist.

Lemma 2.71. Seien Mengen A, B und B; fir alle i € N gegeben. Es gilt:
(a) Falls A und B abzdihlbar sind ist, so ist auch A x B abzdhlbar.

(b) Falls B abzihlbar ist, so ist auch B* abzihlbar fiir jedes k € N.

(c¢) Falls fiir jedes i € N die Menge B; abzdhlbar ist, so ist auch die Menge
| B; abzinibar.

1€EN
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Beweis. Wir nutzen die bijektive Funktion 7 : N> — N aus Satz 2.69.

(a): Geméfs Voraussetzung sind A und B abzéhlbar, d.h. es gibt injektive
Funktionen f: A — N und g : B — N. Wir wollen zeigen, dass es eine
injektive Funktion h : A x B — N gibt. Wir wihlen h wie folgt: Fiir alle
(a,b) € A x B setzen wir

h(a,b) = =(f(a),g(b)) .
Klar: h(a,b) € N. Somit ist i eine Funktion von A x B nach N.
Diese Funktion A ist injektiv, denn: Seien (a,b) und (a’,b") Elemente in
A x B mit h(a,b) = h(a’,t’). Wir miissen zeigen, dass (a,b) = (a’, V') ist.
Wegen h(a,b) = h(d',b') gilt: W(f(a),g(b)) = ﬂ(f(a’),g(b’)).
Da  injektiv ist gilt: (f(a), g(b)) = (f(d'), g(¥")).
Somit ist f(a) = f(a’) und g(b) = g(¥').
Da f und g injektiv sind gilt @ = @’ und b = ¥'. Somit ist (a,b) = (a’, V).
Dies beendet den Beweis von (a).

(b): Wir fithren den Beweis per Induktion nach k. Im Induktionsschritt
benutzen wir Aussage (a). Geméfs Voraussetzung ist B abzahlbar, d.h. es
gibt eine injektive Funktion g : B — N.

INDUKTIONSANFANG: Betrachte k = 0 und £ = 1.

Behauptung: B° und B! sind abzihlbar.

Beweus:

B = {()} ist abzéhlbar; dies wird belegt durch die injektive Funktion
fo: B® = Nmit fo(()) :=0.

B! = {(b) : b€ B} ist abzihlbar; dies wird belegt durch die injektive
Funktion f; : B! — N mit f,((0)) := g(b) fiir jedes b € B.

INDUKTIONSSCHRITT: k — k+1

Sei k € N beliebig mit £ > 1.

Induktionsannahme: B* ist abzihlbar.

Behauptung: B**! ist abzahlbar.

Beweis: Gemif Induktionsannahme ist B* abzdhlbar. Gemif
Voraussetzung ist B abzihlbar. Aussage (a) (fiir A := B*) liefert, dass

B* x B abzihlbar ist. Somit gibt es eine injektive Funktion g : B¥ x B — N.
Wir wollen zeigen, dass es eine injektive Funktion h : B¥*! — N gibt. Dazu
wihlen wir h wie folgt: Fiir alle (by,. .., by, bpy1) € BFF! setze’

h((bl,...,bk,bk+1)) = g(((bl,...,bk),bk+1)) .

3Dies ist die formal korrekte Schreibweise, die alle nétigen Klammern enthilt. Geméf
der in der vorherigen Fufinote vereinbarten Kurzschreibweise kénnen wir stattdessen auch
schreiben: h(bl, oo, by, bk+1) = g((bl, ooy br), bk+1)
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Offensichtlicherweise ist h injektiv (da g injektiv ist).

Dies beendet den Beweis von (b).

(c): Wir benutzen Aussage (b) und die Funktion 7.
Gemaélfs Voraussetzung gilt fiir jedes ¢ € N: Die Menge B; ist abzédhlbar —
d.h. es gibt eine injektive Funktion f; : B; — N. Sei

M = UBZ-.

€N

Wir wollen zeigen, dass es eine injektive Funktion h : M — N gibt. Wir
wahlen h wie folgt: Fiir jedes x € M sei i, die kleinste natiirliche Zahl i, fiir
die gilt: x € B;. Fiir jedes x € M setzen wir

h(z) := W(flm([)?),%)

Klar: h(z) € N. Somit ist h eine Funktion von M nach N.

Diese Funktion ist injektiv, denn: Seien z und y Elemente in M mit

h(xz) = h(y). Wir missen zeigen, dass z = y ist.

Wegen h({E) = h(y) ist W(fzx ([l?), Zx) = W(fzy (y)viy>'

Da  injektiv ist, gilt: (f, (2),1.) = (f3,(y),4,). Somit ist i, = i, und

i (@) = fi,(y).

Sei 1 := i,. Gemal unserer Wahl von ¢, und ¢, und da ¢ = i, = i, ist, gilt:
x € By und y € B;. Da f; injektiv ist und f;(x) = f;(y) gilt, erhalten wir,
dass x = y ist.

Dies beendet den Beweis von (c). O
Folie 113

Satz 2.72. Fiir jede Menge A qult:

Falls A abzdhlbar ist, so ist auch A* abzdhlbar.

Beweis. Dies folgt leicht aus Lemma 2.71:

Fiir jedes i € N sei B; := A, Es gilt:

ieN ieN

Lemma 2.71(b) liefert fiir jedes ¢ € N, dass B; abzahlbar ist.

Lemma 2.71(c) liefert, dass (J,. B; abzdhlbar ist.

Dies beendet den Beweis. O
Folie 114
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Existenz nicht-berechenbarer Funktionen

Folgerung 2.73.
Es gibt Funktionen f : N — {0,1}, die nicht berechenbar sind.

Begriindung:

Aus Satz 2.67 und Satz 2.64(b) folgt, dass die Menge Abb(N, {0,1})
iiberabzahlbar ist. Somit gibt es iiberabzéihlbar viele verschiedene
Funktionen f: N — {0,1}.

Eine Funktion f : N — {0, 1} nennen wir berechenbar, wenn es ein
JAVA-Programm P gibt, so dass fiir jedes n € N gilt: Bei Eingabe von n
hélt das Programm P nach endlich vielen Schritten an und gibt den Wert
f(n) aus — wir sagen dann: Das Programm P berechnet die Funktion f.
Jedes JAVA-Programm ist ein Text, dessen Buchstaben Elemente des
ASCII-Alphabets sind. Somit ist jedes JAVA-Programm P ein Element in
A*, wobei A das ASCII-Alphabet ist.

Klar: A besteht aus nur endlich vielen verschiedenen Symbolen.
Insbesondere ist A abzdhlbar. Gemaf Satz 2.72 ist A* abzédhlbar. Somit
gibt es nur abzdhlbar viele verschiedene JAVA-Programme.

Aber es gibt tiberabzihlbar viele verschiedene Funktionen f: N — {0,1}.

Daher muss es Funktionen f: N — {0, 1} geben, die nicht berechenbar
sind.

Formaler Beweis:

Durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass es fiir jedes f : N — {0, 1} ein
JAVA-Programm Py gibt, das die Funktion f berechnet.

Klar: Py € A*, wobei A das ASCII-Alphabet ist.

Da A abzéhlbar ist, ist geméaf Satz 2.72 auch A* abzéhlbar. D.h. es gibt
eine injektive Funktion g : A* — N. Wir definieren die Funktion

h : Abb(N,{0,1}) = N
wie folgt: Fiir jedes f € Abb(N, {0, 1}) setzen wir

h(f) = g(Ps).

Diese Funktion A ist injektiv, denn:

Seien f1, fo € Abb(N, {0,1}) mit h(f1) = h(f2). Zu zeigen: f1 = fo.

Wegen h(f1) = h(f2) gilt: g(Pf,) = g(Py,). Da g injektiv ist, gilt Py, = Py,.
Das heifst: f; und fy werden durch genau dasselbe JAVA-Programm
berechnet. Somit gilt fiir alle Eingaben n € N, die dieses JAVA-Programm
erhalt, dass dessen Ausgabe der Wert fi(n) = fa(n) ist. Daher ist f; = fs.
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Wir haben also gezeigt, dass die Funktion A injektiv ist.

Gemafs Satz 2.64(b) sind die Mengen P(N) und Abb(N, {0,1})
gleichméchtig. D.h. es gibt eine bijektive Funktion
B :P(N) — Abb(N, {0,1}). Da 8 und h injektiv sind, ist auch die wie folgt
definierte Funktion « : P(N) — N injektiv: F.a. M € P(N) setze

Y(M) = h(B(M)) .

Somit ist also P(N) abzahlbar. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 2.67.
|:|Folg;.2.73

Abzahlbarkeit der rationalen Zahlen und
Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Satz 2.74.
(a) Q ist abzdhlbar.
(b) R st dberabzdihlbar.

Beweis.

(a): Geméaf Beispiel 2.68 ist Z abzéhlbar, d.h. es gibt eine injektive
Funktion f:Z — N.

Auferdem sei 7 : N> — N die bijektive Funktion aus Satz 2.69, d.h. f.a.
(z,y) € N?ist w(z,y) = y + > ;-0 . Insbesondere gilt f.a. (z,y) € N2

m(z,y) =0 <= (z,y)=0. (2.2)

Gesucht ist eine injektive Funktion g : Q — N. Wir gehen wie folgt vor:
Jede rationale Zahl # 0 lasst sich eindeutig darstellen als “gekiirzten
Bruch”, bei dem der Zéhler eine ganze Zahl # 0 und der Nenner eine
natiirliche Zahl # 0 ist.

Wir wahlen

g9(0) = 0;
und fiir jeden gekiirzten Bruch 2 mit z € Z\ {0} und y € N3, wéhlen wir
9(2) = 7(f(2)y) -
Beachte: Wegen y > 1 und (2.2) ist
9(;) # 0. (2:3)
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Klar: g ist eine Funktion von Q nach N.

Wir zeigen nun, dass ¢ injektiv ist. Seien dazu ¢, ¢ € Q mit g(q) = g(¢).
Unser Ziel ist zu zeigen, dass ¢ = ¢’ ist.

Fall 1: g(q) = 0.

Geméfs (2.3) und unserer Wahl von ¢ ist dann ¢ = ¢’ = 0; insbes. ist ¢ = ¢'.
Fall 2: g(q) # 0.

Gemaéf unserer Wahl von g gilt dann: g # 0 und ¢’ # 0. Wir stellen ¢ und ¢’
als gekurzte Briiche 2 und % mit Zahlern 2, 2’ € Z\ {0} und Nennern

v,y € N3 dar. Gem&R unserer Wahl von g gilt:

T(f(2)y) = 9(2) = 9(5) = =(f().Y) -

Da  injektiv ist gilt (f(z),y) = (f(),¥'). Alsoist f(z) = f(¢') und

y =1 Da f injektiv ist gilt z = 2. Also ist z = 2/ und y = /. Somit gilt
auch: i = Z—:, also ¢ = ¢'.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass die Funktion g : Q — N injektiv ist.
Somit ist Q abzahlbar.

(b): Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Angenommen, R wére
abzéhlbar. Dann gibt es eine injektive Funktion f : R — N.

Wir zeigen, dass es dann auch eine injektive Funktion ¢ : P(N) — N gibt;
dies steht dann im Widerspruch zu Satz 2.67.

Zur Definition der Funktion g gehen wir wie folgt vor.

Fiir jedes M C N und jedes i € N sei

apmg =

{ 1 fallsie M

0 sonst.

Wir représentieren M C N durch die reelle Zahl ry; mit 0 < rpy < 1, deren
i-te Nachkommastelle die Ziffer ap;;—1 ist (f.a. ¢ € N5q). D.he:

rv = 0, amo amy anvp apz -
Beispiele:
e 1y = 0,000000--- = 0
® 701y = 0,1100000--- = 0,11
e 714 = 0,11001000000--- = 0,11001

® TlieN : i gerade} = O, 10101010--- = O7 10.
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Fiir jedes M C N setzen wir g(M) := f(ry).

Klar: g ist eine Funktion von P(N) nach N.

Wir zeigen nun, dass g injektiv ist.

Seien dazu M, M’ C N mit g(M) = g(M’). Unser Ziel ist zu zeigen, dass
M = M’ ist.

Geméf unserer Definition der Funktion g ist f(ra) = f(rau).

Geméf unserer Annahme ist f injektiv. Daher ist r); = 7). Um den
Beweis zu beenden, miissen wir hieraus noch folgern, dass M = M’ ist. Das

hierfiir nétige formale Argument liefern wir im néchsten Abschnitt nach
(siche Bemerkung 2.77). O

2.7 Darstellung von Zahlen

Vorsicht mit der Darstellung reeller Zahlen
Beobachtung 2.75. Es gilt: 0,9 = 1.

Beweis. Sei

Dann gilt: 10-x = 9,9.
Und es gilt: 9.2 = 102 —2 = 9,9-0,9 = 9.
Teilen durch 9 liefert: x = 1. m

Im Folgenden schauen wir uns etwas genauer an, was hier passiert ist und
wie wir korrekt mit der Darstellung reeller Zahlen umgehen kénnen.

Ein Lemma, das man sich merken sollte

Lemma 2.76 (Geometrische Summenformel).
Fiir alle z € R\ {1} und alle ¢ € N gilt:
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Beweis. Es gilt:

14

(x—1) - Zazl Zazl - Z:c’ (2.4)

L L
IE—H + E b - E b= {EO
=1 1=1

AL

(2.5)
(2.6)

Gemifs Voraussetzung ist z — 1 # 0. Somit liefert Teilen durch (z—1), dass

; xﬁ—l—l_l
ELE —_— .

, z—1
=0

Bemerkung. Die in (2.4) bzw. (2.5) stehende Summe (sowie dhnliche

Summen, bei denen sich die meisten Summanden gegenseitig wegheben),
nennt man Teleskopsumme.

Folie 118
Details zur Darstellung reeller Zahlen

Bemerkung 2.77. Eine nicht-negative reelle Zahl stellen wir in der Form

Ng , N1 Na2 N3 Ny +

dar, wobei gilt: ng € N und n; € {0,1,...,9} fiir jedes i € N5;. Dies ist
genau die Zahl r, die man durch Ausrechnen des folgenden Ausdrucks
erhalt:

ng + Z m(%)Z
i=1

Um einzusehen, dass die “unendliche Summe” sinnvoll ist, kann man
b )
Lemma 2.76 fiir z := -£ nutzen.

10

Daraus ergibt sich:

Z(%o)l Z z! = lim le
i=0 j ;

i 1
l—00 l—oo T
1=0 i=0
1
lim 1= Gp) ™ 1 1 10
l—oo 1 % 17% % 9 -
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Somit ist
1 i _ 10 _ 1
(16)' >zt~ = 51 =3
i=1 1=0
Daraus folgt:
S0 (3) = 93 () = 9k = 1
i=1 i=1
d.h.: 0,999999 - - - = 1 (was wir ja auch bereits in Beobachtung 2.75

festgestellt haben).

Auf dhnliche Art kann man sich davon iiberzeugen (Details:
Ubungsaufgabe), dass fiir jede Wahl von ng, g € N und alle
ni,n; € {0,1,...,9} (fa. i € N5;) die beiden Ausdriicke

Ng, N1 Ng Ng -+ - - und ’flo,ﬁlﬁgﬁg"'
genau dann dieselbe reelle Zahl beschreiben, wenn gilt:
e n;, =n,; fiir alle i € N, oder
e cs gibt ein j € N s.d. gilt:
— fa. i < jist n; =n; und
flj = le—|—1 und
fa.i>jist n; =9 und n; =0, oder
— fa. 1 < jist n; = n; und
n; = n;+1 und
fa. i > jist n; =9 und n; = 0.
Am Ende des Beweises von Satz 2.74(b) benutzen wir, dass fiir alle Mengen
M, M" C N mit M # M’ gilt: die im Beweis von Satz 2.74(b) betrachteten
Darstellungen der reellen Zahlen ry; und rj; beschreiben verschiedene

Zahlen (dies sieht man anhand der obigen Charakterisierung und der
Tatsache, dass keine der beiden Darstellungen die Ziffer 9 enthélt).
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Darstellung natiirlicher Zahlen zur Basis n

Wir sind es gewohnt, Zahlen im Dezimalsystem darzustellen. Zum Beispiel
steht

1024 fiir die Zahl 4-10° +2-10' +0-10% + 1-10° .

Das ist genau die Zahl 219 die sich im Bindrsystem darstellen lisst als

9
10000000000 —  dies steht fiir die Zahl Zo-z@' 1+ 1910,
1=0

An Stelle der Basis 10 (im Dezimalsystem) und der Basis 2 (im
Binérsystem) kann man allgemein auch jede beliebige natiirliche Zahl n > 2
als Basis benutzen. Zahlen werden dann unter Verwendung der Ziffern
0,1,...,n—1 dargestellt. Fiir { € Nund a; € {0,1,...,n—1} (fa. 1<)

steht dann ,

ag -+ a1 fir die Zahl Z a;-n'.
i=0
Zumeist vermeidet man “fithrende Nullen”, d.h. man fordert, dass a, # 0 ist.

Beispiel: Die zur Basis n := 8 (d.h. im Oktalsystem) geschriebene
Darstellung

2000  steht fiir die Zahl 0-8° +0-8" +0-8% 4-2-8° (also 2'9).

Folie 121

Eindeutigkeit der Darstellung natiirlicher Zahlen zur Basis n

Der folgende Satz besagt, dass die Darstellung einer natiirlichen Zahl zur
Basis n eindeutig ist (d.h. jede natiirliche Zahl hat genau eine Darstellung
zur Basis n).

Satz 2.78. Sein € N mit n > 2. Seien {,m € N und seien
ag, ..., ap,bo, ..., by € {0,1,... ,n—1} mit ay # 0 und b,, # 0. Dann gilt:

l m
Zai-ni = ij'nj <~ (=m und a;="0b; fa. 1 <VL.
§=0

=0
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Beweis. Die Richtung “<=" ist offensichtlich.

Zum Beweis der Richtung “=" nutzen wir Lemma 2.76 (fir = :=n). Wir
betrachten* 0.B.d.A. den Fall, dass ¢ > m ist.® Gemif Voraussetzung gilt
S yaint = > itobjn?. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Dazu
nehmen wir an, dass ¢ # m ist oder dass es ein ¢ < ¢ mit a; # b; gibt.

Fiir alle £ € N mit m < k < £ setzen wir b, := 0 und erhalten:

L L

Zbi'ni = ibj'nj = Zai%i. (2.7)
=0

1=0 =0

Wir withlen nun die gréfte natiirliche Zahl k < ¢ so dass ay # by
Fiir jede natiirliche Zahl j € G:={i € N : k < i </} gilt dann a; = b;.

Falls k = 0 ist, so ist a; = b; f.a. i € {1,...,¢}, und daher
¢ ¢
0 = Zai-ni — Zblnl = ag—by.

=0 i=0

Dies ist ein Widerspruch zu a; # by.
Somit gilt: £ > 1.

Fall 1: a; > bk, d.h. a; > b,.+1.

Dann ist
¢ k-1
Zbi-nZ = Zai-nl + bk + Zbi-nz ) (2.8)
i=0 i€G i=0
Es gilt:
k—1 k—1 k—1
bin' < (n—1)-n' = (n—1) - Zn’
i=0 i=0 i=0
R D L

4y.B.d.A. steht fiir “ohne Beschrankung der Allgemeinheit”

5Diese Annahme ist tatsichlich “0.B.d.A.”, weil der Fall £ < m durch Vertauschen der
Rollen von ¢ und m genauso behandelt werden kann.

5Falls ¢ > m ist, so ist k = £. Aber falls £ = m ist, so kénnte k auch < ¢ sein.
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Gemeinsam mit (2.8) erhalten wir:

¢
b;n't < Zai-ni + ben® + nfF—1
i=0 i€d
< Zai'ni + (bp+1)n*
i€G
< Zai-ni + ak-n’C
ieG
¢
< Y
i=0

¢ ‘
Somit ist also Z bin' < Z a;-n'. Dies ist ein Widerspruch zu (2.7).
i=0 i=0

Fall 2: ay £ b,. Wegen ay, # by, gilt dann: by > ag, d.h. by > a,+1.
Dieser Fall kann analog zu Fall 1 behandelt werden, indem man die Rollen
von Zf:o a;-n' und Zf:o bi-n’ vertauscht (Details: Ubungsaufgabe). O

Folie 122

“Plus 1”-Rechnen bei Darstellungen von Zahlen zur Basis n

Beispiel:
Wenn wir die im Dezimalsystem dargestellte Zahl 12999 um 1 erhoéhen,
erhalten wir die Zahl 13000.

Allgemein funktioniert “+17-Rechnen im Dezimalsystem wie folgt:

Suche von rechts nach links die erste Ziffer # 9; erhdhe diese um 1 und
ersetze bei jeder Ziffer rechts davon die 9 durch eine 0.

Spezialfall: Wenn jede Ziffer der Zahl eine 9 ist, dann hing ganz links eine
neue Ziffer 0 an und gehe wie oben beschrieben vor.

Das gleiche Vorgehen funktioniert auch bei der Darstellung von Zahlen zur
Basis n fiir jedes beliebige n € N mit n > 2. Hierbei spielt dann die Ziffer
n—1 die Rolle der Ziffer 9 im Dezimalsystem.

“+1-Rechnen bei Darstellung einer Zahl zur Basis n:

Suche von rechts nach links die erste Ziffer # n—1; erhdhe diese um 1 und
ersetze bei jeder Ziffer rechts davon die n—1 durch eine 0.

Spezialfall: Wenn jede Ziffer der Zahl eine n—1 ist, dann héng ganz links
eine neue Ziffer 0 an und gehe wie oben beschrieben vor.

Folie 123
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Beispiel 2.79. Im Bindrsystem werden Zahlen dargestellt zur Basis n := 2.

Dezimalzahl | Bin&rzahl
0

1

10
11
100
101
110
111
1000
1001
1010

S © 00 IO Uk Wi+~ O

—_

Antwort auf die Frage aus Beispiel 2.55:

Der “Induktionsschritt n — n+1" ist fiir den Wert n = 1 nicht schliissig,
denn in diesem Fall gilt n4+1 = 2 und

o M ={ay,as},
o M' ={a1},
o M" = {as}.

Insbesondere gilt also zwar, dass ay € M”, aber es gilt nicht, dass a, € M’.

2.8 Literaturhinweise

Als vertiefende Lektiire seien die Kapitel 3, 6 und 7 in [MMO00] empfohlen.
Wertvolle Tipps und Tricks zur Formulierung mathematischer Gedanken
und Beweise finden sich in [Beu02| und [Woll7]. Einen Crashkurs in die
diskrete Mathematik fiir Informatiker*innen gibt das Buch [Juk08]. Eine
umfassende Einfithrung in die Mengenlehre gibt das Lehrbuch [Ebb03].

Quellennachweis: Kapitel 2.1-2.5 sind dem Vorlesungsskript [Sch13]
entnommen. Teile der Abschnitte 2.1-2.3 sowie 2.5 orientieren sich an
[Gro07]. Teile von Abschnitt 2.4 orientieren sich an [MMOO].
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