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Aufgabe 1: (Moodle-Quiz)
Absolvieren Sie das Quiz 11 auf der Moodle-Plattform.

Aufgabe 2: (Prasenzaufgabe)
Wir betrachten in dieser Aufgabe Kalkiile tiber der Menge M := AL({—, —}).

Ein Kalkiil K iiber M heifit korrekt, falls fiir jede Menge ® C M und jede Formel ¢ € M gilt:
Wenn ¢ € ablg(®), dann gilt ® |= . Ein Kalkil 8 tiber M heiit vollstindig, falls fiir jede Menge
® C M und jede Formel ¢ € M gilt: Wenn ® = 1), dann ist ¢ € ablg(®).

Seien Rgy, und Ky die beiden folgenden Kalkiile tiber der Menge M: Beide Kalkiile enthalten
fiir jede allgemeingiiltige aussagenlogische Formel ¢ € M das Axiom — .

2
AuBlerdem enthalt

- Rapg fir alle ¢, € M die Ableitungsregel

v (=)
90 )

die Abduktion genannt wird,
- Rgy fur alle p,7, x € M die Ableitungsregel

(=)  @—=x)
(¢ = x)

I

die Syllogismus genannt wird.
(a) Geben Sie fir ¢ :=—=(Ag — Ag) und @ :=( eine moglichst kurze Ableitung von ¢
aus ® in K g an.
(b) Beweisen Sie, dass 8434 vollstandig, aber nicht korrekt ist.
(c) Beweisen Sie, dass Rg, korrekt, aber nicht vollsténdig ist.

(d) Betrachten Sie den Kalkiil R @iber M, der alle Ableitungsregeln aus RKg, und alle
Ableitungsregeln aus R4, enthélt. Ist R korrekt? Ist R vollstandig? Begriinden Sie
jeweils Thre Antwort.



Aufgabe 3: (40 Punkte)

(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Sei o = 0. Es gibt einen FO[o]-Satz ¢, so dass fir jede o-Struktur A gilt:
AE ¢ <= |A]| ist eine Primzahl.

(ii) Sei o0 = {E/2, F/2} eine relationale Signatur. Es gibt einen FO[o]-Satz v, so dass
fiir jede o-Struktur A = (A, EA, F4), bei der G := (A, EA) ein endlicher gerichteter
Pfad ist, gilt:

Al = F4ist der reflexive und transitive Abschluss von E4.

Dabei nutzen wir folgende Begriffe:

- Ein Graph G = (V9 E9) ist ein endlicher gerichteter Pfad, falls es ein n € N
mit n > 1 gibt, so dass |V9| =n, VI ={vy,...,v,} und B9 = { (v;,v;41) : 1 <
i<n}.

- Seien EA, FA C A x A. FA heifit transitiver und reflexiver Abschluss von E4,
wenn fir alle (a,a’) € A x A gilt:

(a,a') € FA <= a=ad oder esgibt im gerichteten Graphen G = (A4, E4)
einen Weg vom Knoten a zum Knoten a’.

(b) Sei o :={FE} die Signatur, die aus dem 2-stelligen Relationssymbol E besteht. Betrachten
Sie das Alphabet A := Arg|s und die Menge M := A*.
Geben Sie einen Kalkiil R iiber der Menge M an, so dass gilt: ablg = FO[o]. D.h. ablg soll
aus genau denjenigen Elementen von M bestehen, die geméafl Definition 3.15 syntaktisch
korrekte Formeln der Logik erster Stufe iiber der Signatur o sind.

(c) Sei o eine Signatur, sei I' C, FO[o] und seien ¢, 1, x € FO[o].
Beweisen Sie die Korrektheit der Sequenzenregel V-Einfithrung im Antezedens (VA):

Lo F X
Iy F X
L (e V) Fx
Aufgabe 4: (20 Punkte)

Bearbeiten Sie Aufgabe 4 von Blatt 10.



