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Aufgabe 1: (30 Punkte)

Sei 0 := { X}, wobei X ein 1-stelliges Relationssymbol ist. Sei S := {n?: n € N} die Menge aller
Quadratzahlen und sei P := {S}.

Definition: Ein starker Hanf-Zihlsatz der Signatur o fir FO(P) ist von der Form (P+m)(t),
wobei P € PU{Ns;}, m € Z und ¢ ein Typen-1-Zéhlterm der Signatur o ist.

Definition: Eine starke HNF-Formel fiir FO(P) der Signatur o ist eine Boolesche Kombination
von starken Hanf-Zahlsatzen der Signatur o fir FO(P) und Formeln der Form sph, (21, ..., 1)
mit r € N, £ € N3; und 7 ein r-Typ mit k Zentren tiber o.

Betrachten Sie den FO(P)[o]-Satz ¢ = S(#(z).x=x). Beweisen Sie, dass es keinen zu ¢
aquivalenten Satz gibt, der eine starke HNF-Formel fir FO(P) der Signatur o ist.

Hinweis: Dies zu beweisen ist nicht so ganz einfach. Falls Thnen kein Losungsansatz einfallt,
schauen Sie sich Lemma 4.1 der Arbeit [HKS16] an.

Aufgabe 2: (40 Punkte)
Als das Spektrum eines FO(P)[o]-Satzes ¢ bezeichnen wir die Menge

SPEC,(¢) := {|A]| : A ist eine o-Struktur mit A = ¢}.

Sei 0 := () und sei P := {5Z} mit 5Z := {5-z: 2z € Z}. Geben Sie eine moglichst elegante
Beschreibung genau derjenigen Mengen M C N an, fiir die es einen FO(P)[o]-Satz ¢ gibt, sodass
M = SPEC,(p). Beweisen Sie, dass Thre Antwort korrekt ist.

Aufgabe 3: (30 Punkte)

Sei 0 := {E}, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol ist und sei P := P(Z). Gibt es einen
FO(P)[o]-Satz ¢, sodass fiir alle endlichen ungerichteten Graphen G und die zu G gehérende
o-Struktur A gilt:

AE¢ <<= G ist planar?

Beweisen Sie, dass Thre Antwort korrekt ist. Beachten Sie hierfiir den auf der Riickseite stehenden
Hinweis.


https://dl.acm.org/doi/10.1145/2933575.2934571

Hinweis: Gemafl dem Satz von Kuratowski ist ein endlicher ungerichteter Graph G' genau dann
planar, wenn er keine Unterteilung eines der folgenden Graphen als Subgraphen enthélt:

K5 = K373 .

Ein Graph G’ geht durch Unterteilung einer Kante e := {u,v} € E aus G = (V, E) hervor, falls
G = (VUu{w}, (E\{e}) U{{u,w},{w,v}}) fiir einen Knoten w ¢ V. Ein Graph U ist eine
Unterteilung eines Graphen G, wenn es eine Folge GG, ..., Gy von Graphen mit ¢ > 1 gibt, so
dass gilt: G; = G, Gy = U, und fir jedes i € {2,...,¢} geht G; aus G;_; durch Unterteilung
einer Kante von G;_; hervor.

Beispiel: Eine Unterteilung von Ksj:



