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Aufgabe 1: (20 Punkte)
Beweisen Sie Lemma 0.1(a):

Sei o eine Signatur und sei r € N. Es gibt eine FO[o]-Formel dist<,(z,y), sodass fir alle
o-Strukturen A und alle a,b € A gilt:

A = diste,[a,b] < dist*(a,b) <7 .

Aufgabe 2: (30 Punkte)
Beweisen Sie Lemma 0.1(b):

Sei o eine Signatur und sei r € N. Sei k € N, und sei 7 ein »-Typ mit k Zentren. Fiir jedes
r" € N mit 7" > r gibt es eine FO[g]-Formel sph, .(z1,...,2;), sodass fiir alle o-Strukturen A
und alle ay,...,a; € A gilt:

A sph, Jar,... 4] <= (N;f‘(al,...,ak), al,...,ak) ~ 7.

Aufgabe 3: (20 + 20 + 10 = 50 Punkte)

Sei o eine beliebige Signatur, sei £ € N mit ¢ > 2, sei p(z1,...,x¢) eine FO+MOD|o]-Formel mit
¢ freien Variablen zq,...,z,, und sei m € N;.

(a) Definieren Sie fur jedes ¢ € [0,m) eine Menge T; C [0,m)™, sodass Folgendes fiir alle
Mengen A, B und jede endliche Teilmenge M von B x A gilt:

IM|=imodm <= ex. (to,...,tm-1) € T; mit |L;| =t; mod m f.a. j € [0,m).

Hier werden folgende Notationen verwendet: Fiir alle a € A ist M, :={b € B: (b,a) € M}
und fur alle j € [0,m) ist L; :={a € A: |M,| = j mod m}.
(b) Konstruieren Sie fur jedes ¢ € [0, m) eine FO+MOD|o]-Formel 9;(zs, ..., z,), sodass fir
alle o-Strukturen A und alle as, ..., a, € A gilt:
Ab ilas, 0] = Hlana) € A AR gl al}| = imodm.

Hinweis: Die in (a) definierten Mengen kénnen fiir die Konstruktion hilfreich sein.

(c) Konstruieren Sie fiir jedes i € [0,m) und jedes k € N mit 2 < k < ¢ eine FO+MOD|o]-
Formel ¢; (241, ..., 2e), sodass fir alle o-Strukturen A und alle agq,...,a, € A gilt:

Al Yiglagss, o a) = Hla,...,a) € A" A= @lay, ..., a} = i modm.

Beweisen Sie jeweils, dass Ihre Antwort korrekt ist.
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