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Aufgabe 1: Sequenzen (8 + 8 + 8 = 24 Punkte)

Seien ,1 € FO[o] und z,y € VAR mit x # y, wobei o eine Signatur mit einem 1-stelligen
Relationssymbol P sei. Zeigen Sie die Korrektheit der folgenden Sequenzen. Bei Angabe einer
Ableitung im Sequenzenkalkiil K¢ halten Sie sich bitte an das Format aus Beispiel 4.19 im
Skript.

(@) ¢, (e V) F o

(b) ¢ F ¢
(c) P(z), VaVyaz=y + Vy P(y)

Aufgabe 2: Endlichkeitssatz (10 + 20 = 30 Punkte)

Sei 0 := {E} die Signatur mit dem 2-stelligen Relationssymbol E. Wir interpretieren o-Struk-
turen als gerichtete Graphen.

Wir sagen, ein Graph ist zyklisch, falls es ein ¢ € N5; und Knoten ay, . . ., a; gibt, sodass (as, a;)
und (a;,a;4q1) fur alle i € [¢ — 1] Kanten im Graphen bilden. Ein Graph ist azyklisch, falls er
nicht zyklisch ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen erst-
stufig axiomatisierbar ist.

(b) Nutzen Sie den Endlichkeitssatz der Logik erster Stufe, um zu zeigen, dass die Klasse aller
zyklischen (endlichen oder unendlichen) Graphen nicht erststufig axiomatisierbar ist.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 3: Skolemform (24 Punkte)

Sei 0 :={R, f}, wobei R ein 2-stelliges Relationssymbol und f ein 1-stelliges Funktionssymbol
ist. Transformieren Sie die FO[o]-Formel

p(z) == 3z (Vy R(z,y) V flz)=2)

in einen zu ¢ erfiillbarkeitséquivalenten, gleichheitsfreien FO[6]-Satz ¢ in Skolemform. Hierbei
seien die Variablen z,y und z paarweise verschieden, das heifit |{z,y, z}| = 3.

Gehen Sie bei der Transformation wie im Beweis von Satz 4.52 im Vorlesungsskript vor. Geben
Sie insbesondere auch die Formel an, die nach jedem der Schritte 1, 2 und 3 des Beweises
entsteht.

Aufgabe 4: Herbrandstrukturen (22 Punkte)

Sei 0 := {R, f,c} die Signatur mit dem 2-stelligen Relationssymbol R, dem 1-stelligen Funk-
tionssymbol f und dem Konstantensymbol c¢. Betrachten Sie den folgenden FO[o]-Satz ¢:

VaVyVvz (R(x,f(x)) A ((R(I,y) A R(y, Z)) — R(z, Z)) )

Geben Sie o-Herbrandstrukturen .4 und B an, sodass gilt:

AE o und B .

Begriinden Sie jeweils, warum A = ¢ bzw. B [~ ¢ gilt.



