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Aufgabe 1: (50 Punkte)

(a) Sei σ = {E}, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol sei. Betrachten Sie die FO[σ]-
Formel:

φ(x, z) := ∀y
(
E(z, y) →

(
∃y E(x, y) ∧ ¬∀xE(x, y)

))
Konstruieren Sie eine zu φ äquivalente FO[σ]-Formel in Pränex-Normalform.
Gehen Sie hierbei ähnlich wie in Beispiel 3.70 vor. Machen Sie pro Zwischenschritt nur
eine Umformung und kommentieren Sie Ihre Zwischenschritte

(b) Beweisen Sie, dass es für den FO[σ]-Satz φ := ¬∀x∃y E(x, y) keinen äquivalenten FO[σ]-
Satz φ′ gibt, der die folgende Form hat:

φ′ := ∀x1 . . . ∀xmψ für m ∈ N⩾1, ψ ∈ QFσ

Gehen Sie dazu folgendermaßen vor:
Beweisen Sie, dass für jedes m ∈ N zwei Strukturen Am,Bm existieren mit Am |= φ
und Bm ̸|= φ, für die Duplicator eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel hat, sofern
Spoiler nur Elemente aus Bm wählen darf. Nutzen Sie dieses Ergebnis, um zu zeigen, dass
für jede Wahl von φ′ mit m := qr(ψ′) gilt: Am |= φ′ und Bm |= φ′. Damit können Sie den
Beweis anschließend leicht vollenden.

Aufgabe 2: (30 Punkte)
Betrachten Sie das Alphabet A = {m, i, u} und die Menge M := A∗.
Sei K der Kalkül über M , der aus den folgenden Regeln besteht:

- K enthält das Axiom

mi

- Für alle w,w′ ∈ A∗ enthält K die Regeln
mw

mww
und wiiiw′

wuw′ und wuuw′

ww′

(a) Geben Sie eine rekursive Definition der Menge ablK an.
(b) Welche der folgenden Worte sind aus K ableitbar, welche nicht? Beweisen Sie jeweils, dass

Ihre Antwort korrekt ist.
(i) miiii

(ii) miiuu

(iii) mu

— auf der nächsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 3: (20 Punkte)
Sei σ eine Signatur, sei Γ ⊆e FO[σ] und seien φ, ψ, χ ∈ FO[σ].
Beweisen Sie die Korrektheit der Sequenzenregel ∃-Einführung im Antezedens (∃A):

Γ, φ y
x

⊢ ψ
Γ,∃xφ ⊢ ψ

falls y ̸∈ frei(Γ,∃xφ, ψ)


