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Aufgabe 1: (40 Punkte)
Sei o0 := {E}, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist. In der folgenden Darstellung von Gra-
phen reprasentiert jede ungerichtete Kante zwischen zwei Knoten u und v die beiden gerichteten
Kanten (u,v) und (v, u).

Betrachten Sie die folgenden Graphen A und B:

Sei ¢ :=JxJyVz (E(x,2) V E(y, 2)). Dann gilt: A ¢ und B} ¢.

(a) Beschreiben Sie diejenige Gewinnstrategie fiir Spoiler im EF-Spiel auf A und B, welche
nach Satz 3.51 aus dem FO[o]-Satz ¢ folgt. Geben Sie an, wie viele Runden Spoiler beno-
tigt, wenn er dieser Strategie folgt.

(b) Existiert eine bessere Gewinnstrategie fir Spoiler, d.h. eine Strategie, mit der er in weniger
Runden das Spiel gewinnt? Wenn ja, dann beschreiben Sie eine solche Strategie. Wenn nein,
dann begriinden Sie dies.

(c) Welche der beiden folgenden Aussagen ist fiir jede Signatur ¢ und jede FO[o]-Formel ¢
korrekt, welche nicht? Beweisen Sie, dass ihre Antworten korrekt sind.

(i) JxVyp E Vydze (ii) Yydre | JxVye

Aufgabe 2: (25 Punkte)
Nutzen Sie zur Losung dieser Aufgabe die Methode der logischen Reduktion (dhnlich wie im
Beweis von Satz 3.58).

Sei 2-COL die Klasse aller gerichteten zweifarbbaren Graphen, d.h. aller { F'/2}-Strukturen A4 =
(A, BA) fiir die gilt:

Es gibt eine Funktion f : A — {rot, blau}, so dass fiir jede Kante (a,b) in E4 gilt:
f(a) # f(b).

Zeigen Sie: Die Klasse 2-COL ist nicht FO-definierbar.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 3: (35 Punkte)
Sei 0 = {<} und A = (A, <*) eine o-Struktur.

- A ist eine dichte lineare Ordnung, wenn <* eine lineare Ordnung auf A ist und es zwischen
je zwei Elementen a,b € A mit a <* b ein ¢ € A mit a <* ¢ <A b gibt.
- A ist eine lokal endliche lineare Ordnung, wenn < eine lineare Ordnung auf A ist und fiir

alle a,b € A die Menge {c | a <* ¢ <# b} endlich ist.

(Wir verwenden hier a <* b als Abkiirzung fiir ,,a <* b und a # b“. Wie in der Vorlesung diirfen
Sie in Formeln x < y als Abkurzung fiir (x < y A ~x=y) verwenden.)

(a) Geben Sie eine dichte lineare Ordnung A und eine lokal endliche, lineare Ordnung B an.

(b) Geben Sie eine lineare Ordnung C an, die weder dicht noch lokal endlich ist. Beweisen Sie,
dass Thre Antwort korrekt ist.

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(c) Die Klasse aller dichten linearen Ordnungen ist FO-definierbar.

(d) Die Klasse aller lokal endlichen linearen Ordnungen ist FO-definierbar.



