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Aufgabe 1: (8 + 8 + 8 + 8 = 32 Punkte)
Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Klassen, ob sie

- endlich axiomatisierbar,

- erststufig axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar, oder

- nicht erststufig axiomatisierbar
ist und beweisen Sie, dass Ihre Antwort korrekt ist.

(a) Die Klasse aller azyklischen (endlichen oder unendlichen) gerichteten Graphen.

(b) Die Klasse aller nicht azyklischen (endlichen oder unendlichen) gerichteten Graphen.
(c) Die Klasse aller endlichen azyklischen gerichteten Graphen.

(d) Die Klasse aller endlichen nicht azyklischen gerichteten Graphen.

Zur Erinnerung: Ein (endlicher oder unendlicher) gerichteter Graph ist azyklisch, falls er keinen
gerichteten Kreis endlicher Lange enthalt.

Aufgabe 2: (7 + 18 = 25 Punkte)
Seien A und B zwei Mengen. Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(a) Fiur jede Menge A gibt es eine Menge B mit A < B (d.h. es gibt eine injektive Funktion
von A nach B, aber keine bijektive).

(b) Fiir alle Mengen A und B mit A < B und B < A ist A ~ B. Das heifit, falls es Funktionen
f:A— Bund g: B — A gibt, die jeweils injektiv sind, dann gibt es eine bijektive Funktion
h: A— B.



Aufgabe 3: _(5+5+5+5+5 =25 Punkte)
Sei A ein endliches Alphabet. Fiir eine Menge L C A* sei L := A*\ L.

Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

(a) Eine Menge L C A* ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv aufzahlbar ist.
(b) Jede entscheidbare Menge L C A* ist rekursiv aufzéhlbar.

(c) Eine Menge L C A* ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch L semi-
entscheidbar sind.

(d) Wenn eine Menge L C A* semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar ist, dann ist L nicht
semi-entscheidbar.

(e) Sind L; C A* und Ly C A* rekursiv aufzahlbare Mengen, so ist auch die Menge Ly N Ly
rekursiv aufzahlbar.

Aufgabe 4: (18 Punkte)
Sei B ein Nichtstandard-Modell der Arithmetik.
Zeigen Sie: Zwischen je zwei Kopien von (Z, <?) in B liegt eine weitere Kopie von (Z, <?).



