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Aufgabe 1:
Beweisen Sie folgende Verschérfung des Satzes von Trakhtenbrot:

Seil oGraph 1= {E} die Signatur, die aus einem zweistelligen Relationssymbol E besteht. Das
endliche Erfullbarkeitsproblem fir FO[ogapn] ist unentscheidbar.

Hinweis: Verwenden Sie dazu Aufgabe 2 auf Blatt 1. Uberlegen Sie sich eine geeignete Re-
priasentation von Strukturen iiber einer bindren Signatur ¢ durch gerichtete Graphen (d.h.
{E}-Strukturen).

Aufgabe 2:
Sei o eine Signatur, die mindestens ein 2-stelliges Relationssymbol enthalt, sei » € N5, und sei
R ein r-stelliges Relationssymbol mit R ¢ o.

Eine FO[oU{ R}]-Formel ¢(z) mit Z = (x1, ..., x,) heiit ém Endlichen monoton in R, wenn fur
alle endlichen o-Strukturen A und alle Relationen R, Rs' C A" gilt:

Falls R € Ry', so [(@)] ) C L@,

wobei [p(Z)]ARY .= {a e A" : (A, RN E ola]}.

Beweisen Sie, dass das folgende Problem unentscheidbar ist.

MONOTONIE IM ENDLICHEN:
Eingabe: Eine FO[o U{R}]-Formel ¢(Z).

Frage:  Ist ¢(z) im Endlichen monoton in R?

Hinweis: Benutzen Sie die in Aufgabe 1 bewiesene Version des Satzes von Trakhtenbrot.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 3:
Sei 0Graph = {E'}, wobei E' ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

(a) Was driickt der folgende Satz in einem ungerichteten Graphen aus?
% ((EIwX(m) A 3z -X(x)) = Jady (X(2) A Er,y) A ﬂX(y)))

(b) Geben Sie einen MSO[0¢rapn)-Satz an, der in einem ungerichteten Graphen G ausdriickt,
dass G ein Baum ist.

(c) Geben Sie einen ESO[0¢yapn|-Satz an, der in einem ungerichteten Graphen G ausdriickt,
dass G eine gerade Anzahl an Zusammenhangskomponenten enthélt.

Aufgabe 4: Diese Aufgabe ist zur Abgabe vorgesehen
Hinweis: Die fiir diese Aufgabe notigen Definitionen zu Baumautomaten und regulidren Baum-
sprachen finden Sie auf der Riickseite von Blatt 1 und am Ende des Blattes.

Sei L die Baumsprache aus Aufgabe 3 von Blatt 1. Zeigen Sie, dass L. MSO-definierbar ist.

Begriinden Sie, warum der von Thnen angegebene MSO|[7s]-Satz die Baumsprache L beschreibt.

Definitionen

Y-Baume und Logik. Zur Reprasentation von »-Bdumen durch logische Strukturen nutzen
wir die Signatur 7v := {F1, Ex} U{P, : a € ¥}, wobei E; und E, 2-stellige und alle P, 1-
stellige Relationssymbole sind. Ist ¢ ein ¥-Baum mit Knotenmenge V' (¢), Kantenmengen FE ()
und FEs(t) und Beschriftungsfunktion A, so représentieren wir ¢t durch die 7s-Struktur .4; mit
dem Universum V(¢) und den Relationen E#* := E;(t) (fiir jedes i € {1,2}) und P& .=
{veV(t) : Mv)=a} (fir jedes a € X). Ein SOlrs]-Satz ¢ beschreibt eine Baumsprache L,
wenn gilt: L = {t € Ty, : A; = ¢}. Eine Baumsprache L C Ty, heiBt MSO-definierbar, wenn
es einen MSO[rg]-Satz gibt, der L beschreibt.



