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Kapitel 1

PageRank: Markov-Ketten als
Grundlage der Funktionsweise
von Suchmaschinen im Internet

1.1 Einleitung

Ziel dieses Kapitels ist, einen kurzen Uberblick iiber die Arbeitsweise von
Suchmaschinen fiir das Internet zu geben. Wir betrachten hierbei eine
Suchmaschine, die als Eingabe ein Stichwort oder eine Liste von
Stichworten erhélt, und die als Ausgabe eine Liste von Links auf Webseiten
geben soll, deren Inhalt relevante Informationen zu den eingegebenen
Stichworten enthélt. Diese Liste soll so sortiert sein, dass die informativsten
Links am weitesten oben stehen.

Folie 1

Suchmaschine:

FEingabe:

Eine Anfrage, bestehend aus einem oder mehreren Stichworten

Ziel:

Eine nach Relevanz sortierte Liste von Webseiten, die Informationen zu den
Stichworten enthalten

Die Herausforderungen, die sich beim Bau einer Suchmaschine stellen, sind
vielfdltig. Zum einen ist die Anzahl der Webseiten sehr grofi: Bereits im
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Jahr 2008 gab es mehr als 1 Billion Webseiten.! Beachten Sie: 1 Billion

= 1.000.000.000.000 = 10'2. Niemand kennt den genauen Inhalt des
gesamten Internets, und das Internet veréndert sich standig: Téaglich
kommen neue Webseiten hinzu, viele Webseiten werden téglich aktualisiert,
und andere nach einiger Zeit auch wieder geloscht.

Eine Suchmaschine muss daher eine enorm grofie Menge von Daten
verarbeiten, die in kurzen Zeitabstdnden immer wieder aktualisiert werden.
Trotzdem miissen Suchanfragen, die an eine Suchmaschine geschickt
werden, in ,,Echtzeit” beantwortet werden. Um die Ergebnisse nach ihrer
Relevanz fiir die jeweiligen Suchbegriffe sortieren zu kénnen, benotigt man
auch ein sinnvolles Maf§ dafiir, welche Webseiten als besonders ,,informativ*

bewertet werden sollen.
Folie 2

Herausforderungen:

e es gibt sehr viele Webseiten

bereits in 2008 mehr als 1 Billion (also 10'?) URLs
Quelle: Google ,,Official Blog“, 25. Juli 2008

e stindig kommen neue hinzu

e viele Webseiten werden téglich aktualisiert;

manche nach einiger Zeit auch wieder geloscht
e niemand kennt den genauen Inhalt des gesamten Internets
e trotzdem miissen Suchanfragen in ,,Echtzeit® beantwortet werden

Die Herausforderung besteht darin, Anfragen fiir einen sich rasant
andernden Suchraum gigantischer Grofie ohne merkliche Reaktionszeit zu
beantworten.

1.2 Die Architektur von Suchmaschinen

Folie 3
Suchmaschinen nutzen u.a. die folgenden Komponenten:

(1) Web-Crawler: Computerprogramme, die Crawler genannt werden,
durchforsten das Internet, um neue oder verdnderte Webseiten zu

!Quelle: http://googleblog.blogspot.com/2008/07/we-knew-web-was-big.html;
zuletzt besucht am 19.05.2015.
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identifizieren. Die von den Crawlern gefundenen Informationen iiber
Webseiten und deren Inhalt werden aufbereitet und gespeichert.

(2) Indezierung: Die Informationen werden in einer Datenstruktur

gespeichert, mit deren Hilfe bei Eingabe eines Suchworts in ,,Echtzeit

alle Webseiten ermittelt werden kénnen, die das Suchwort enthalten.

(3) Bewertung der Webseiten: Die ausgewihlten Webseiten werden im

Hinblick auf ihren Informationsgehalt (hinsichtlich méglicher Suchworte

sowie hinsichtlich ihrer generellen Bedeutung im Internet) bewertet.

Einige Details dazu:

Zu jeder vom Crawler gefundenen Webseite wird die URL (d.h. die
Adresse) sowie der Inhalt der Webseite gespeichert.

Der Inhalt der Webseite wird analysiert und es werden Informationen
dariiber gespeichert, welches Wort mit welcher Haufigkeit und an welchen
Positionen in der Webseite vorkommt (etwa: im Titel, als Uberschrift, im
FlieBtext, mit welcher SchriftgroBe etc.).

Diese Informationen werden im so genannten Index gespeichert.

Auflerdem werden die Links, die auf Webseiten angegeben sind, analysiert.

Enthélt Webseite ¢ einen Link auf eine Webseite j, so wird der Text, mit
dem der Link beschriftet ist, im zu j gehérenden Index-Eintrag abgelegt.
Diese Linkbeschriftungen geben wertvolle Hinweise dariiber, welche
Informationen die Webseite j enthélt.

Der invertierte Index:

Aus dem Index wird der so genannte invertierte Index generiert.

Dies ist eine Datenstruktur, die zu jedem moglichen Suchwort eine Liste
aller Webseiten angibt, die dieses Suchwort enthalten.

Dabei werden jeweils auch Zusatzinformationen gespeichert, die die
Wichtigkeit des Suchworts innerhalb der Webseite beschreiben, z.B. die
Héaufigkeit des Stichworts, seine Position und Schriftgréfie innerhalb der

Webseite sowie das Vorkommen des Stichworts in Beschriftungen von Links

auf die Webseite.
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Folie 7

Folie 8
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Der Web-Graph:

Die Link-Struktur des Internets kann man durch einen gerichteten Graphen
modellieren, bei dem jede Webseite (d.h. jede URL) durch einen Knoten
reprasentiert wird, und bei dem es eine Kante von Knoten ¢ zu Knoten j
gibt, wenn die Webseite i einen Link auf Webseite j enthélt.

Dieser Graph wird Link-Index oder Web-Graph genannt.

Der Web-Graph wird iiblicherweise als Adjazenzliste gespeichert.

Bearbeitung von Such-Anfragen:

FEingabe: eine Liste von Such-Stichworten
Ziel: finde die hinsichtlich dieser Stichworte informativsten Webseiten und

zeige diese sortiert nach ihrer Relevanz an

Dabei werden folgende Kriterien beriicksichtigt:

(A) die Haufigkeit und Positionierung der Suchbegriffe auf der jeweiligen
Webseite sowie in der Beschriftung von Links, die auf diese Webseite
verweisen, und

(B) die grundlegende Bedeutung einer Webseite.

Fiir (A) konnen Methoden aus dem Bereich Information Retrieval
verwendet werden. Details dazu finden sich z.B. in Kapitel 6 von [10].

Fiir (B) wird die Link-Struktur des Internets, d.h. der Web-Graph
beriicksichtigt.

Die ,,grundlegende Bedeutung*“ einer Webseite:

Das Ma# fiir die ,,grundlegende Bedeutung® einer Webseite wird aus der
Link-Struktur des Internets gewonnen, ohne dass der textuelle Inhalt einer
Webseite dabei beriicksichtigt wird.

Als Rechtfertigung fiir die Giite dieses Ansatzes, geht man von der
folgenden Annahme aus:

Wenn eine Webseite ¢ einen Link auf eine Webseite j enthélt, dann
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e gibt es eine inhaltliche Beziehung zwischen beiden Webseiten, und

e der Autor der Webseite ¢ hélt die Informationen auf Webseite j fiir
wertvoll.

Folie 9
Es gibt verschiedene Verfahren, die Mafle fiir die grundlegende Bedeutung

einer Webseite liefern, beispielsweise das von Google genutzte Page-Rank
Verfahren von Brin und Page [3] oder die HITS (Hypertext Induced Topic
Search) Methode von Kleinberg [7].

Beide Ansétze versuchen, die in der Link-Struktur manifestierte ,relative
Wertschitzung® zwischen einzelnen Webseiten in eine ,,grundlegende
Bedeutung® der Webseiten umzurechnen.

Details zu den beiden Verfahren finden sich in dem Buch [8§].

Folie 10

Bearbeitung einer Suchanfrage:

Bei der Bearbeitung einer Suchanfrage, bei der eine Liste s von
Such-Stichworten eingegeben wird, wird unter Verwendung von (A) und
(B) jeder Webseite i ein Wert Score(i, s) zugeordnet, der als Maf fir die
Relevanz der Webseite © hinsichtlich der Suchanfrage s dient.

Als Trefferliste gibt die Suchmaschine dann eine Liste aller Webseiten aus,
deren Score iiber einer bestimmten Schranke liegt und sortiert die Liste so,
dass die Webseiten mit dem hochsten Score am weitesten oben stehen.
Wie der Wert Score(i, s) gewahlt wird, ist Betriebsgeheimnis der einzelnen
Betreiber von Suchmaschinen.

Im Rest dieses Kapitels werden wir uns anhand des Page-Rank Verfahrens
etwas genauer ansehen, wie die ,,grundlegende Bedeutung® einer Webseite
modelliert und berechnet werden kann.

1.3 Der Page-Rank einer Webseite

Folie 11
Der Page-Rank einer Webseite:

Der Page-Rank liefert ein Maf fiir die ,,grundlegende Bedeutung* einer
Webseite, das allein also aus der Link-Struktur des Internets bestimmt wird,

ohne dass der textuelle Inhalt einer Webseite dabei beriicksichtigt wird.
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Folie 13

Folie 14

Folie 15
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Wir schreiben im Folgenden G = (V, E), um den Web-Graphen zu
bezeichnen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Webseiten mit den Zahlen
1,...,n durchnummeriert sind (wobei n = |V| ist), und dass

V ={1,2,...,n} ist.

Jeder Knoten von G représentiert eine Webseite, und jede Kante (i,j) € E
modelliert einen Link von Webseite © auf Webseite j.

Fiir jeden Knoten i € V' sei
a; = Aus-Gradg(i) = |[{jeV : (i,)) € £}

der Ausgangsgrad von i in G. D.h. a; ist die Anzahl der Hyperlinks, die von
der Webseite i auf andere Webseiten verweisen.

Fiir eine Webseite j € V schreiben wir Vorg(j), um die Menge aller
Webseiten zu bezeichnen, die einen Link auf j enthalten, d.h.

Vorg(j) = {ieV : (i,j) € E}.

Die Elemente in Vorg(j) werden Vorginger von j genannt.

Die ,,grundlegende Bedeutung“ einer Webseite ¢ wird im Folgenden durch
eine Zahl PR; modelliert, dem so genannten Page-Rank von 1.

Der Wert PR; soll die Qualitéit (im Sinne von ,, Renommee* oder
»,Ansehen*) von Webseite ¢ widerspiegeln; die Zahl PR; soll umso grofiler
sein, je hoher das Renommee der Webseite 7 ist.

Das Renommee (und damit der Wert PR;) einer Webseite j wird als hoch
bewertet, wenn viele Webseiten ¢ mit hohem Page-Rank PR; einen Link auf
die Seite j enthalten.

Die Werte PR;, die allen Webseiten ¢ € V' zugeordnet werden, werden daher
so gewdhlt, dass Folgendes gilt:

Eine Webseite i mit a; ausgehenden Links ,vererbt® thren
Page-Rank an jede Webseite j mit (i,7) € E um den Anteil %.

(3

Mit dieser Sichtweise miisste also fiir alle j € V' mit Vorg(j) # 0 gelten:

PR, = ) PRf. (1.1)

. L Qg
i€Vorg(j)
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Ein Problem:

Ein Problem stellen hierbei Knoten dar, deren Ausgangsgrad 0 ist, da
solche Knoten ihren Page-Rank nicht an andere Knoten weitervererben und
daher zu Werten PR; fithren kénnen, die kein sinnvolles Maf fiir die
Bedeutung einer Webseite liefern.

Als Beispiel betrachte man den folgenden Graphen G = (V, E):

Frage: Welche Werte PRy, PRy, PR3, PR, € R erfiillen die Gleichung (1.1) 7

Antwort: Die einzigen Werte PRy, PRy, PR3, PR, € R, die die
Gleichung (1.1) erfiillen, sind PR; = PRy = PR3 = PRy = 0.

Diese Werte spiegeln aber nicht die intuitive ,,grundlegende Bedeutung*
wider, die man den Webseiten 1, 2, 3 und 4 zuordnen wiirde!

Folie 16
Im Folgenden werden Knoten vom Ausgangsgrad 0 auch Senken genannt.

Zur Bestimmung des Page-Ranks betrachtet man in der Regel nur Graphen
ohne Senken, d.h. gerichtete Graphen, bei denen jeder Knoten einen
Ausgangsgrad > 1 hat.

Natiirlich gibt es keine Garantie, dass der Web-Graph keine Senken besitzt.
Die Autoren von [3, 11] schlagen zwei Moglichkeiten vor, den Web-Graphen
in einen Graphen ohne Senken zu transformieren:

e Die eine Moglichkeit ist, von jeder Senke Kanten zu allen Knoten
hinzuzufiigen.

e Die andere Moglichkeit ist, alle Senken zu 16schen und dies rekursiv so
lange zu tun, bis ein Graph {iibrig bleibt, der keine Senke besitzt.

Wir nehmen im Folgenden an, dass eine dieser beiden Transformationen
durchgefiihrt wurde und dass der Web-Graph durch einen endlichen
gerichteten Graphen G = (V, E) repréasentiert wird, der keine Senke besitzt.

Folie 17
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Folie 19
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Ein weiteres Problem:

Ein weiteres Problem stellen Knotenmengen dar, die unter sich zwar
verbunden sind, die aber keine Kante zu einem anderen Knoten des
Graphen G enthalten.

Als einfaches Beispiel betrachten wir den folgenden Graphen G = (V, E):

S

Frage: Welche Werte PRy, PRy, PR3, PRy, PR5 € R erfiillen die
Gleichung (1.1)?

Antwort: Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass Werte

PRy, PRy, PR3, PRy, PRs € R genau dann die Gleichung (1.1) erfiillen, wenn
PR1 = PR2 = PR3 =0 und PR4 = PR5 ist.

Insbesondere kann fiir PRy = PRy jede beliebige Zahl gewahlt werden!
Ahnlich wie im vorherigen Beispiel spiegeln diese Werte nicht die intuitive
sgrundlegende Bedeutung” wider, die man den Webseiten 1-5 zuordnen
wiirde!

D.h. die durch die Gleichung (1.1) gegebenen Werte PRy, ..., PR; liefern
kein sinnvolles Maf}; um die grundlegende Bedeutung der einzelnen
Webseiten zu bewerten.

Der Dampfungsfaktor:
Um dieses Problem zu vermeiden, wird die Vererbung von PR; auf die

Nachfolgeseiten j mit (i,j) € E meistens um einen Dampfungsfaktor d mit
0 < d < 1 abgeschwiécht.

Dies wird in der folgenden Definition prézisiert.

Die Page-Rank-Eigenschaft:
Definition 1.1 (Page-Rank-Eigenschaft).
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Sei d eine reelle Zahl mit 0 < d < 1. Die Zahl d wird im Folgenden
Dimpfungsfaktor genannt.

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, der keine Senke besitzt, und sei
n:=|V|eNsyund V ={1,... ,n}.

Fiir alle 4,5 € V sei a; := Aus-Gradg(i) und

Vorg(j) :={i eV : (i,j) € E}. Ein Tupel PR = (PRy,...,PR,)) € R™ hat
die Page-Rank-Eigenschaft beziiglich d, wenn fiir alle j € V gilt:

1-d PR;
PR, = +d- Y L (1.2)

n

Beachte. Fiir den Dampfungsfaktor d = 1 erhélt man gerade die Gleichung
(1.1).

Fiir den Déampfungsfaktor d = 0 ist PRy = PRy = ... = PR, = .

In [3] wird empfohlen, den Wert d = 0.85 = £ zu wiihlen.

Beispiel 1.2. Zur Veranschaulichung der Page-Rank-Eigenschaft
betrachten wir den Dampfungsfaktor d := % und den folgenden Graphen

G=(V,E):
/1\

Wir suchen ein Tupel PR = (PR, PRy, PR3) von reellen Zahlen, das die
Page-Rank-Eigenschaft bzgl. d = % hat, d.h. es gilt:

1) PRi= g+ g o

|~

. PRy
2

2.

W
N =

(3) PR3:Q—3+%-<%+%).

Die Werte PRy, PRy und PR3 konnen wir daher finden, indem wir das
Lineare Gleichungssystem l6sen, das aus den folgenden drei Gleichungen
besteht:
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Folie 22

Folie 23
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2) —1.PR, + 1-PR, =

1

1
Die Auflosung dieses linearen Gleichungssystems (z.B. mittels
Gauf-Elimination) liefert die Werte
PRi=% PR,=48 PR;=1

— 397 — 397 — 39°

|:|Ende Beispiel 1.2

Auf die gleiche Art wie in diesem Beispiel erhélt man auch fiir den
Web-Graphen und einen geeigneten Dampfungsfaktor d ein entsprechendes
lineares Gleichungssystem.

Um den Page-Rank der einzelnen Webseiten zu berechnen, miissen wir
,hur® dieses lineare Gleichungssystem lsen.

Dabei stellen sich folgende Probleme:

(1) Zunéchst ist vollig unklar, ob dieses lineare Gleichungssystem
iiberhaupt eine Losung besitzt, und falls ja, ob die Losung eindeutig ist.

Anhand von Definition 1.1 ist ndmlich prinzipiell auch denkbar, dass es
gar kein Tupel gibt, das die Page-Rank-Eigenschaft bzgl. d hat, oder
dass es mehrere verschiedene Tupel gibt, die die Page-Rank-Eigenschaft
bzgl. d besitzen.

(2) Das lineare Gleichungssystem hat n Unbekannte, wobei n die Anzahl
der Webseiten im Internet ist — und diese Zahl ist enorm grof.

Um den Page-Rank aller Webseiten zu bestimmen, bendtigen wir daher
ein extrem effizientes Verfahren zum Loésen dieses linearen
Gleichungssystems.

Im Rest des Kapitels werden wir sehen, dass die Theorie der Markov-Ketten
uns hilft, diese Probleme zu 16sen. Dazu ist die im folgenden Abschnitt
dargestellte Sichtweise auf den Page-Rank sehr hilfreich.
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1.4 Der Zufalls-Surfer

Folie 24
Der Zufalls-Surfer:

Wir nehmen an, dass der Webgraph durch einen gerichteten Graphen
G = (V, E) mit Knotenmenge V' = {1,...,n} reprisentiert wird, der keine
Senke besitzt. Des Weiteren sei d eine beliebige reelle Zahl mit 0 < d < 1.

Wir betrachten einen Zufalls-Surfer (englisch: random surfer), der auf einer
beliebigen Webseite beginnt und beliebige Links verfolgt, ohne dabei auf
Inhalte zu achten.

Wenn der Zufalls-Surfer auf einer Webseite ¢ ist, so wahlt er

e mit Wahrscheinlichkeit d einen Link, der von Seite ¢ ausgeht.

Hierbei wird dann jeder der a; = Aus-Gradg(i) ausgehenden Links
mit derselben Wahrscheinlichkeit g ausgewdahlt.

e mit Wahrscheinlichkeit (1 — d) eine beliebige Webseite im
Web-Graphen.

Hierbei wird dann jede der n Webseiten mit derselben
Wahrscheinlichkeit I%d ausgewdhlt.

Folie 25
Fiir alle ¢, 5 € V gibt daher

1—-d d
+— Lfalls (4,j) € £
n a;

pi,j = (13)

1-d
- ,falls (i,7) ¢ B

die Wahrscheinlichkeit an, mit der der Zufalls-Surfer in einem Schritt von
Seite i zu Seite j wechselt.

Diese Wahrscheinlichkeiten, mit denen sich der Zufalls-Surfer von Knoten zu
Knoten bewegt, lassen sich kompakt durch die folgende Matrix darstellen.

Folie 26
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Folie 27

Folie 28
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Die Page-Rank-Matrix P(G,d)

Definition 1.3 (Die Page-Rank-Matrix P(G,d)).
Seide Rmit 0 <d<1,sein € Nyyundsei G = (V,E)mit V={1,...,n}
ein gerichteter Graph ohne Senke. Fiir jedes ¢ € V sei a; := Aus-Gradg(i).

Die Page-Rank-Matrixz ist die nxn-Matrix

P11 Pin
PG, d) == | : S
Pni " Pnn
wobei fiir alle 7,5 € V' der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j der in
Gleichung (1.3) festgelegte Wert p; ; ist.

Wir schreiben auch kurz (p; ;)i j=1...n, um die Matrix P(G, d) zu bezeichnen.

Beispiel 1.4. Fiir den Wert d und den Graphen GG aus Beispiel 1.2 ist
5 2

=1
1 12 1,1
beispielsweise pi11 =5, P12 =5+ 71 =15 P23=g+3 =3 und insgesamt

15 5

6 12 12

_ 1 1 2
P(Gd) =[5 § 3
2 11

3 6 6

|:|Ende Beispiel 1.4

Zur Erinnerung: Vektor-Matrix-Produkt

Um den Zusammenhang zwischen dem Zufalls-Surfer, der
Page-Rank-Matrix und Tupeln mit der Page-Rank-Figenschaft beschreiben
zu konnen, bendtigen wir folgende Notation fiir das Rechnen mit Matrizen.

Zur Erinnerung (Vektor-Matrix-Produkt).

Sei n € N3y, und fiir alle 4,5 € {1,...,n} sei p; ; eine reelle Zahl. Sei

P := (pij)ij=1,.n die nxn-Matrix, die in Zeile ¢ und Spalte j den Eintrag
pi; hat (fur alle 7,5 € {1,...,n}).
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Ist X = (X3,...,X,) ein Tupel aus n reellen Zahlen, so ist das
Vektor-Matriz- Produkt

X-P

das Tupel Y = (Y3,...,Y,) € R", bei dem fir jedes j € {1,...,n} gilt:

n
Y; = Z Xi Dpij
i=1

Zusammenhang zwischen Page-Rank-Matrix und
Page-Rank-Eigenschaft

Der folgende Satz beschreibt den genauen Zusammenhang zwischen
Zufalls-Surfer, Page-Rank-Matrix und Tupeln mit der
Page-Rank-Eigenschaft.

Satz 1.5. Setd € R mit 0 < d < 1, sein € N3y und sei G = (V, E) ein
gerichteter Graph mit V.= {1,...,n}, der keine Senke besitzt. Dann gilt:

(a) Ist PR = (PRy,...,PR,) € R™ ein Tupel, das die
Page-Rank-FEigenschaft bzgl. d besitzt, so ist > . PR, = 1.

(b) Fir jedes Tupel X = (Xy,...,X,) e R" mit Y | X; =1 gilt:
X besitzt die Page-Rank-FEigenschaft bzgl. d <
X - P(G,d) = X.

Beweis. (a) Sei PR = (PRy,...,PR,) € R" ein Tupel, das die
Page-Rank-Eigenschaft bzgl. d besitzt. D.h. es gilt? f.a. j € {1,...,n},
dass

PR, = L4 4 4.) PR

n
i€Vorg(j)

2Wir schreiben kurz ,f.a.“ fiir , fiir alle“, ,,;s.d.“ fiir ,s0 dass“ und ,,ex.“ fiir ,,es existiert®.
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Somit gilt:

=1
- X(FEe X)) - amea) Yo
j=1 i€Vorg (j) J=11ieVorg(j)
= (1-d) +d- Y = (1-d) +d- ) Y ™
(i,j)€E i=1 j:(i,j)€E
G ohne n n
e (1—d) + d-Y (a;-PR) = (1-d) + d-) PR
i=1 =1

= (1-d) + d-zn:PRj.

J=1

Insbesondere gilt also:

(1—d) - ZPRj = (1-d). (%)

Wegen d # 1 ist (1—d) # 0, und daher erhalten wir aus Gleichung (%),
dass 3 7 |PR; =1 ist. Dies schlieft den Beweis von Teil (a) ab.

(b) Sei X = (Xy,...,X,,) e R"mit > | X; =1.Sei Y = (Y1,...,Y,) so
dass X - P(G,d) =Y. Dann gilt gemafl der Definition des
Vektor-Matrix-Produkts und Definition 1.3 fur jedes j € {1,...,n},

dass
= (1.3) - 1—d d
- Yxew P Yx it w o
im1 i=1 i€Vorg (5) !
1—d < X;
= . X, . il
oyw e a Y X
=1 1€Vorg (j)
EX=l ) g X
=1 (2
= d - el
ey X
1€Vorg(j)
d.h. es gilt
1—d X;
Y, = — +ode Y = (%)
i€Vorg(j)
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Aus Definition 1.1 zusammen mit Gleichung (*x) folgt:

X besitzt die Page-Rank-Eigenschaft bzgl. d
— fa. je{l,... ,n}gilt: X;=Y]
— X -P(G,d) = X.
O
Folie 30

Beachte. Fiir den Beweis von Satz 1.5 (a) ist wichtig, dass d # 1 ist und
dass G keine Senke besitzt.

Folie 31
Linke Eigenvektoren zum Eigenwert 1

Notation 1.6 (Eigenvektor).
Ein Vektor X = (Xi,..., X,,) heit linker Eigenvektor zum FEigenwert 1 der
nxn-Matrix P, falls gilt: X - P =X und X # (0,...,0).

Satz 1.5 besagt also, dass ein Tupel PR = (PRy,...,PR,) € R™ genau dann
die Page-Rank-Eigenschaft bzgl. d besitzt, wenn es ein linker Eigenvektor
zum Eigenwert 1 der Matrix P(G,d) ist, fiir den Y . PR; =1 ist.

Diese Sichtweise auf den Page-Rank sowie die in den folgenden Abschnitten
vorgestellte Theorie der Markov-Ketten helfen uns, die beiden am Ende von
Abschnitt 1.3 gestellten Probleme zu l6sen.

1.5 Markov-Ketten

Folie 32
Markov-Ketten und stochastische Matrizen

Markov-Ketten sind nach dem russischen Mathematiker Andrei A. Markov
(1856-1922) benannt. In der Literatur werden unterschiedliche
Schreibweisen des Namens verwendet, z.B. Markov, Markow oder Markoff.

Definition 1.7 (Markov-Kette).
Eine (homogene) Markov-Kette mit Ubergangsmatriz P wird durch eine
nxn-Matrix

,,,,,

mit n € N3, beschrieben, fiir die gilt:
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(1) p;; >0 furallei,je{l,...,n}, und

(2) fiir jede Zeile i € {1,...,n} gilt: Y pi; = 1.
j=1

Eine Matrix P, die die Eigenschaften (1) und (2) besitzt, wird auch
stochastische Matriz genannt.

Der zu P gehorende Graph

Der zu einer stochastischen Matrix P gehérende Graph ist der gerichtete
Graph mit Knotenmenge V' = {1,...,n}, so dass fur alle 7,5 € {1,...n}
gilt:

Es gibt in G' genau dann eine Kante von 7 nach j, wenn p; ; > 0 ist.

Den Eintrag p; ; in Zeile ¢ und Spalte j von P kann man als
Wahrscheinlichkeit dafiir auffassen, dass ein Zufalls-Surfer im Graphen G in
einem Schritt von Knoten ¢ zu Knoten j springt.

Beispiel 1.8. Sei G = (V, E) ein beliebiger gerichteter Graph mit
Knotenmenge V' = {1,...,n} (fiir n:= |V| € N3), der keine Senke besitzt.
Sei d eine reelle Zahl mit 0 < d < 1 und sei P := P(G,d) die zugehorige
Page-Rank-Matrix.

GeméB der Definition von P(G,d) ist p;; > 0 fiir alle 4,5 € {1,...,n} (dazu
beachte man, dass 0 < d < 1 ist).

AuBerdem gilt fiir jede Zeile i € {1,...,n}, dass

- - 1_d d ohne Senke d
Sso= LS X 5O g a ko
7=1

j=1 i (ig)EE " t

Somit ist P eine stochastische Matrixz und beschreibt daher eine

Markov-Kette.

Fiir jedes 4,5 € {1,...,n} gibt der Wert p; ; die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, dass der Zufalls-Surfer in einem Schritt von Webseite ¢ zu Webseite j
springt.
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Da p; ; > 0 ist, ist der zu P gehérende Graph der wollstindige gerichtete
Graph auf n Knoten, d.h. der Graph mit Knotenmenge V' = {1,...,n} und
Kantenmenge V' x V.

Diesen Graphen bezeichnen wir im Folgenden mit I?n UEnde Beispiel 1.8

Die Theorie der Markov-Ketten und der stochastischen Matrizen wurde in
der Literatur gut untersucht (siehe [6, 5]).

1.6 Die effiziente Berechnung des Page-Rank

Folie 35
Um zu sehen, dass die Theorie der Markov-Ketten uns eine Losung fiir die
beiden am Ende von Abschnitt 1.3 gestellten Probleme zu losen. liefert,
schauen wir uns die Bewegungen des Zufalls-Surfers auf dem Web-Graphen
etwas genauer an.
Fiir unsere Betrachtungen ist der folgendermafien definierte Begriff einer
Verteilung sehr niitzlich.
Folie 36
Verteilungen
Definition 1.9. Sei n € N3;.
Eine Verteilung auf V= {1,... ,n} ist ein Tupel X = (X;,...,X,,) € R",
fiir das gilt:
(1) fiir allei € {1,...,n} ist X; > 0 und
(2) Yo, X = 1.
Ist G ein gerichteter Graph mit Knotenmenge V' = {1,...,n} und ist
X = (Xy,...,X,) eine Verteilung auf V', so fassen wir fiir jedes i € V' die
Zahl X; als Wahrscheinlichkeit dafiir auf, dass ein Zufalls-Surfer in G sich
auf Knoten 7 befindet.
Folie 37

e

stochastische Matriz. Ist X = (X4,...,X,) eine Verteilung auf
V={1,...,n}, so gibt das Tupel Y = (Y1,...,Y,) mit

X-P=Y
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Folgendes an: Wenn wir in dem zu P gehorenden Graphen fiir jedes i € V
den Zufalls-Surfer mit Wahrscheinlichkeit X; auf Knoten i beginnen lassen,
so gibt fiir jedes 7 € V' die Zahl

Y, = ZXi'pi,j
=1

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der Zufalls-Surfer sich nach einem
Schritt auf Knoten j befindet.

Rekursiv kénnen wir so fir jedes k € N eine Verteilung

Xk = (Xl(k), . ,X,sk)) angeben, so dass fir jedes j € V' der Wert X](k) die
Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass der Zufalls-Surfer sich nach k
Schritten auf Knoten j befindet. Dazu wdhlen wir

X0 = X und X0+ = x® . p fa. ke N.

Somit gilt fiir jedes k € Ny

X(k) — X(O)P.P ..... P — X’Pk
——
k mal

Zur Erinnerung: Das Matrix-Produkt

Zur Erinnerung. Das Produkt A - B zweier n X n-Matrizen
A= (aij)ijt,.nund B = (b;;)ij=1,.n ist die n x n-Matrix
C = (Cij)ij=1,..n mit

.....

Cij = Z - by

=1
fir alle i, j € {1,...,n}.

Fiir jede Zahl k € N, ist die nxn-Matrix A* rekursiv definiert durch

A=A und AR = AL AR (fiir alle k € N).

Wir schreiben (A¥); ;, um den Eintrag in Zeile i und Spalte j der Matrix A*

zu bezeichnen.

2,79

Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:
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Beobachtung 1.11. Ist n € Noy und ist P = (p; ;)i j=1,..n €ine
stochastische Matriz, so kdnnen wir fir jedes k € Nsy den Eintrag (P*); ;
in Zeile i und Spalte j der Matriz P* als die Wahrscheinlichkeit dafiir
auffassen, dass der Zufalls-Surfer auf dem zu P gehérenden Graphen
innerhalb von genau k Schritten von Knoten i zu Knoten j gelangt.

Insbesondere gilt auch fiir jede Zeile i, dass Z?:1(Pk)z}j = 1.
Wegen

pt = pr.p = p.pP
qilt fiir jedes k € Nxq:

n

(P = (Pie-peg = D pie (P
/=1 /=1

Folie 40
Zur effizienten Berechnung des Page-Ranks machen wir uns zunutze, dass

die durch die Page-Rank-Matrix P(G,d) (fiir 0 < d < 1) beschriebene
Markov-Kette die folgende Eigenschaft hat. Der Beweis, dass die Matrix
P(G, d) tatséchlich diese Eigenschaft hat, wird am Ende dieses Abschnitts
durch Satz 1.14 geliefert.

Folie 41

Ergodische Markov-Ketten

Definition 1.12 (Ergodische Markov-Ketten).

Sei n € N3y und sei P = (p; ;)i j=1...n eine stochastische Matrix.

Die durch P beschriebene Markov-Kette heifit ergodisch, wenn fiir alle
Zeilen 4,47 € {1,...,n} und alle Spalten j € {1,...,n} gilt:

Die Grenzwerte

lim (P*);; und lim (P*);

k—o00 k—o0

existieren und es gilt

lim (P*);; = lim (P%)s; > 0.

,L'7j
k—o0 k—o0

Folie 42
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Eigenschaften ergodischer Markov-Ketten

Beobachtung 1.13 (Eigenschaften ergodischer Markov-Ketten).
Ist P eine stochastische Matrix, die eine ergodische Markov-Kette
beschreibt, so gilt offensichtlicherweise Folgendes:

(1) Die Matrix

P = (Jim (PY) (1.4)

k—o0 Z’J>Z‘7j:17,__7n

ist wohldefiniert (da die Grenzwerte existieren), alle Eintrige sind > 0
(da die Grenzwerte alle > 0 sind), und

2) alle Zeilen von P’ sind identisch.
(2)

Wir schreiben p':= (pl,...,pl), wm die erste Zeile von P’ zu bezeichnen.

Die Matrix P’ sieht daher folgendermaflen aus:

p P D
P P I R
P Py D

Wegen Gleichung (1.4) ist P’ = limy_,e (P¥).
Somit ist P’ P = P’, und daher gilt insbesondere
p-P =7,
d.h. p' ist ein linker Eigenvektor zum FEigenwert 1 der Matriz P.

Da fiir jedes k € N> und jede Zeile i € {1,...,n} die Summe aller Eintrige
der i-ten Zeile von P* gleich 1 ist und die Grenzwertbildung mit der
Bildung endlicher Summen vertauscht werden kann, ist auch die Summe
aller Eintriage der i-ten Zeile von P’ gleich 1.

Daher ist )" pi =1, d.h. p ist eine Verteilung.

Notation. Eine Verteilung Y mit Y - P =Y wird auch stationdre
Verteilung fiir P genannt.
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Fiir jede beliebige Verteilung X = (X3,..., X,,) gilt:
X-P =7y, (1.5)

denn fiir jedes j € V ist der j-te Eintrag im Tupel X - P’ gerade die Zahl
> Xi 'p; = p;- i X = p}.

Daher gilt:

(a) p' = (p},...,p) ist die einzige stationdre Verteilung, die P besitzt,
und

(b) wenn der Zufalls-Surfer im zu P gehérenden Graphen seinen
Startknoten geméaf} einer beliebigen Anfangsverteilung
X = (Xy,...,X,) wahlt und hinreichend viele Schritte macht, so ist fiir
jedes j € V' die Wahrscheinlichkeit, bei Knoten j zu landen, beliebig
nah bei p.

Die Wahl des Anfangsknotens ist fiir einen Zufalls-Surfer, der
hinreichend lange surft, also egal.

Folie 45
Auf Grund der Gleichungen (1.4) und (1.5) erhalten wir:

2 oxor Y xim PP o= dim (X-PY) = dim X0,

k—o0 k—o0 k—o0
wobei X© .= X und X®+) .= X® . P fa keN.

Um eine Nédherung fiir das Tupel p’ zu berechnen, konnen wir daher wie
folgt vorgehen:

e Wir starten mit einer beliebigen Verteilung X = X
(etwa der Gleichverteilung X = (£,---, 1))

n’ ‘n

e und berechnen nacheinander fiir £k = 1,2, 3 usw. das Tupel
X&+) .— x (). p.

e Dieser Prozess wird beendet, sobald das Tupel X **1) sich nicht mehr
viel vom Tupel X *) unterscheidet, d.h. sobald fiir jedes j € {1,...,n}

die Zahl | X J(kﬂ) - X j(k)\ kleiner als eine vorher festgelegte Schranke &

ist (wobei X](-kH) und X](-k) der Eintrag in der j-ten Komponente von
XEHD bzw. X*®) ist).
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|:]Beobachtung 1.13

Um diese Vorgehensweise fiir die Berechung des Page-Rank benutzen zu
kénnen, bendtigen wir noch folgenden Satz.

Satz 1.14. Ist P = (p; )i j=1...n €ine stochastische Matriz mit p; ; > 0 f.a.
i,7 €{1,...,n}, so ist die durch P beschriebene Markov-Kette ergodisch.
Beweis: Fiir jedes k € N5 und jede Spalte j € {1,...,n} sei

k) . k
m§) = ieg{}{}n}(P )i

der kleinste Eintrag der j-ten Spalte von P*, und sei

j nax (Phig

der gréfte Eintrag der j-ten Spalte von P*.
Behauptung 1: Fiir alle k € No; und alle j € {1,...,n} gilt

mgk) < m§k+1) and M](k) > M](k—l—l)'

Beweis. Wegen

(=1
ist
(k+1)  _ : PRty
m; e (P g
= min ( Dit - p* 0. >
i€{1,...,n} éz:; ( ) J

WV

: (k) )
min ig T,
ie{l,...n} ( Z Pit J

— m® ( | )
my? - min () pi
——

-l
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Analog folgt auch, dass M ](kﬂ) <M }k) ist. UBehauptung 1

Folie 47
Gemif Voraussetzung ist p;; > 0 und p; ; < 1 fir alle 4,5 € {1,...,n}.

Somit ist
a = min o> 0.
ige oy

GeméiB Behauptung 1 gilt fiir jedes j € {1,...,n}:

0 < a < mg-l) < m§2) < mf’) < e (1.6)

und
1 > MY > MP > MP > (1.7)

Behauptung 2: Fiir jedes j € {1,...,n} ist klim (M(k) — myﬂ)) = 0.

—00 J

Bevor wir Behauptung 2 beweisen, schlieffen wir zunéchst den Beweis von
Satz 1.14 ab.

Aus (1.6) und (1.7) folgt mit Behauptung 2, dass es fiir jede Spalte
j €{l,...,n} eine Zahl 7; gibt, so dass
S ¥ k) _ 1 (k)
o= Jmel? = Jim
ist, und es gilt 0 < a < m; < 1. Somit gilt fir alle Zeilen ¢,7" € {1,...,n}
und alle Spalten j € {1,...,n}: Die Grenzwerte
lim (P*); und lim (P*);

k—oo k—o0

existieren und es gilt

] k . . P— ] k YA
AP = P > e > 0
Gemaf Definition 1.12 ist die durch P beschriebene Markov-Kette also
ergodisch.

Folie 48
Um den Beweis von Satz 1.14 abzuschliefen, miissen wir nur noch

Behauptung 2 beweisen. Die folgende Behauptung 3 liefert uns den
Schliissel zum Beweis von Behauptung 2.

Version vom 30. Juni 2016 Seite 27



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Big Data Analytics — Theorieteil

Behauptung 3: Sei a:= r?in }pi,j. Seien iy,i9 € {1,...,n}. Sei
1,J€{1,...,n

= {EE{l,...,n} : pihg>pi27g} und I, = {1,...,n}\ I,

d.h. 7 ist die Menge aller Spalten, bei denen der Eintrag in Zeile ¢; grofier
oder gleich dem Eintrag in Zeile 75 ist, und I, ist die Menge aller Spalten,

bei denen der Eintrag in Zeile ¢; echt kleiner als der Eintrag in Zeile 75 ist.
Dann gilt:

(a) Z (pz‘l,z - pmz) < 1-—na.

Lel
b) D (P —Dise) = — Y (Pire— Pine)
Lely lely

()  (PMh), = (PMY,; < (1—na)- (MY —m{) | fir alle
ke€Nsyund je{l,...,n}.

Beweis.
(a) Es gilt:
Z(pil,e—piz,e) = sz‘l,é - Zpig,ﬂ
lely lely lely
Pstocgastisch (1 . 4 ) . 4
Di N4 Di N4
= 1‘(2]%,@ +sz‘,z>
6612:%/ ZEIl\;:;/
< 1—na.
(b) Es gilt:
Z(pil,é_pig,é) = Zpil,é - Zpig,z
Lels Lelr lels
Pstocgastisch (1 . th’g) . (1 . Zpi%g)
lely el
= - szl,z + Z]%,e
lely el
= - Z Diye pz2,
Lel;
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Pk+1;P-Pk Zpil,é ) (Pk)g,j i Zpiz,ﬁ . (Pk:%j
Zzl (=1
= Z (Pil,z _piz,f) : (Pk)é,j
(=1
= Z (pil,f _piz,f) : k @,j + Z pn, plz, : ( )
lely 2'0 <Mj(k) fGIg 20 >m§ )
< Z (pil,ﬁ _pig,ﬁ) : M](k) + Z (pil,f - pig,f) : 5 )
lelh el
- Mj(k) ’ Z (pil,é - pi2,€) + m§k) : Z (pil,é - pig,é)
lel Lels
b
® Mj(k) . Z (pz'l,e - p¢2,z) - m§~k) . Z (pz'l,e - pz’z,e)
lely lely
= (M](k) — m‘gk)) ‘ Z (pil,f _pig,e)
el
(a)
< (Mj(k) — mék)) (1 —na).

DBehauptung 3

Unter Verwendung von Teil (¢) von Behauptung 3 kénnen wir nun
Behauptung 2 beweisen.

Beweis von Behauptung 2:
Sei j € {1,...,n} beliebig gewihlt. Gemafl Behauptung 3(c) gilt fiir alle
Zeilen iy,is € {1,...,n} und alle k € N5, dass

k k
(P iy = (P < (1=na)- (M7 —m{Y).
Speziell fiir die Zeile ¢y mit (P*1); . = M;kﬂ) und die Zeile i, mit
(PH), = m(kH) besagt dies, dass

(k+1) (k+1) (k) (k)
M; — m; < (I—na)- (M —m”).
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Da diese Ungleichung fiir alle k£ € Ny, gilt, erhalten wir:

VI < (1) (32— )
< (1 —na)?- (M;k_l) - mgk_l))
< (1—na)’- (M;kiz) — mgkﬂ))
<
<

(1 —na)*- (Mj(l) - mgl)) :

Hierbei ist (M ;1) — my)) die Differenz zwischen dem grofiten und dem
kleinsten Eintrag der j-ten Spalte von P, also eine Zahl zwischen 0 und 1.
Auflerdem ist a der kleinste Eintrag in P. Fiir die Zeile 7, in der der Eintrag
a steht, gilt daher: na < Y, pie = 1. Somit gilt 0 < na < 1,
und daher

0 < (I-na) < 1.

Somit ist
lim (1—-na)* = 0,
k—o00
und es folgt:
. (k+1) (k+1) N . k 1) (1 _
1c11—>I<r>lo(M] —m;") = I}g&(l—na) - (M7 —=my7) = 0.
|:]Behauptung 2
Insgesamt ist nun Satz 1.14 bewiesen. Usatz 1.14

Losung der beiden Hauptprobleme

Folgerung 1.15 (Losung der Probleme (1) und (2) auf Seite 14).
Sei P := P(G,d) die Page-Rank-Matriz fir einen Dampfungsfaktor d mit
0 < d < 1 und einen gerichteten Graphen G = (V, E) ohne Senke.

Wegen d # 1 sind alle Fintrdge in P echt grofier als 0.
Mt Satz 1.1 erhalten wir, dass P ergodisch ist.

Aus Beobachtung 1.13 folgt, dass die stationdre Verteilung p’ von P das
eindeutig festgelegte Tupel ist, das die Page-Rank-Figenschaft bzgl. d besitzt.

Das am Ende von Beobachtung 1.13 beschriebene Vorgehen liefert ein
Verfahren, um eine Niherung fir das Tupel p' zu berechnen:

Version vom 30. Juni 2016 Seite 30



Nicole Schweikardt - HU Berlin - Vorlesung Big Data Analytics — Theorieteil

e Sei P:= P(G,d) die Page-Rank-Matriz fir den Dampfungsfaktor
d = 0,85, wobei G der Senken-freie Graph ist, der aus dem
Web-Graphen durch wiederholtes Lischen von Senken entsteht.

e Starte mit einer belichigen Verteilung X©© = (X1,...,X,) (z.B.
X0 .= (L Ly

‘n

o Firk:=1,2,... berechne X**tD .= X® . p,

Folie 50
Aus der Theorie der Markov-Ketten und den speziellen Eigenschaften der

Page-Rank-Matrix ergibt sich, dass auf Grund des hohen Zusammenhangs
des Web-Graphen die Folge der Tupel X® fiir k = 0,1,2, ... sehr schnell
gegen die stationédre Verteilung p’ konvergiert. Details dazu finden sich in

8, 6.

Laut Kapitel 5 des Buchs [9] reichen in der Praxis i.d.R. 50-75 Iterationen
aus, so dass die Eintrige des Vektors X ® fiir k = 75 eine hinreichend gute
Néherung fiir die Page-Ranks der einzelnen Webseiten sind.

1.7 Praktische Aspekte der Berechnung des
Page-Ranks

Folie 51
In der Praxis werden mehrere Tausend PCs eingesetzt, die mehrere Stunden

zur Berechnung des Page-Ranks bendtigen — was in Anbetracht der
Tatsache, dass es mehrere Milliarden Webseiten gibt, erstaunlich gering ist.

Kompakte Speicherung der Page-Rank-Matriz

Folie 52
Fiir den Web-Graphen miissen wir davon ausgehen, dass die Anzahl n der
Knoten extrem grof3 ist (n > 10'?), so dass es nicht ratsam ist, alle n?
Eintridge der Page-Rank-Matrix P := P(G, d) abzuspeichern. Zur
kompakten Speicherung von P wird ausgenutzt, dass P viele identische
Eintrage der Form I%d hat. Jede Zeile ¢ von P sieht wie folgt aus:

e In jeder Spalte j mit (i,j) ¢ E steht der Wert 1=4.

e In jeder Spalte j mit (i, j) € E steht der Wert p;; = =% + 4. Die
Anzahl dieser Spalten j ist i.d.R. sehr klein (in der Gréﬁenofdung
10-50), da jede einzelne Webseite i i.d.R. nur recht wenige Links
enthalt.
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Eine kompakte Repréasentation, aus der wir fiir gegebenes ¢ und j die Zahl
pi; leicht ausrechnen konnen, speichert folgende Werte:*

e Die Werte d und I%d, und

o fiir jede Zeile i € {1,...,n}
(i.1): den Aus-Grad a; des Knotens ¢ und
(i.2): die Liste aller Knoten j mit (i,7) € E.

Der dafiir benétigte Speicherplatz ist

n

O() + ) (0 +0(@) = O(VI+IE) = O(G])

=1

Fiir den Web-Graphen G kénnen wir davon ausgehen, dass die Knoten
einen recht geringen Aus-Grad haben (in der Groenordnung 10 bis 50) und
dass daher |G| = O(|V]) ist, wobei der durch die O-Notation unterdriickte
konstante Faktor ebenfalls in der Gréfenordnung 10 bis 50 liegt.

Parallelisierte Berechnung des Vektor-Matriz- Produkts

In jedem der k ~ 75 Iterationsschritte der Page-Rank-Berechnung muss fiir
die Page-Rank-Matrix P und den Vektor X*® das Vektor-Matrix-Produkt
X&) .= X*) . P berechnet werden. Wir betrachten nun, wie man einen
einzelnen Iterationsschritt auf einem Rechnercluster durchfiihren kann und
schreiben dabei Y = (yi,...,y,), um den Vektor X* zu bezeichnen, und
Y' = (y},...,9.) um den gesuchten Vektor X®*+1) .= X®) . p 2y
bezeichnen.

Erster Ansatz:

Wir gehen davon aus, dass fiir eine Zahl L > 1 im Rechnercluster L. Rechner
Ry, ..., Ry zur Verfiigung stehen. Die Matrix P teilen wir auf in L vertikale

3Diese Repriisentation ist eine um die Werte d, %d und a; angereichterte Adjazenzliste
des Web-Graphen G.
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Streifen P, ..., Pp, so dass der Streifen P, die ersten 7 Spalten von P
enthélt, der Streifen P, die néchsten ¥ Spalten von P enthélt usw. Somit ist

P = (P1 P - PL>

wobei P fiir jedes s € {1,..., L} eine (n x ¥)-Matrix ist.

Wir verteilen nun die Page-Rank-Matrix P und den Eingabe-Vektor Y so
im Rechnercluster, dass fiir jedes s € {1,...,¢} der Rechner Rs den Streifen
P, und den gesamten Vektor Y zur Verfiigung hat.

Der Rechner R, berechnet dann das Vektor-Matrix-Produkt Z, =Y - P,.

Dann gilt: Fiir jedes s € {1,..., L} ist Z, ein Vektor der Lange %; und der

gesuchte Vektor Y/ =Y - P ist gerade der Vektor (Z;,Zs,...,2Z5).

Folie 56
Nachteil: In der am Anfang von Abschnitt 1.7 dargestellten kompakten

Représentation von P werden die Eintrige der Page-Rank-Matrix allerdings
zeilenweise gespeichert. Durch das Bilden von vertikalen Streifen der
Matrix P konnen die Vorteile der kompakten Speicherung zu Nichte
gemacht werden (im Extremfall besteht jeder Streifen aus genau einer
Spalte von P).

Folie 57

Zweiter Ansatz:

Wir gehen davon aus, dass fiir eine Zahl L = ¢? im Rechencluster L
Rechner R, fiir s,t € {1,...,¢} zur Verfiigung stehen. Die Matrix P teilen
wir auf in ¢? Blocke By, so dass By, fiir jedes s,t € {1,...,} eine

(% x %)-Matrix ist. Somit ist

Biy Bia Biz -+ By
Bzy Bap Baz -+ Bay
P = B3y Bsa Bss -+ Bsy
By Beos Bys -+ DBy
Den Eingabevektor Y teilen wir auf in horizontale Streifen Y7, ..., Y,, von

denen jeder die Lange 7 hat, d.h.

Y = (M %Y oY)
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Wir verteilen nun die Page-Rank-Matrix P und den Eingabe-Vektor Y so
im Rechencluster, dass fur alle s,¢ € {1,...,¢} der Rechner R;; den Block
B, sowie den Streifen Y erhilt.

Der Rechner R,; berechnet dann das Vektor-Matrix-Produkt

Zsy =Y - By, und schickt das Ergebnis Z,; an den Rechner R,
(insbesondere ist Z,; ein Zeilenvektor der Linge 7).

Der Rechner R;; nimmt die Zwischenergebnisse 7, Za4, ..., Zy+ entgegen
und berechnet deren Summe

Zt = Zl,t + Zg}t + Zg,t + -+ Z&t

Dann gilt: Fiir jedes t € {1,...,(} ist Z; ein Vektor der Lange %; und der
gesuchte Vektor Y/ =Y - P ist gerade der Vektor (Zy,Zs,...,Z;).

Im néchsten Iterationsschritt spielt dieser Vektor Y’ die Rolle, die bisher
der Vektor Y gespielt hat. Um die einzelnen Streifen von Y’ an die richtigen
Rechner zu verteilen, schickt (fiur jedes t € {1,...,¢}) Rechner R;; den
Vektor Z; (der im néchsten Iterationsschritt als Y; fungiert) direkt an die
Rechner Ry, Ri2, Ri3, ..., Ry

Vorteil: Jeder Block B;; der Page-Rank-Matrix kann dhnlich wie am
Anfang von Abschnitt 1.7 dargestellt relativ kompakt gespeichert werden,
indem fiir jede Zeile i von B, unter (i.2) nur diejenigen Knoten j mit
(i,7) € E aufgelistet werden, die die Spalten von Bs, betreffen.

Ubungsaufgabe:

Arbeiten Sie die Details dazu aus, wie das Vektor-Matrix-Produkt
Y':=Y - P fir die Page-Rank-Matrix P moglichst effizient mit
Map-Reduce gelést werden kann.

1.8 Literaturhinweise

Das Page-Rank-Verfahren wurde in der Arbeit [3] eingefiihrt. Zur weiteren
Lektiire werden auch ,,Kapitel 2: Suchmaschinen“ des Vorlesungsskripts
[12], ,Chapter 5: Link Analysis“ des Buchs [9] und und ,,Chapter 5:
Random Walks and Markov Chains“ des Buchs [2] empfohlen. Eine
Algorithmen-orientierte Einfiihrung in die Theorie der Markov-Ketten
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findet sich in dem Buch [6]. Einen Uberblick iiber die Architektur von
Suchmaschinen gibt der Artikel [1]; Details zum Page-Rank und zum HITS
Verfahren finden sich in dem Buch [8] sowie in den Originalarbeiten

[3, 11, 7, 4]. Als Einfiihrung ins Thema Information Retrieval sei das Buch
[10] empfohlen. Das Buch [5] ist ein ,Klassiker®, der eine umfassende
Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie (und insbesondere auch ins
Thema Markov-Ketten) gibt.

Viele Informationen und Literaturhinweise zum Thema Suchmaschinen
finden sich auf der Webseite von Martin Sauerhoffs Vorlesung Internet
Algorithmen an der TU Dortmund; siehe
http://1ls2-www.cs.uni-dortmund.de/lehre/winter200910/IntAlg/.
Ein kurzer und allgemein verstindlicher Uberblick iiber das Page-Rank
Verfahren wird in dem Spiegel-Online Artikel Wie Google mit Milliarden
Unbekannten rechnet von Holger Dambeck gegeben; sieche http:
//www.spiegel.de/wissenschaft/mensch/0,1518,646448,00.html.
Quellennachweis: Teile dieses Kapitels orientieren sich an [12].
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Anhang A

Grundlegende Notationen

Mit N bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive der Zahl
0. Mit R, Q bzw. Z bezeichnen wir die Mengen aller reellen, aller rationalen
bzw. aller ganzen Zahlen. Fiir jede Menge M von Zahlen und jede Zahl a
bezeichnet

M., = {meM : m>=a}

die Menge aller m € M mit m > a. Analog schreiben wir M., um die
Menge {m € M : m > a} zu bezeichnen.

Beispielsweise bezeichnen sowohl N3 als auch N+ die Menge N\ {0} aller
positiven natiirlichen Zahlen, wahrend R, die Menge aller nicht-negativen
reellen Zahlen und R+ die Menge aller positiven reellen Zahlen bezeichnet.
Wir schreiben [0, 1] um das Intervall aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1
zu bezeichnen, d.h.

0,1] = {zeR :0<z<1}.
z] d

Fiir eine reelle Zahl x bezeichnen wir mit | ie kleinste ganze Zahl, die
grofler oder gleich z ist. Analog schreiben wir |x] fir die grofite ganze Zahl,
die kleiner oder gleich z ist.

Als Konvention vereinbaren wir, dass fiir jede reelle Zahl b gilt: b = 1.
Fiir positive reelle Zahlen b und x schreiben wir log, , um den Logarithmus
von z zur Basis b zu bezeichnen. D.h., log, = ist diejenige reelle Zahl y, fiir
die gilt: b¥ = z. Insbesondere ist log, 1 = 0.

Zur Erinnerung: Fiir alle y, 9" € R gilt

o = vt
Daher gilt auch fiir alle x, 2" € Ry, dass
log,(z-2') = log,(z) + log,(z").
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Wie iiblich schreiben wir e, um die Fulersche Zahl zu bezeichnen. Zur
Erinnerung: 2, 7182 < e < 2,7183.
Fiir x € R setzen wir

Inz := log,x und lgz := log,x.

Die Zahlen In x und lgx werden auch natiirlicher Logarithmus und bindrer
Logarithmus von x genannt.
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Anhang B

Grundlagen zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung

B.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Definition B.1 (Wahrscheinlichkeitsraum).

Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) besteht aus einer endlichen,
nicht-leeren Menge () von Ergebnissen bzw. Elementarereignissen, denen
Wahrscheinlichkeiten P(w) = p,, € R fiir jedes w € § zugeordnet sind, so
dass gilt:

0 < p, < 1, firjedes w € €, und pr = 1.
weN

Beispiel B.2 (2-maliger Miinzwurf).

Wir werfen zwei mal hintereinander eine ,,faire* Miinze, d.h. eine Miinze,
die jeweils mit Wahrscheinlichkeit % auf , Kopf* bzw. auf ,Zahl“ landet! Als
Wahrscheinlichkeitsraum betrachten wir dazu die Menge

QO = {KK, KZ, ZK, ZZ},

wobei z.B. K K fiir das Elementarergeignis steht, dass die Miinze bei beiden
Wiirfen auf ,, Kopf* landet, und ZK fiir das Elementarereignis steht, dass
die Miinze beim ersten Wurf auf ,,Zahl“ und beim zweiten Wurf auf ,, Kopf*
landet. Jedes der 4 moglichen Elementarereignisse hat hier dieselbe

Wahrscheinlichkeit, d.h. fiir jedes w € € ist hier P(w) = 1.

4

"'Wir gehen davon aus, dass das Landen auf ,, Kopf“ bzw. ,,Zahl® die einzigen méglichen
Ergebnisse sind — d.h. es kann nie passieren, dass die Miinze ,,auf dem Rand stehenbleibt .
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Definition B.3 (Ereignisse).
Ein FEreignis ist eine Menge von Ergebnissen, d.h. eine Teilmenge von (2.
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C () ist definiert als

P(4) = > Pw).

weA
Wir schreiben A um das Komplement von A zu bezeichnen, d.h. A := Q\ A.

Anschaulich bedeutet die Aussage ,,Ereignis A tritt ein®, dass wir als
Ergebnis eines Zufallsexperiments ein Elementarereignis w € A erhalten.
Dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit P(A).

Die Aussage ,, Ereignis A tritt nicht ein“ entspricht gerade der Situation, in
der wir als Ergebnis eines Zufallsexperiments ein Elementarereignis w € A
erhalten.

Beispiel B.4. Fiir den in Beispiel B.2 betrachteten
Wahrscheinlichkeitsraum (2 ist z.B.

A = {KK, KZ 7K}

das Ereignis, bei dem bei mindestens einem der beiden Miinzwiirfe die
Miinze auf ,,Kopf* landet. Die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Ereignis

eintritt, ist P(A) = 2.

Entsprechend ist A = {ZZ} das Ereignis, bei dem bei keinem der beiden
Miinzwiirfe die Miinze auf ,, Kopf* landet. Dieses Ereignis tritt mit
Wahrscheinlichkeit P(A) = 1 ein.

Bemerkung B.5 (Regeln zum Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten).
Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass fiir jeden endlichen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) und alle Ereignisse A und B gilt:

P(A) = 1 — P(4),
P(AUuB) = P(A) + P(B) — P(ANnB).

Fiir s € N5y und fiir beliebige Ereignisse Ay, ..., A; C Q gilt:
P(A;U---UA,) < ) P(A).

Hier ist P(A; U--- U Ay) gerade die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
mindestens eins der Ereignisse Ay, ..., A, eintritt, d.h. die
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Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir als Ergebnis des Zufallsexperiments ein
Elementarereignis w € A; U --- U A, erhalten.

Sind die Ereignisse A, ..., A, paarweise disjunkt, d.h. ist 4; N A; =0 fiir
alle 7,7 € {1,...,s} mit ¢ # j, so gilt sogar

B.2 Zufallsvariablen

Definition B.6 (Zufallsvariable).
Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion

X:Q—=R.

Fiir jede Zahl r € R definieren wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Zufallsvariable X den Wert r annimmt, durch

P(X =r) = P(A) fiir das Ereignis A:={weQ : X(w)=r}.

Beispiel B.7 (Miinzwiirfe und Zufallsvariablen).

Fiir eine beliebige, feste Zahl p € [0, 1] haben wir eine Miinze zur
Verfiigung, die mit Wahrscheinlichkeit p auf , Kopf* und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p auf ,,Zahl® féllt. Fiir eine feste Zahl s € N3,
werfen wir s-mal hintereinander die Miinze.

Formal gesehen, betrachten also den Wahrscheinlichkeitsraum (€, P),
dessen Elementarereignisse Worte der Lénge s iiber dem Alphabet {K, Z}
sind, d.h. Q = {K, Z}*. Jedes Elementarereignis w = w; - - - wy € € tritt mit
Wahrscheinlichkeit P(w) := p*(1 — p)*~* ein, wobei k die Anzahl der
Vorkommen des Buchstabens K im Wort w ist.

Fiir jeden Miinzwurf ¢ € {1,..., s} betrachten wir die Zufallsvariable X;,
der wir den Wert 1 zuordnen, falls die Miinze im i-ten Wurf auf ,, Kopf*

gelandet ist, und der wir den Wert 0 zuordnen, falls die Miinze im i-ten

Wurf auf ,Zahl“ gelandet ist. Wir schreiben dafiir kurz

" 1 falls die Miinze im i-ten Wurf auf ,, Kopf* landet
o 0 sonst

und meinen damit die Zufallsvariable X; : 2 — R, bei der fiir jedes
Elementarereignis w € € gilt:
{ 1 falls an der i-ten Position des Worts w der Buchstabe K steht

Xi w) =
@) 0 sonst.
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Offensichtlicherweise gilt fiir jedes i € {1,..., s}, dass
P(X;=1) =p und P(X;=0) = 1—p.

Zusétzlich zu den Zufallsvariablen X7, ..., X, betrachten wir noch eine
weitere Zufallsvariable X, die angeben soll, bei wie vielen der s Miinzwiirfe
die Miinze auf ,,Kopf“ gelandet ist. Wir schreiben dazu kurz

i=1

und meinen damit die Zufallsvariable X : Q — R, bei der fiir jedes
Elementarereignis w €  gilt:?

X(w) = ZXZ.(W).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir jedes k € {0,..., s} gilt:

P(X=k) = () 1-p™"

Dieser Wert gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass bei den s
Miinzwiirfen die Miinze insgesamt genau k-mal auf , Kopf* landet.

B.3 Erwartungswert

Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : 2 — R eine
Zufallsvariable. Da () endlich ist, ist auch das Bild von € unter X, d.h. die
Menge Bild(X) :={X(w) : w € Q} endlich.

Definition B.8 (Erwartungswert einer Zufallsvariablen).
Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : 2 — R eine
Zufallsvariable. Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X ist definiert als

reBild(X)

Anschaulich ist der Erwartungswert der ,zu erwartende Wert, den wir
erhalten, wenn wir das Zufallsexperiment sehr oft wiederholen und den
Durchschnitt der dabei fiir X erhaltenen Werte berechnen.

2Zur Erinnerung: Der Binomialkoeffizient (}) gibt an, wie viele verschiedene k-

elementige Teilmengen eine n-elementige Menge besitzt. Es gilt: (Z) = #’7}6),
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Beispiel B.9 (Erwartungswert beim Wiirfeln).

Wir werfen einen herkémmlichen Wiirfel, d.h. einen Wiirfel, der 6 Seiten
besitzt, die mit den Augenzahlen 1 bis 6 durchnummeriert sind, und bei
dem jede Augenzahl mit der selben Wahrscheinlichkeit gewiirfelt wird.
Sei X die Zufallsvariable, die die gewiirfelte Augenzahl beschreibt. Der
Erwartungswert von X ist

6 6
E(X) = > iP(X=i) = > it = t.8 = I = 35
=1 i=1

Man beachte, dass die Zufallsvariable X? das Quadrat der gewiirfelten
Augenzahl beschreibt. Der Erwartungswert von X? ist

2 = 29 = 1516666 -- - .

6
—1

E(X?) = ZiQ-P(Xzziz) - Zﬁ.p()(:i) = L

7

Insbesondere ist hier
E(X?) # E(X)?

da BE(X)% = (3,5)2 = 12, 25 ist.

Bemerkung B.10 (Linearitidt des Erwartungswerts).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir jeden endlichen

Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P), fiir alle Zufallsvariablen X und Y und fiir
alle Zahlen a € R gilt:

E(aX) = a-E(X) und E(X+Y) = EX)+E®Y).
Daraus folgt, dass fiir alle s € N5y, alle Zufallsvariablen Xj, ..., X, und alle

Zahlen ay,...,as € R gilt:

S

E(ZaX) — 3 4 E(X).

=1 i=1

Beispiel B.11 (Erwartungswert bei Miinzwiirfen).

Wir betrachten wieder das Szenario aus Beispiel B.7, bei dem fiir jedes
i€{l,...,s} die Zufallsvariable X; angibt, ob die Miinze beim i-ten
Miinzwurf auf ,, Kopf“ gelandet ist, und bei dem die Zufallsvariable

X =377 | X, angibt, bei wie vielen der s Miinzwiirfe die Miinze auf
,Kopf* gelandet ist. Fiir jedes ¢ € {1,..., s} hat X; den Erwartungswert

E(X;)) = 0-P(X;=0) + 1.P(X;=1) = P(X,=1) = p.
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Gemaf der Linearitédt des Erwartungswerts ist der Erwartungswert der
Zufallsvariablen X := "7 | daher der Wert

E(X) = ZE<X1) = p-s

Bemerkung B.12. Die in Bemerkung B.10 formulierte Linearitét des
Erwartungswerts besagt, dass Summen und konstante Vielfache aus der
Bildung des Erwartungswerts herausgezogen werden koénnen, so dass

E(;aX> - gai-E(Xi).

Im Gegensatz dazu diirfen wir Produkte i.d.R. nicht einfach aus der
Bildung des Erwartungswerts herausziehen. Z.B. haben wir in Beispiel B.9
eine Situation kennen gelernt, in der

E(X-X) # E(X) E(X)

1st.

B.4 Varianz

Die Varianz ist ein Mafl dafiir, wie weit die tatsdchlichen Werte einer
Zufallsvariablen X vom Erwartungswert E(X) abweichen.

Definition B.13 (Varianz einer Zufallsvariablen).
Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : 2 — R eine
Zufallsvariable. Die Varianz der Zufallsvariablen X ist definiert als

Var(X) = E((X—E(X))2>.

Somit ist die Varianz einer Zufallsvariablen X definiert als der
Erwartungswert des Quadrats der Abweichung von X zum Erwartungswert
von X. Anschaulich ist die Varianz von X also der ,,zu erwartende® Wert,
den wir erhalten, wenn wir das Zufallsexperiment sehr oft wiederholen,
jeweils die Abweichung des fiir X erzielten Werts vom Erwartungswert
E(X) berechnen, und den Durchschnitt der Quadrate dieser Abweichungen
berechnen.

Bemerkung B.14 (Regeln zum Rechnen mit Varianzen).
Fiir jede Zufallsvariable X {iber einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(2, P) und fiir alle Zahlen a,b € R gilt:

Var(X) = BE(X?)-E(X)*> und Var(aX +b) = a*- Var(X).
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Beweis. Es gilt:
Var(X) = E ((X - E(X))2>
= B(X*-2B(X)-X + E(X)?)
Hinearitit - B X2) — 9E(X) - E(X) 4+ E(X)? - E(1)

E(1)=1

= E(X? -EX)%
Unter Verwendung dieser Gleichung erhalten wir:
Var(aX) = E((aX)?) — E(aX)?
Lincaritit 2 X2~ (a- E(X))2
Lincaritat o E(X?) — a? - B(X)?
= o (B(X?) - B(X)?)
= a? - Var(X).
AuBlerdem gilt fiir jede Zufallsvariable Y':

Var(Y +b) = E ((Y tbh— E(Y +b) )2)
—_——
Linegrit'alt E(Y)+b

- B((v-EM)’)
= Var(Y).
Insgesamt erhalten wir daher fiir die Zufallsvariable Y := a X, dass
Var(aX +b) = Var(aX) = a*- Var(X).
O

Beispiel B.15 (Varianz beim Wiirfeln).

Wir betrachten das Szenario aus Beispiel B.9, bei dem die Zufallsvariable X
die beim 1-maligen Werfen eines 6-seitigen Wiirfels erzielte Augenzahl
angibt. Wir wissen bereits, dass der Erwartungswert E(X) = 3,5 = % ist,
und dass der Erwartungswert E(X?) = 2t ist.
Die Varianz von X ist der Wert

Var(X) = E(X?)-E(X)? = 9 (1) = 2%

_ 182147 _ 3 _
= lg2-1r - ® = 2,916666-- - .
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Bemerkung B.16 (Nicht-Linearitét der Varianz).
Anhand der Regel

Var(aX +b) = a*-Var(X)

lésst sich leicht sehen, dass die Varianz i.d.R. nicht linear ist: Beispielsweise
erhalten wir fiir a = 2 und b = 0, dass

Var(X + X) = 4-Var(X) # Var(X)+ Var(X),
falls Var(X) # 0.

B.5 Schranken

In diesem Abschnitt stellen wir drei Werkzeuge bereit, mit deren Hilfe wir
abschétzen konnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit, der Wert einer
Zufallsvariablen X | weit“ vom Erwartungswert E(X) abweicht.

Die Markov-Ungleichung

Satz B.17 (Markov-Ungleichung).

Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : Q@ — Ry eine
Zufallsvariable, die nur Werte > 0 annehmen kann. Fir jede reelle Zahl

a >0 gilt:

B(X)

Beweis. Es gilt:

EX) = Y zPX=u

z€Bild(X)

WV

Z a-P(X=2) = a-P(X=>a)

z€Bild(X)
mitz>a

Bemerkung B.18. Aus der Markov-Ungleichung folgt direkt, dass
P(X > cB(X) < !

fiir jede Zahl ¢ > 0 gilt und fiir jede Zufallsvariable X : Q@ — R.q, die nur
Werte > 0 annehmen kann und deren Erwartungswert > 0 ist.
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Die Tschebyscheff-Ungleichung

Satz B.19 (Tschebyscheff-Ungleichung).
Fiir jeden endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P), fir jede
Zufallsvariable X : Q@ — R und fiir jede reelle Zahl a > 0 gilt:

Var(X)

a?

P(IX-BEX) > a) <
Beweis. Wir betrachten die Zufallsvariable Y := | X — E(X)| und wenden
die Markov-Ungleichung auf die Zufallsvariable Y? an. Wir erhalten:

Markov E(Y?
P|X -EX)|=2a) = PY >a) = PIY?*>d < ( ).

a2

Hierbei gilt:

Folie 64
Die Chernoff-Schranke

Satz B.20 (Chernoff-Schranke).

Sei p eine reelle Zahl mit 0 < p < 1. Wir werfen eine Miinze, die mit
Wahrscheinlichkeit p auf ,Kopf“ und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p auf
LZahl® landet. Nach dem i-ten Miinzwurf setzen wir

X o 1 falls die Miinze beim i-ten Wurf auf ,Kopf“ gefallen ist
71 0 sonst.

Wir machen insgesamt s € Nsy Miinzwiirfe und setzen

X = iX“
i=1

d.h. X gibt an, bei wie vielen der s Minzwirfe die Miinze auf ,Kopf*
gefallen ist. Dann gilt:

(a) Der Erwartungswert von X ist E(X)=p-s.
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(b) Fiir jede reelle Zahl e mit 0 < e <1 ist

2

P(X<(-0)B(X)) < e

(¢) Fiir jede reelle Zahl 5 > 0 ist

P(X> (4 AEX)) < e dmne

(d) Fir jede reelle Zahl e mit 0 < e <1 ist
p (X ¢ (1+ 5)-E(X)) < e,
Hierbei verwenden wir , X ¢ (1 +¢)-E(X)“ als Kurzschreibweise fiir

s X < (I1—¢g)-E(X) oder X > (14¢)-E(X)“

Bewezs.
(a): Dies haben wir bereits in Beispiel B.11 bewiesen.

(b): Wir gehen in zwei Schritten vor:

Schritt 1: Wir zeigen, dass

(&

P(X<(-9BX) < (W)p

Schritt 2: Wir zeigen, dass
(1-6)079) > e=t%,

Durch Kombination der beiden in Schritt 1 und Schritt 2 erzielten
Ungleichungen erhélt man direkt, dass (b) gilt.

Bewets von Schritt 1:

Sei t eine beliebige reelle Zahl > 0 (spéter werden wir fiir ¢ einen konkreten
Wert einsetzen, mit dem wir den Beweis dann abschliefen kénnnen). Da die
Funktion f mit f(z) = e streng monoton fallend ist, gilt:

X < (1—¢)-E(X) = e A S
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Somit ist
P(X <(1—¢) B(X)) = P > ¢t(1-9EX)

Wir betrachten die Zufallsvariable Y := e~ *X. Offensichtlicherweise kann Y
nur Werte > 0 annehmen. Auf Grund der Markov-Ungleichung gilt daher
fiir die Zahl @ := e *1=9BX) > 0. dass

E(Y)

P(Y 2 e—t(l—z—:)E(X)) e
e

Aus Teil (a) wissen wir bereits, dass E(X) = ps ist. Um den Beweis von
Schritt 1 abzuschlieBen, reicht es also, ein t > 0 zu finden, fiir das gilt:

BY) (%)p (B.1)

e—t(l—¢e)ps 1—¢

Dazu berechnen wir den Erwartungswert E(Y").
Esist Y = e ™ mit X =7 | X;. Somit ist

s

S
_ s 1Y X
YzethelzltXZ:HetXL:HY;,
=1

=1

wobei Y; := e fiir jedes i € {1,...,s} ist.

Da die Xy, ..., X, Zufallsvariablen sind, die vollstdndig unabhéngig
voneinander sind (X; hdngt ndmlich nur vom Ergebnis des i-ten Miinzwurfs
ab), sind auch die Zufallsvariablen Y7,...,Y; vollstandig unabhéngig
voneinander. Insbes. gilt fiir alle Werte rq, ..., 7y, dass

P(fur allei € {1,...,s}ist Y; =r;) = [[[_; P(Y; = r;) ist. Man kann sich
leicht davon iiberzeugen, dass daher gilt:

Somit ist also

BY) = [[B0D = []EE™).

Geméf der Definition des Erwartungswerts einer Zufallsvariable gilt fiir
jedes i € {1,...,s}, dass

E(e*tXi) = P(X;=0)-e" +PX;=1)-e"" = (1-p) +p-e™.
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Somit ist
E(eftXi) _ 1—|—p(€7t—1) und EY) = (1 —|—p(e*t_1)>3.

Unser Ziel ist, ein ¢t > 0 zu finden, fiir das (B.1) gilt, d.h. fiir das gilt:

1 ¢ s e ¢ ps
— i (1 +p(e —1)) < <—(1 — 5)(1—8)) .

Wir wahlen dazu
t = —In(l—eg).

Beachte: ¢ > 0,da 0 <1 —¢ < 1ist und da In(x) < 0 fiir alle x mit
0<x<1gilt Fir t:=—1In(1 —¢) gilt:

1 B 1 ps
e—t(1—e)ps - ((1 _ 6)(1—a)>
und
1+ple™=1) = 1—pe.
Um den Beweis von Schritt 1 abzuschlieBen, benutzen wir Folgendes:
Fakt B.21. Fir alle reellen Zahlen x # 0 gilt: e* > 1+ x.

Daraus folgt insbes. fiir x := —pe, dass 1 — pe < e P=.
Insgesamt erhalten wir dadurch fiir ¢t := —In(1 — ¢), dass

e (1) < (ﬁys ()
- (=g9)

Um den Beweis von Schritt 1 abzuschlieen, miissen wir nur noch beweisen,
dass Fakt B.21 gilt.

Beweis von Fakt B.21:

Fiir alle z < —1ist 1 + x < 0, wihrend e¥ > 0 fiir alle y € R ist. Somit gilt
die Aussage des Fakts fiir alle z < —1.

Um die Aussage fiir alle x mit x > —1 zu beweisen, nutzen wir die
Taylor-Entwicklung der e-Funktion, gemafl der fiir alle y € R gilt:

o0 n y2 y3 4
¢ = Y = = l4y+s 4
n=0

| <

&

2 6

S

Daraus folgt direkt, dass die Aussage von Fakt B.21 fiir alle x > 0 gilt.
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Um die Aussage auch fiir alle x mit —1 < 2 < 0 zu beweisen, betrachten wir
x = —z fiir reelle Zahlen z mit 0 < z < 1. Gemé&B Taylor-Entwicklung gilt:

2 3 4

. z z
e = 1_Z+§_E+ﬂ_”'
Wegen 0 < z < 1ist 2™ > z"*! fiir alle n > 1, und daher ist
22 28 2
e (B (B ) e
>0 >0

Somit gilt fiir alle x mit —1 < z < 0, dass e* > 1 + .

Dies beendet den Beweis von Fakt B.21 und somit auch den Beweis von
Schritt 1.

Beweis von Schritt 2:
Da die Funktion In(z) streng monoton wachsend ist, gilt die in Schritt 2 zu
zeigende Ungleichung genau dann, wenn gilt:

(I1—¢)-In(l—¢) > —6—{—%.

Um zu zeigen, dass diese Ungleichung gilt, nutzen wir die
Taylor-Entwicklung des natiirlichen Logarithmus, geméfl der fiir alle z € R
mit 0 < x < 2 gilt:

In(z) = Z %(m — 1)

n=1

Wegen 0 < 1 — ¢ < 1 folgt daraus speziell fiir z := (1 — ¢), dass

o0 n 2 3 4
€ € € €
In(1 — _ = _ P A
n(l—e) ; 7 T YT 3T
Somit ist
o0 n 0 n+1
1—e)-ml-2) = Y - c
n=1 n n=1 n
> e" e
= et Z ( n—1 B E)

> —e+ 5.
Dies beendet den Beweis von Schritt 2 und insgesamt den Beweis von (b).

(c): Wir gehen in drei Schritten vor:
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Schritt 1: Wir zeigen, dass

p (X > (1+ B)~E(X)> < (#ﬁ)(w))p

Schritt 2: Wir zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen 5 mit 0 < g < 1 gilt:

1+pas = °

Schritt 3: Wir zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen 5 mit § > 1 gilt:
e’ o
(1+p)a+s =

1
e3P,

Durch Kombination der beiden in Schritt 1 und Schritt 2 (bzw. Schritt 1
und Schritt 3) erzielten Ungleichungen erhélt man direkt, dass (c) fiir alle 3
mit 0 < 5 <1 (bzw. 8 > 1) gilt.

Beweis von Schritt 1:

Wir gehen #dhnlich wie im Beweis von Schritt 1 in Teil (b) vor.

Sei t eine beliebige Zahl > 0 (spéter werden wir fiir ¢ einen konkreten Wert
einsetzen, mit dem wir den Beweis abschlieen konnen). Da die Funktion f
mit f(x) = e streng monoton steigend ist, gilt:

X > (1+8)-E(X) — et X > tUHAEX)
Somit ist
P(X > (1+08)-E(X)) = P@E¥ > 0HEX)

Wir betrachten die Zufallsvariable Y := e'X, die offensichtlicherweise nur
Werte > 0 annehmen kann. Auf Grund der Markov-Ungleichung gilt daher
fir die Zahl a := e!0THEEX) 5 0 dass

E(Y)

t(1+B)E(X)
Py >e ) S Gmereo

Aus Teil (a) wissen wir bereits, dass E(X) = ps ist. Um den Beweis von
Schritt 1 abzuschlieflen, reicht es also, ein t > 0 zu finden, fiir das gilt:

E(Y) eﬁ ps
et(14+B)E(X) < ((1+5)(1+6)) : (B.2)
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Dazu berechnen wir den Erwartungswert E(Y").
Esist Y = e mit X =37 | X;. Somit ist

S
S . .
NP> SRS »-SES R Heth _ HYZ"
j i=1

wobei Y; := e!¥i fiir jedes i € {1,...,s} ist. Auf Grund des gleichen
Arguments wie im Beweis von Schritt 1 in Teil (b) gilt:

w0 = E([[v) = Iso9 = [[Ee)

Geméif der Definition des Erwartungswerts einer Zufallsvariable gilt fiir
jedes i € {1,...,s}, dass

E(etXi) _ P(Xi — 0) el 0 + P(Xi — 1) . etl — (1 —p) + p- et
Somit ist
Be™) = 1iple-1) wd  E(Y) = (14+p('-1)"

Unser Ziel ist, ein ¢ > 0 zu finden, fir das (B.2) gilt, d.h. fir das gilt:

1 1 ' ] s 6’8 ps
et(1+8)ps ( ol )> = <(1+5)(1+6)> ‘

Wir wahlen dazu
t = In(1+p0).

Beachte: t > 0, da 14 5 > 1 ist und In(z) > 0 fiir alle z > 1 gilt.
Fiir t .= In(1 + 3) gilt:

1 B 1 ps
et(1+8)ps - <(1 + ﬁ)1+ﬂ)
und
L+ple'=1) = 1+pp.

GemifB Fakt B.21 ist 1 + p3 < eP?. Insgesamt erhalten wir dadurch fiir
t:=In(1+ p), dass

e (1+200)” < () ()

B ps
- (@)
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Dies schlief3t den Beweis von Schritt 1 ab.

Bewetis von Schritt 2:

Sei € Rmit 0 < 8 < 1. Es gilt:
N B—(148)In(1+)
(1+p3)0+8 O+ ma+H) '

Somit gilt die Aussage von Schritt 2 gilt genau dann, wenn

B-(1+p)-m(1+8) < -3/,

was wiederum genau dann gilt, wenn

124+ B8 — (148)-m(1+8) < 0

ist. Um zu verstehen, fiir welche Werte 3 dies erfiillt ist, machen wir eine
Kurvendiskussion fiir die Funktion f mit

fl@) = 32?4+ 2—(1+z)n(l+2).
Die ersten beiden Ableitungen von f sind

f'x) =
fx) =

Es ist f”(z) < 0 fiir alle z mit 0 < < %, und f”(z) > 0 fiir alle z mit

x> 1. Somit fAllt f'(x) im Intervall zwischen 0 und 3 ab und steigt im
Intervall zwischen % und 1 wieder an.

Wegen f'(0) =0 und f'(1) < 0ist f'(z) < 0 fur alle x im Intervall [0, 1].
Somit fallt f(z) im Intervall [0, 1] ab. Wegen f(0) = 0 ist also f(z) < 0 fiir
alle x € [0, 1]. Daher gilt die Aussage von Schritt 2 fiir alle 5 mit 0 < 8 < 1.

x—In(1+x)

wWIN wWN

14+a°

Beweis von Schritt 3:
Sei € R mit § > 1. Die Aussage von Schritt 3 gilt genau dann, wenn

B—(1+p) - m(1+5) < —3B,
was wiederum genau dann gilt, wenn
%ﬂ—(l+,@)-1n(1+ﬁ) < 0

ist. Um zu verstehen, fiir welche Werte 3 dies erfiillt ist, machen wir eine
Kurvendiskussion fiir die Funktion f mit

fl) = 3z—(1+2z)n(l+a2).
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Die erste Ableitung von f ist
flz) = 3—-1-In(l4+2) = 3—-In(l+u).

Fiir alle > 1ist In(1+2) > In(2) = 0,6931--- > £. Somit ist f'(z) < 0 fiir
alle x > 1. Daher fillt f(x) auf dem Intervall [1,00) ab. Wegen
f(1)=3%—2In(2) =1,3333--- —1,3862--- < 0 ist also f(x) < 0 fiir alle

x > 1. Daher gilt die Aussage von Schritt 3 fiir alle g mit g > 1.

(d):  Dies folgt leicht aus (b) und (c), indem wir fiir 0 < € < 1 beachten,

dass

min(e,e?) = ¢

iSt, dass
1 2 1 2
-3 €“ - ps < - e - ps

ist, dass die e-Funktion streng monoton wachsend ist und dass fiir beliebige
Ereignisse A und B gilt:

P(Aoder B) < P(A)+P(B).

Dies schliefit den Beweis von Satz B.20 (Chernoff-Schranke) ab. O

B.6 Paarweise Unabhingigkeit
Definition B.22. Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Zwei Ereignisse A und B heilen unabhdngig, wenn gilt:
P(ANnB) = P(A)-P(B).

Fiir jede Zahl s € N3 heiflen die Ereignisse Ay, ..., A
paarweise unabhdngig, wenn fiir alle 4,7 € {1,...,s} mit i # j die
Ereignisse A; und A; unabhéngig voneinander sind.

(b) Zwei Zufallsvariablen X und Y heilen unabhdngig, wenn fiir alle Werte
r,s € R gilt:

PX=rundY =s) = PX=r)-PY=x3).

Fiir jede Zahl s € N3 heiflen die Zufallsvariablen X, ..., X,
paarweise unabhdngig (kurz: pw. unabh.), wenn fir alle 7,5 € {1,...,s}
mit ¢ # j die Zufallsvariablen X; und X; unabhéngig voneinander sind.

Beispiel B.23.
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(a) Wir betrachten das Szenario aus Beispiel B.2, bei dem eine faire Miinze
zwei mal hintereinander geworfen wird.

Sei A; das Ereignis, dass die Miinze beim ersten Wurf auf ,, Zahl“
landet, sei Ay das Ereignis, dass die Miinze beim zweiten Wurf auf
,Kopf“ landet, und sei A3 das Ereignis, dass die Miinze bei beiden
Miinzwiirfen auf der gleichen Seite landet. Also ist

Alz{ZKv ZZ}? AQZ{KKv ZK}a A3:{KK7 ZZ}a
und es gilt

PA) =1, P(A)=1, Pdg)=1.

[\

AuBlerdem gilt
P(AiNAy) = PH{ZK}) =
P(AiN4;s) = P({22}) =
P(A;NA4;s) = PHKK}) =

L L N N

Daher sind die drei Ereignisse A, Ay, A3 paarweise unabhéingig.

Man beachte, dass trotz der paarweisen Unabhéngigkeit die Ereignisse
hier nicht paarweise disjunkt sind. Auflerdem gilt hier

P(A,NAyNAs) # P(A;)-P(Ay)  P(As),

denn A; N Ay N Az = (), d.h. die drei Ereignisse kénnen nicht alle
gleichermaflen eintreten, und daher ist P(A4; N Ay N Az) =0,
wohingegen P(A;) - P(Ay) - P(A3) = § ist.

(b) Entsprechend dem in Teil (a) betrachteten Szenario definieren wir die
Zufallsvariablen Y7, Y3, Y3 wie folgt:

Vo 1 falls die Miinze beim 1. Wurf auf ,Zahl“ landet
Lo 0 sonst
Vo 1 falls die Miinze beim 2. Wurf auf ,, Kopf“ landet
2 0 sonst
1 falls die Miinze bei beiden Wiirfen auf der gleichen Seite landet
Ys = 0 sonst

Somit gilt fiir jedes i € {1,2,3}
P(Yi=1) = PA) = ! wd PH=0) =

2
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Man kann sich leicht davon {iberzeugen, dass die drei Zufallsvariablen
Y1, Ys, Y3 paarweise unabhéngig sind.

Man beachte, dass trotz der paarweisen Unabhéngigkeit die drei
Zufallsvariablen nicht , vollstédndig unabhéngig® voneinander sind.
Beispielsweise gilt

P(Vi=1lund Y;=1und Y5 =0) # P(¥; = 1)}P(Y; = 1)-P(¥; = 0),

daP(Yy=1und Yo =1und Y3 =0) = P({ZK}) =1 ist, wohingegen

4
P(Y; =1)-P(Ya=1)-P(Y3=0) = L ist.

Fiir paarweise unabhdingige Zufallsvariablen gelten fiir Erwartungswert und
Varianz noch die folgenden sehr niitzlichen Regeln.

Satz B.24 (Erwartungswert & Varianz von pw. unabh. Zufallsvariablen).
Sei (Q,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, sei s € Nsy und seien
Xy, ..., X, paarweise unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt:

E(X:- X;) = E(X;)-E(X;)

fir allei,j € {1,...,s} miti#j, und es gilt

Var(iXO = iVar(Xi).

Beweis. Seien i,j € {1,...,s} mit i # j. Wir setzen ¥ := X; und Z := Xj.
Es gilt:

BY)-EZ) = (X wPv=y)( X zPz=2)

yeBild(Y) 2€Bild(Z)
= Y v P =y P(Z=2)

yeBild(Y),

2€Bild(Z)

Laut Voraussetzung sind Y und Z unabhéngig, d.h. es gilt fiir alle Werte
Y,z € R, dass

PY=yund Z=2) = PY=y) P(Z=2).
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Somit ist
E(Y)-E(Z) = Z y-z-P(Y =yund Z = 2)
yEBild(Y),
z€ Bild(Z)
= Z $< Z P(Yzyundez))
z€Bild(Y Z) yEBild(Y),
e

= Y xzPYZ=u)

zE€Bild(Y Z)

— E(YZ).
Wir haben also gezeigt, dass fiir alle 4, j € {1,...,s} mit i # j gilt:
B(X:-X;) = E(X)-B(X;).

Um zu zeigen, dass

Var(z X)) = Z Var(X;)

ist, beachten wir, dass Var(Z) = E(Z?) — E(Z)? fiir jede Zufallsvariable Z
gilt. Speziell fiir

i=1
ist . )
77 o= Y XeX; = ) (X)) 4+ D> XX
ij=1 i=1 ige{lig.é.{s}
mit 1#£7j

Auf Grund der Linearitit des Erwartungswerts gilt daher:

E(Z%) = ZS:E(Xf) + ) E(XX)). (B.3)

i,5€{1,..., s}

Andererseits gilt auf Grund der Linearitidt des Erwartungswerts auch, dass
E(Z) =3;_, E(X;). Somit ist

E(Z)” = ) E(X)E(X)
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Die paarweise Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X, ..., X, liefert uns,
dass E(X;-X;) = E(X;) - E(X;) fur alle i, j € {1,..., s} mit ¢ # j gilt. Somit
ist

BZP - YEXR + Y BXX)  (Bd)

Aus den Gleichungen (B.3) und (B.4) erhalten wir, dass

Var(Z) = E(Z?) - E(Z)?

= ZE(XiQ) - ZE(Xz)Q
= > (BX) - E(x)?)
= ZVar(XZ)
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