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Aufgabe 1: (25 Punkte)
Zeigen Sie, dass in Definition 4.10 (,Reprasentierbarkeit einer Funktion®) die Bedingung (1.2)
bereits aus den Bedingungen (1.1) und (2) folgt, sofern 7" 2O @ ist. D.h.:

Sei T 2 @ eine Menge von FOlo,]-Sétzen, sei k > 1, sei f : N¥ — N eine totale Funktion, und
sei o(x1,...,2k,y) eine FO[oa,]-Formel, so dass gilt:

(1.1) Fir alle my,...,mg,n € Nmit f(mq,...,my) =n gilt: T = o(my,...,my,n).
2) Fur alle mq,...,m; € N gilt:
(2) g

T |= YiVy, <(90(Tn17---77nk791) Np(ma, - i, 1)) = y1=y2>.

Zeigen Sie, dass dann auch Folgendes gilt:
(1.2) Farallemy,...,my,n € Nmit f(mq,...,mg) #n gilt: T = -p(my, ..., myg,n).

Frage: An welcher Stelle benutzt Thr Beweis, dass T' O (@) ist?

Aufgabe 2: (25 Punkte)
Gilt auch die folgende Variante von Godels 1. Unvollstandigkeitssatz?

Jede aa.-Theorie T, fir die gilt
(1) T ist widerspruchsfrei (d.h. erfillbar)

(2) T besitzt ein semi-entscheidbares Aziomensystem und

(3) T2Q

ist unvollstindig (d.h. es gibt einen FO[oa,|-Satz ¢, so dass weder ¢ noch = aus T
folgt).

Falls Thre Antwort ,ja“ ist, so beweisen Sie, dass Sie Recht haben; falls Ihre Antwort ,nein“
ist, so zeigen Sie auf, welche Probleme entstehen, wenn man versucht, den in der Vorlesung
behandelten Beweis von Godels 1. Unvollstandigkeitssatz auf die in dieser Aufgabe formulierte
Variante zu iibertragen.

. auf der Riickseite geht’s weiter!



Aufgabe 3: (25 Punkte)
Eine Signatur o heifit binar, falls jedes Symbol in o ein Relationssymbol der Stelligkeit 2 ist.
Beweisen Sie folgende Version des Satzes von Trakhtenbrot:

Es gibt eine endliche binédre Signatur &, so dass das endliche Erfiillbarkeitsproblem fiir FO[5]
unentscheidbar ist.

Hinweis: Uberlegen Sie sich eine geeignete Représentation beliebiger o-Strukturen durch kan-
tengefiarbte Graphen, repréasentiert durch Strukturen iiber einer geeigneten binaren Signatur &.
Benutzen Sie die in der Vorlesung fiir 0 := 64, := {<, Ry, R., Ry, R1} bewiesene Unentscheid-
barkeit des endlichen Erfullbarkeitsproblems fiir FO[o]-Séatze, um die Unentscheidbarkeit des
endlichen Erfiillbarkeitsproblems fiir FO[6]-Satze zu beweisen.

Aufgabe 4: (25 Punkte)
Beweisen Sie folgende Version des Satzes von Trakhtenbrot:

Sel Ograph = {F} die Signatur, die aus einem zweistelligen Relationssymbol E besteht. Das
endliche Erfillbarkeitsproblem fiir FO[ogapn] ist unentscheidbar.

Hinweis: Verwenden Sie dazu die in Aufgabe |3 bewiesene Aussage. Uberlegen Sie sich eine ge-
eignete Repréasentation von Strukturen tiber einer bindren Signatur o durch gerichtete Graphen
(d.h. oGrapn-Strukturen).



