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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.0:

In diesem Kapitel werden Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele (kurz: EF-Spiele)
eingefiihrt. Diese liefern ein Werkzeug, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dass
bestimmte Anfragen oder Klassen von Strukturen nicht in bestimmten Logiken

definiert werden konnen.
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In diesem Kapitel werden Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele (kurz: EF-Spiele)
eingefiihrt. Diese liefern ein Werkzeug, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dass
bestimmte Anfragen oder Klassen von Strukturen nicht in bestimmten Logiken

definiert werden konnen.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier meistens nur Signaturen, die keine
Funktionssymbole und keine Konstantensymbole enthalten. Solche Signaturen
werden im Folgenden relationale Signaturen genannt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.0:

In diesem Kapitel werden Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele (kurz: EF-Spiele)
eingefiihrt. Diese liefern ein Werkzeug, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dass
bestimmte Anfragen oder Klassen von Strukturen nicht in bestimmten Logiken
definiert werden kdnnen.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier meistens nur Signaturen, die keine
Funktionssymbole und keine Konstantensymbole enthalten. Solche Signaturen
werden im Folgenden relationale Signaturen genannt.

AuBerdem werden wir im Folgenden bei zwei gegebenen Strukturen A und B
immer 0.B.d.A. annehmen, dass ihre Universen disjunkt sind, d.h. AN B = ().
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Abschnitt 3.1:
Das m-Runden EF-Spiel



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Das m-Runden EF-Spiel

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen.
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Das m-Runden EF-Spiel

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen.

Fiir k € N seien a:=ay,...,ax € Aund b := by,..., b, € B Folgen der Linge
k von Elementen aus A bzw. B.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Das m-Runden EF-Spiel

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen.

Fiir k € N seien a:=ay,...,ax € Aund b := by,..., b, € B Folgen der Linge
k von Elementen aus A bzw. B.

Sei me N.

Das m-Runden EF-Spiel auf (A,3) und (B, b)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Das m-Runden EF-Spiel

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen.

Fiir k € N seien a:=ay,...,ax € Aund b := by,..., b, € B Folgen der Linge
k von Elementen aus A bzw. B.

Sei me N.

Das m-Runden EF-Spiel auf (A,3) und (B,b) (bzw. auf A und B, falls k = 0
ist) wird gemaB folgender Spielregeln gespielt:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A, 3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A, 3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A, 3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A,3) und (B, b).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel
Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel
Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel
Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ay.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B
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Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B, das im
Folgenden mit by ; bezeichnet wird.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel
Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).
e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.
In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B, das im
Folgenden mit by; bezeichnet wird.

Beachte: Insbes. kann Spoiler in jeder Runde neu entscheiden, in welcher der
beiden Strukturen er ein Element wihlen méchte.
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Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).
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1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B, das im
Folgenden mit by; bezeichnet wird.

Beachte: Insbes. kann Spoiler in jeder Runde neu entscheiden, in welcher der
beiden Strukturen er ein Element wihlen méchte.

2. Danach antwortet Duplicator mit einem Element aus dem Universum
der anderen Struktur
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Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B, das im
Folgenden mit by; bezeichnet wird.

Beachte: Insbes. kann Spoiler in jeder Runde neu entscheiden, in welcher der
beiden Strukturen er ein Element wihlen méchte.

2. Danach antwortet Duplicator mit einem Element aus dem Universum
der anderen Struktur, d.h. er wahlt ein by, ; € B, falls Spoiler ein
ak+i € A gewdhlt hat
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Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B, das im
Folgenden mit by; bezeichnet wird.

Beachte: Insbes. kann Spoiler in jeder Runde neu entscheiden, in welcher der
beiden Strukturen er ein Element wihlen méchte.

2. Danach antwortet Duplicator mit einem Element aus dem Universum
der anderen Struktur, d.h. er wahlt ein by, ; € B, falls Spoiler ein
axri € A gewihlt hat, bzw. ein Element a,; € A, falls Spoiler ein
bkyi € B gewahlt hat.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel
Spielregeln des m-Runden EF-Spiels auf (A4,3) und (B, b)
e Es gibt 2 Spieler, genannt Spoiler (kurz: Sp) und Duplicator (kurz: Dupl).
e Das Spielbrett besteht aus (A, 3) und (B, b).

e Eine Partie des Spiels besteht aus m Runden.

In jeder Runde i € {1,..., m} geschieht Folgendes:

1. Zunichst wahlt Spoiler entweder ein Element in A, das im Folgenden
mit ax.; bezeichnet wird, oder er wahlt ein Element in B, das im
Folgenden mit by; bezeichnet wird.

Beachte: Insbes. kann Spoiler in jeder Runde neu entscheiden, in welcher der
beiden Strukturen er ein Element wihlen méchte.

2. Danach antwortet Duplicator mit einem Element aus dem Universum
der anderen Struktur, d.h. er wahlt ein by, ; € B, falls Spoiler ein
axri € A gewihlt hat, bzw. ein Element a,; € A, falls Spoiler ein
bkyi € B gewahlt hat.

Nach Runde m ist die Partie beendet und der Gewinner wird wie folgt
ermittelt:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Gewinnbedingung
Duplicator hat gewonnen, falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.
(1) Firalle j,j/ € {1,...,k+m} gilt: aj=ay <= bj=bj.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Gewinnbedingung

Duplicator hat gewonnen, falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(1) Firalle j,j/ € {1,...,k+m} gilt: aj=ay <= bj=bj.
(2) Die Abbildung 7 :{a1,...,akim} — {b1,..., bxrm} mit
m(aj) = b; fiir jedes j € {1,...,k+m}

ist
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Gewinnbedingung
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(1) Firalle j,j/ € {1,...,k+m} gilt: aj=ay <= bj=bj.
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ist ein partieller [somorphismus von A nach B (siehe Definition 3.1).
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Gewinnbedingung

Duplicator hat gewonnen, falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

(1) Firalle j,j/ € {1,...,k+m} gilt: aj=ay <= bj=bj.
(2) Die Abbildung 7 :{a1,...,akim} — {b1,..., bxrm} mit

m(aj) = b;, fir jedes j € {1,..., k+m}

ist ein partieller [somorphismus von A nach B (siehe Definition 3.1).

Spoiler hat gewonnen, falls mindestens eine der beiden obigen Bedingungen
verletzt ist.
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Gewinnbedingung
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Definition 3.1 (partieller Isomorphismus)

Sei o eine relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei X C A. Eine
Abbildung 7 : X — B heiBt partieller Isomorphismus von A nach B, falls gilt:
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Sei o eine relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei X C A. Eine
Abbildung 7 : X — B heiBt partieller Isomorphismus von A nach B, falls gilt:

(1) m ist injektiv und

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitat - HU Berlin Folie 4



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Gewinnbedingung

Duplicator hat gewonnen, falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.
(1) Firalle j,j/ € {1,...,k+m} gilt: aj=ay <= bj=bj.
(2) Die Abbildung 7 :{a1,...,akim} — {b1,..., bxrm} mit

m(aj) = b;, fir jedes j € {1,..., k+m}

ist ein partieller [somorphismus von A nach B (siehe Definition 3.1).

Spoiler hat gewonnen, falls mindestens eine der beiden obigen Bedingungen
verletzt ist.

Definition 3.1 (partieller Isomorphismus)

Sei o eine relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei X C A. Eine
Abbildung 7 : X — B heiBt partieller Isomorphismus von A nach B, falls gilt:

(1) m ist injektiv und
(2) fiir jedes R € o, fiir r := ar(R) und fiir alle (xq,...,x.) € X" gilt:

(x1,..., %) € RA  «— (m(x),...,m(x)) € R5.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Beispiel 3.2
Sei o :={E/2} und sei k:=0.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitat - HU Berlin Folie 5



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Beispiel 3.2
Sei o :={E/2} und sei k:=0.

In den folgenden Darstellungen von Graphen représentiert jede ungerichtete
Kante zwischen Knoten x, y die beiden gerichteten Kanten (x,y) und (y, x).

(a) Betrachte die folgenden beiden Graphen A, .

A

/\ |
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

(b) Betrachte die beiden folgenden Graphen A, B.

A
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Notation 3.3 B
Wir schreiben EF (A, 3, 3, b), um das m-Runden EF-Spiel auf (A,3) und

(B, b) zu bezeichnen.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Notation 3.3 B
Wir schreiben EF (A, 3, 3, b), um das m-Runden EF-Spiel auf (A,3) und

(B, b) zu bezeichnen.

und b sind leer), so schreiben wir kurz EF (A, B) an Stelle
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Die Ziele von Spoiler und Duplicator

Die Gewinnbedingung im EF-Spiel ist so gewahlt, dass die Ziele von Spoiler und
Duplicator anschaulich folgendermaBen beschrieben werden kdnnen:

e Spoilers Ziel ist es,
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Die Ziele von Spoiler und Duplicator

Die Gewinnbedingung im EF-Spiel ist so gewahlt, dass die Ziele von Spoiler und
Duplicator anschaulich folgendermaBen beschrieben werden kdnnen:

e Spoilers Ziel ist es, zu zeigen, dass die beiden Strukturen (A4,3) und (B, b)
verschieden sind.
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Die Ziele von Spoiler und Duplicator

Die Gewinnbedingung im EF-Spiel ist so gewahlt, dass die Ziele von Spoiler und
Duplicator anschaulich folgendermaBen beschrieben werden kdnnen:

e Spoilers Ziel ist es, zu zeigen, dass die beiden Strukturen (A4,3) und (B, b)
verschieden sind.

e Duplicators Ziel ist es,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Die Ziele von Spoiler und Duplicator

Die Gewinnbedingung im EF-Spiel ist so gewahlt, dass die Ziele von Spoiler und
Duplicator anschaulich folgendermaBen beschrieben werden kdnnen:

e Spoilers Ziel ist es, zu zeigen, dass die beiden Strukturen (A4,3) und (B, b)
verschieden sind.

e Duplicators Ziel ist es, einen etwaigen Unterschied zwischen den beiden
Strukturen zu vertuschen.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Gewinnstrategien

Eine Strategie fiir einen der beiden Spieler im m-Runden EF-Spiel auf (A, 3)
und (B, b) ist eine Vorschrift, die ihm sagt, welchen Zug er als Nachstes machen

soll.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Gewinnstrategien

Eine Strategie fiir einen der beiden Spieler im m-Runden EF-Spiel auf (A, 3)
und (B, b) ist eine Vorschrift, die ihm sagt, welchen Zug er als Nachstes machen

soll. Formal:

e Eine Strategie fiir Spoiler ist eine Abbildung
m—1 )
fso : | J(AxB)Y — AUB.
i=0
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Gewinnstrategien

Eine Strategie fiir einen der beiden Spieler im m-Runden EF-Spiel auf (A, 3)
und (B, b) ist eine Vorschrift, die ihm sagt, welchen Zug er als Nachstes machen

soll. Formal:

e Eine Strategie fiir Spoiler ist eine Abbildung

m—1
fso : | J(AxB)Y — AUB.
i=0

Sind agy1, ..., a3kt € Aund bgiq,..., by € B die in den ersten i Runden
gewahlten Elemente, so gibt

fsp(an+1; bty - - s Akris it i)
an, welches Element Spoiler in der (i+1)-ten Runde wéhlen soll.
Folie 9
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

o Eine Strategie fiir Duplicator ist eine Abbildung

m—1
four = |J (AxB) x (AUB) — BUA,
i=0
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

o Eine Strategie fiir Duplicator ist eine Abbildung

m—1
four = |J (AxB) x (AUB) — BUA,
i=0

so dass fiir alle j € {0,...,m—1}, alle agy1,...,a3ks; € A, alle
bkt1,-.., bkti € B und alle ¢xyjr1 € AU B gilt:

Ck+it+1 € A < fDup/(ak+1, bk+1, ceey ki, bk_;,_,‘, Ck+;+1) € B.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

o Eine Strategie fiir Duplicator ist eine Abbildung

m—1
four = |J (AxB) x (AUB) — BUA,
i=0

so dass fiir alle j € {0,...,m—1}, alle agy1,...,a3ks; € A, alle
bkt1,-.., bkti € B und alle ¢xyjr1 € AU B gilt:

Cik+it+1 € A < fDup/(ak+1, bk+1, ceey ki, bk_;,_,‘7 Ck+i+1) € B.

Sind aky1,...,a3k+i € Aund bgi1,..., by € B die in den ersten i Runden
und ist ¢x1ir1 € AU B das von Spoiler in Runde i+1 gewahlte Element, so
gibt

foupi(@k+15 Bkt1, - - 5 @kti, Pitiy Chpit1)

an, welches Element Duplicator in der (i4+1)-ten Runde wéhlen soll.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

o Eine Strategie fiir Duplicator ist eine Abbildung

m—1
four = |J (AxB) x (AUB) — BUA,
i=0

so dass fiir alle j € {0,...,m—1}, alle agy1,...,a3ks; € A, alle
bkt1,-.., bkti € B und alle ¢xyjr1 € AU B gilt:

Cik+it+1 € A < fDup/(ak+1, bk+1, ceey ki, bk_;,_,‘7 Ck+i+1) € B.

Sind aky1,...,a3k+i € Aund bgi1,..., by € B die in den ersten i Runden
und ist ¢x1ir1 € AU B das von Spoiler in Runde i+1 gewahlte Element, so
gibt

foupi(@k+15 Bkt1, - - 5 @kti, Pitiy Chpit1)

an, welches Element Duplicator in der (i4+1)-ten Runde wéhlen soll.

e Eine Gewinnstrategie ist eine Strategie fiir einen der beiden Spieler, mit der
er jede Partie des m-Runden EF-Spiels auf (A,3) und (B, b) gewinnt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Per Induktion nach der Rundenzahl m lasst sich leicht nachweisen, dass stets einer der

beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt:

Satz 3.4

Fiir alle relationalen Signfturen o, alle o-Strukturen A und B, alle k € N, alle
a:=ay,...,ak €A alleb:=bi,...,bc € Aund alle m € N gilt: Genau einer der

beiden Spieler hat eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Per Induktion nach der Rundenzahl m lasst sich leicht nachweisen, dass stets einer der
beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt:

Satz 3.4

Fiir alle relationalen Signaturen o, alle o-Strukturen A und B, alle k € N, alle
a:=ai,...,ak €A alleb:=byi,..., by € Aundalle m €N gilt: Genau einer der
beiden Spieler hat eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b).

Beweis: Ubung. O
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Per Induktion nach der Rundenzahl m lasst sich leicht nachweisen, dass stets einer der
beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt:

Satz 3.4

Fiir alle relationalen Signfturen o, alle o-Strukturen A und B, alle k € N, alle
a:=ay,...,ak €A alleb:=by,...,bc € Aund alle m € N gilt: Genau einer der
beiden Spieler hat eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b).

Beweis: Ubung. O

Definition 3.5
(a) Wir sagen
Spoiler (bzw. Duplicator) gewinnt EF (A, 3, B, b),

falls er eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b) besitzt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Per Induktion nach der Rundenzahl m lasst sich leicht nachweisen, dass stets einer der
beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt:

Satz 3.4

Fiir alle relationalen Signfturen o, alle o-Strukturen A und B, alle k € N, alle
a:=ay,...,ak €A alleb:=by,...,bc € Aund alle m € N gilt: Genau einer der
beiden Spieler hat eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b).

Beweis: Ubung. O
Definition 3.5

(a) Wir sagen
Spoiler (bzw. Duplicator) gewinnt EF (A, 3, B, b),

falls er eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b) besitzt.

(b) Wir schreiben (A,3) ~ (B,b), um auszudriicken, dass Duplicator eine
Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b) besitzt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Per Induktion nach der Rundenzahl m lasst sich leicht nachweisen, dass stets einer der
beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt:

Satz 3.4

Fiir alle relationalen Signfturen o, alle o-Strukturen A und B, alle k € N, alle
a:=ay,...,ak €A alleb:=by,...,bc € Aund alle m € N gilt: Genau einer der
beiden Spieler hat eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b).

Beweis: Ubung. O
Definition 3.5

(a) Wir sagen
Spoiler (bzw. Duplicator) gewinnt EF (A, 3, B, b),
falls er eine Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b) besitzt.
(b) Wir schreiben (A,3) ~, (B,b), um auszudriicken, dass Duplicator eine
Gewinnstrategie im Spiel EF (A, 3, B, b) besitzt.

Ist k=0 (d.h. aund b sind leer), so schreiben wir kurz A ~,, B an Stelle von
(A,3) =m (B, b).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Beispiel 3.6

Betrachte die linearen Ordnungen A = (A, <*) und B = (B, <¥) mit
A=1{1,....8} und B = {1,...,9}, wobei <* und <? die natiirlichen linearen

Ordnungen auf A und B sind.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Beispiel 3.6
Betrachte die linearen Ordnungen A = (A, <*) und B = (B, <¥) mit
A={1,...,8} und B=1{1,...,9}, wobei <A und <8 die natiirlichen linearen

Ordnungen auf A und B sind.

Seien auBerdem k :=2 und 3@ := a;,a> und b := by, b, mit a; = by = 1 und
a, = 8 und b, =9 vorgegeben.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Beispiel 3.6
Betrachte die linearen Ordnungen A = (A, <*) und B = (B, <¥) mit
A=1{1,....8} und B = {1,...,9}, wobei <* und <? die natiirlichen linearen

Ordnungen auf A und B sind.

Seien auBerdem k :=2 und 3@ := a;,a> und b := by, b, mit a; = by = 1 und
a, = 8 und b, =9 vorgegeben.

Frage: Was ist die groBte Zahl m, so dass gilt: (A,3) ~, (B,b) ?
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Dies lasst sich zu folgender Aussage verallgemeinern:

Satz 3.7

Seien A und B endliche lineare Ordnungen,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Dies lasst sich zu folgender Aussage verallgemeinern:

Satz 3.7

Seien A und B endliche lineare Ordnungen, sei k := 2, und sei 3 := a;,a» und
b:= by, by, wobei ay,b; die kleinsten und a, by die groBten Elemente in A
und B beziiglich <* und <8 sind.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Dies lasst sich zu folgender Aussage verallgemeinern:

Satz 3.7

Seien A und B endliche lineare Ordnungen, sei k := 2, und sei 3 := a;,a» und

b:= by, by, wobei ay, b; die kleinsten und ay, b, die gréBten Elemente in A
und B beziiglich <* und <8 sind.

Fiir jedes m € N gilt:
(A,3) = (B,b) <= |Al =|B| oder |A

B| >2m.

N
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Dies lasst sich zu folgender Aussage verallgemeinern:

Satz 3.7

Seien A und B endliche lineare Ordnungen, sei k := 2, und sei 3 := a;,a» und
b:= by, by, wobei ay,b; die kleinsten und a, by die groBten Elemente in A
und B beziiglich <* und <8 sind.

Fiir jedes m € N gilt:
(A,3) =, (B,b) <= |Al =|B| oder |A|,|B|>2".

D.h.: Duplicator hat genau dann eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel
auf (A, 3) und (B, b), wenn die Kardinalitit von A und B gleich ist oder gréBer
ist als 2.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1,..., m}
die folgende Invariante (x); erfiillt ist:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1,..., m}
die folgende Invariante (x); erfiillt ist:

(x);: Sind @241, ...,a824; und bay1,..., byy; diein den Runden 1,... i
gewshlten Elemente in A und B,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1,..., m}
die folgende Invariante (x); erfiillt ist:

(x);: Sind @241, ...,a824; und bay1,..., byy; diein den Runden 1,... i
gewihlten Elemente in A und B, so gilt fiir alle j,j/ € {1,...,2+i}:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1,..., m}
die folgende Invariante (x); erfiillt ist:

(x);: Sind @241, ...,a824; und bay1,..., byy; diein den Runden 1,... i
gewihlten Elemente in A und B, so gilt fiir alle j,j/ € {1,...,2+i}:

1 a g‘A aj bj gB bj/
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1, ..

die folgende Invariante (x); erfiillt ist:

(x);: Sind @241, ...,a824; und bay1,..., byy; diein den Runden 1,... i
gewihlten Elemente in A und B, so gilt fiir alle j,j/ € {1,...,2+i}:
1 a g‘A aj bj gB bj/ und

2. Dist(aj, ajr) = DiSt(bj, bj/)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1,..., m}
die folgende Invariante (x); erfiillt ist:

(x);: Sind @241, ...,a824; und bay1,..., byy; diein den Runden 1,... i
gewihlten Elemente in A und B, so gilt fiir alle j,j/ € {1,...,2+i}:
1 a g‘A aj bj gB bj/ und

2. Dist(aj, aj) = Dist(b;, bj/) oder Dist(a;, aj), Dist(b;, b)) > 2m~".
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

Wir zeigen nun, dass Duplicator so spielen kann, dass fiir jedes i € {0,1,...

die folgende Invariante (x); erfiillt ist:

(x);: Sind @241, ...,a824; und bay1,..., byy; diein den Runden 1,... i

gewihlten Elemente in A und B, so gilt fiir alle j,j/ € {1,...,2+i}:

1 a g‘A aj bj gB bj/ und

2. Dist(aj, aj) = Dist(b;, bj/) oder Dist(a;, aj), Dist(b;, b)) > 2m~".

Der Beweis folgt per Induktion nach /.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

“

w=
Offensichtlich geniigt es, Folgendes zu zeigen:
Falls |A] < |B| und |A] < 2™, so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im
Spiel EF ,,(A, 3, B, b).
Dies kann man beweisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dass
fiir jedes i € {0,1, ..., m} die folgende Invariante (xx); erfiillt ist.

(x);: Sind ax41,...,324; und bat1, ..., boy; diein den Runden 1, ..., i gewahlten

Elemente in A und B,

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 15



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

“

=
Offensichtlich geniigt es, Folgendes zu zeigen:
Falls |A] < |B| und |A] < 2™, so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im
Spiel EF ,,(A, 3, B, b).
Dies kann man beweisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dass
fiir jedes i € {0,1, ..., m} die folgende Invariante (xx); erfiillt ist.

(x);: Sind ax41,...,324; und bat1, ..., boy; diein den Runden 1, ..., i gewahlten
Elemente in A und B, so gibt es j,j' € {1,...,2+i}, so dass gilt:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

“

=
Offensichtlich geniigt es, Folgendes zu zeigen:
Falls |A] < |B| und |A] < 2™, so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im
Spiel EF (A, 3, B, b).
Dies kann man beweisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dass
fiir jedes i € {0,1, ..., m} die folgende Invariante (xx); erfiillt ist.

(x);: Sind ax41,...,324; und bat1, ..., boy; diein den Runden 1, ..., i gewahlten
Elemente in A und B, so gibt es j,j' € {1,...,2+i}, so dass gilt:

1. ( aj <A aj und b; >B b ) oder ( aj >A aj und b; <B b )
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

“

=
Offensichtlich geniigt es, Folgendes zu zeigen:
Falls |A] < |B| und |A] < 2™, so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im
Spiel EF (A, 3, B, b).
Dies kann man beweisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dass
fiir jedes i € {0,1, ..., m} die folgende Invariante (xx); erfiillt ist.

(x);: Sind ax41,...,324; und bat1, ..., boy; diein den Runden 1, ..., i gewahlten
Elemente in A und B, so gibt es j,j' € {1,...,2+i}, so dass gilt:

1. ( aj <A ajr und bJ' 26 bj/ ) oder ( aj 2"4 ajr und bj <B bj/ )
oder

2. Dist(aj,ay) < 2™ und Dist(a;j,a;) < Dist(bj, bj).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.1: Das m-Runden EF-Spiel

“

=
Offensichtlich geniigt es, Folgendes zu zeigen:
Falls |A] < |B| und |A] < 2™, so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im
Spiel EF (A, 3, B, b).
Dies kann man beweisen, indem man zeigt, dass Spoiler so spielen kann, dass

fiir jedes i € {0,1, ..., m} die folgende Invariante (xx); erfiillt ist.

(x);: Sind ax41,...,324; und bat1, ..., boy; diein den Runden 1, ..., i gewahlten
Elemente in A und B, so gibt es j,j' € {1,...,2+i}, so dass gilt:

1. ( aj <A ajr und bj 26 bj/ ) oder ( aj 2"4 ajr und bj <B bj/ )
oder

2. Dist(aj,ay) < 2™ und Dist(a;j,a;) < Dist(bj, bj).
Details: Ubung.
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Abschnitt 3.2:
Der Satz von Ehrenfeucht



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass ein enger Zusammenhang zwischen
EF-Spielen und der Ausdrucksstarke der Logik erster Stufe besteht. Zur
Formulierung dieses Zusammenhangs ist der folgende Begriff der m-Aquivalenz
niitzlich.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass ein enger Zusammenhang zwischen
EF-Spielen und der Ausdrucksstarke der Logik erster Stufe besteht. Zur
Formulierung dieses Zusammenhangs ist der folgende Begriff der m-Aquivalenz
niitzlich.

Zur Erinnerung:

Die Quantorentiefe bzw. der Quantorenrang qr() einer Formel ¢ ist die
maximale Anzahl von ineinander geschachtelten Quantoren, die in ¢
vorkommen.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Die m-Aquivalenz zweier Strukturen (kurz: A =, B)
Definition 3.8
Sei o eine Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen und sei m € N.

(a) A und B heiBen m-dquivalent (kurz: A =, B), falls
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Die m-Aquivalenz zweier Strukturen (kurz: A =, B)

Definition 3.8

Sei o eine Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen und sei m € N.

(a) A und B heiBen m-dquivalent (kurz: A =, BB), falls sie die gleichen FO[o]-Satze
der Quantorentiefe < m erfiillen, d.h. falls fiir alle FO[o]-S&tze ¢ mit qr(p) < m

gilt:
AE ¢ <= BE .
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Die m-Aquivalenz zweier Strukturen (kurz: A =, B)
Definition 3.8

Sei o eine Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen und sei m € N.

(a) A und B heiBen m-dquivalent (kurz: A =, BB), falls sie die gleichen FO[o]-Satze
der Quantorentiefe < m erfiillen, d.h. falls fiir alle FO[o]-S&tze ¢ mit qr(p) < m
gilt:

AE ¢ <= BE .

(b) Allgemein schreiben wir fiir k € N und Elemente 3 := aj,...,ax € A und
E::bl,..,,kaB B
(A,3) = (B,b)

und sagen, dass (A, 3) und (B,b) m-iquivalent sind, falls fiir alle FO[o]-Formeln
© mit hdchstens k freien Variablen und mit Quantorentiefe qr(¢) < m gilt:

AE olal <= B ¢
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht
Die m-Aquivalenz zweier Strukturen (kurz: A =, B)
Definition 3.8

Sei o eine Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen und sei m € N.

(a) A und B heiBen m-dquivalent (kurz: A =, BB), falls sie die gleichen FO[o]-Satze
der Quantorentiefe < m erfiillen, d.h. falls fiir alle FO[o]-S&tze ¢ mit qr(p) < m
gilt:

AE ¢ <= BE .

(b) Allgemein schreiben wir fiir k € N und Elemente 2 := a1,...,ax € A und
b:=bi,...,bk € B B
(A,3) =m (B,b)

und sagen, dass (A, 3) und (B,b) m-iquivalent sind, falls fiir alle FO[o]-Formeln
© mit hdchstens k freien Variablen und mit Quantorentiefe qr(¢) < m gilt:

AE olal <= B ¢

Anschaulich bedeutet (A,3) =n (B,b) also, dass (A,3) und (B, b) sich durch
FO-Formeln der Quantorentiefe < m nicht unterscheiden lassen
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht
Die m-Aquivalenz zweier Strukturen (kurz: A =, B)
Definition 3.8

Sei o eine Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen und sei m € N.

(a) A und B heiBen m-dquivalent (kurz: A =, BB), falls sie die gleichen FO[o]-Satze
der Quantorentiefe < m erfiillen, d.h. falls fiir alle FO[o]-S&tze ¢ mit qr(p) < m
gilt:

AE ¢ <= BE .

(b) Allgemein schreiben wir fiir k € N und Elemente 2 := a1,...,ax € A und
b:=b,....,bk€B B
(A,3) =m (B,b)
und sagen, dass (A, 3) und (B,b) m-iquivalent sind, falls fiir alle FO[o]-Formeln
© mit hdchstens k freien Variablen und mit Quantorentiefe qr(¢) < m gilt:

AE olal <= B ¢

Anschaulich bedeutet (A,3) =n (B,b) also, dass (A,3) und (B, b) sich durch
FO-Formeln der Quantorentiefe < m nicht unterscheiden lassen (d.h., sie sehen aus
Sicht dieser Formeln identisch aus).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)
Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=ay,...,ak €A und b= by,..., b, € B.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 18



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=ay,...,ak €A und b= by,...,b € B. Dann gilt:

(A3)~m (BB) e  (A3)=n(B,D).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=a1,...,ak €A und b=by,...,bx € B. Dann gilt:

(A3)~m (BB) e  (A3)=n(B,D).

D.h.: Duplicator hat genau dann eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel
auf (A,3) und (B, b), wenn

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 18



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=a1,...,ak €A und b=by,...,bx € B. Dann gilt:

(A,3) ~m (B,B) <  (A,3)=n(B,D).

D.h.: Duplicator hat genau dann eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel
auf (A,3) und (B, b), wenn (A,3) und (B, b) nicht durch FO[o]-Formeln der
Quantorentiefe < m unterschieden werden konnen.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=a1,...,ak €A und b=by,...,bx € B. Dann gilt:

(A,3) =, (B, b) = (A,3) =, (B, b).
D.h.: Duplicator hat genau dann eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel
auf (A,3) und (B, b), wenn (A,3) und (B, b) nicht durch FO[o]-Formeln der

Quantorentiefe < m unterschieden werden konnen.

Umgekehrt heiBt dies: Spoiler hat genau dann eine Gewinnstrategie im
m-Runden EF-Spiel auf (A, 3) und (B, b), wenn
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=a1,...,ak €A und b=by,...,bx € B. Dann gilt:

(A,3) ~m (B,B) <  (A,3)=n(B,D).

D.h.: Duplicator hat genau dann eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel
auf (A,3) und (B, b), wenn (A,3) und (B, b) nicht durch FO[o]-Formeln der
Quantorentiefe < m unterschieden werden konnen.

Umgekehrt heiBt dies: Spoiler hat genau dann eine Gewinnstrategie im
m-Runden EF-Spiel auf (A,3) und (B, b), wenn es eine FO[o]-Formel der
Quantorentiefe < m gibt, die in (A4, 3) gilt, aber nicht in (B, b).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Der Satz von Ehrenfeucht

Theorem 3.9 (Der Satz von Ehrenfeucht)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A, B zwei o-Strukturen, sei
meN,seikeN,sei a=a1,...,ak €A und b=by,...,bx € B. Dann gilt:

(A,3) ~m (B,B) <  (A,3)=n(B,D).

D.h.: Duplicator hat genau dann eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel
auf (A,3) und (B, b), wenn (A,3) und (B, b) nicht durch FO[o]-Formeln der
Quantorentiefe < m unterschieden werden konnen.

Umgekehrt heiBt dies: Spoiler hat genau dann eine Gewinnstrategie im
m-Runden EF-Spiel auf (A,3) und (B, b), wenn es eine FO[o]-Formel der
Quantorentiefe < m gibt, die in (A4, 3) gilt, aber nicht in (B, b).

Wir werden den Satz von Ehrenfeucht durch eine Folge von Hilfssitzen
beweisen. Vorher betrachten wir jedoch kurz eine Anwendung des Satzes von
Ehrenfeucht.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Eine Anwendung des Satzes von Ehrenfeucht

Aus der Richtung ,=—" des Satzes von Ehrenfeucht (Theorem 3.9) und der
Richtung ,<=" von Satz 3.7 (Gewinnstrategie auf linearen Ordnungen) folgt

direkt:

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 19



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Eine Anwendung des Satzes von Ehrenfeucht

Aus der Richtung ,=—" des Satzes von Ehrenfeucht (Theorem 3.9) und der
Richtung ,<=" von Satz 3.7 (Gewinnstrategie auf linearen Ordnungen) folgt
direkt:

Satz 3.10 (Endliche lineare Ordnungen gerader Kardinalitat)

Es gibt keinen FO[<]-Satz 1), so dass fiir alle endlichen linearen Ordnungen B
gilt: BE1vY <= |B| ist gerade.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,==" des Satzes von Ehrenfeucht

Die Richtung ,,—" folgt direkt aus dem nichsten Satz, dessen Aussage die
Kontraposition der Richtung , =" von Theorem 3.9 darstellt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,==" des Satzes von Ehrenfeucht

Die Richtung ,,—" folgt direkt aus dem nichsten Satz, dessen Aussage die
Kontraposition der Richtung , =" von Theorem 3.9 darstellt.

Satz 3.11

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,==" des Satzes von Ehrenfeucht

Die Richtung ,,—" folgt direkt aus dem nichsten Satz, dessen Aussage die
Kontraposition der Richtung , =" von Theorem 3.9 darstellt.

Satz 3.11

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen, sei m € N,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,==" des Satzes von Ehrenfeucht

Die Richtung ,,—" folgt direkt aus dem nichsten Satz, dessen Aussage die
Kontraposition der Richtung , =" von Theorem 3.9 darstellt.

Satz 3.11

Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen, sei m € N, sei
keN,sei a=ay,...,ak € A undsei b=>by,...,bx €B.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,—" des Satzes von Ehrenfeucht

Die Richtung ,,—" folgt direkt aus dem nichsten Satz, dessen Aussage die
Kontraposition der Richtung , =" von Theorem 3.9 darstellt.

Satz 3.11
Sei o eine relationale Signatur und seien A, B zwei o-Strukturen, sei m € N, sei
keN,sei a=ay,...,ak € A undsei b=>by,...,bx €B.

Falls es eine FO[o]-Formel p(x1, . ... xx) mit frei(¢) C {x1,...,xx} und
ar(¢) < m gibt, so dass

A ‘: @[al,...,ak] und B % (,D[bl,...,bk],

so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel auf (A,a) und (B, b).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweisidee:
Zuniachst illustrieren wir die Beweisidee an einem Beispiel. Betrachte dazu die
Formel

@ = dxVx (x1:><2 vV E(x1,x2) )

und die beiden Graphen A, B aus Beispiel 3.2(a).

A

/\ |

Esgilt: AE ¢ und B~ ¢, dh. BE —p.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht
Beweis von Satz 3.11:
Per Induktion tiber den Aufbau von Formeln.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle

FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle

FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:

Fiir alle m,k € N, alle a=a;,...,ax € A und alle

b=by,...,b € B gilt:
Falls qr(¢) < m
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle

FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:

Fiir alle m,k € N, alle 3= ay,...,ax € A und alle
b—by,... b€ B gilt:

Falls qr(p) < m und |frei(p)| < k
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle

FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:

Fiir alle m,k € N, alle a=a;,...,ax € A und alle

b=by,...,b € B gilt:
Falls qr(¢) < m und |frei(¢)| < k und

A = pla,...,a] <= B ¥ ¢lbi,.... b,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:
Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle
FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:

Fiir alle m,k € N, alle a=a1,...,ak € A und alle
b=bi,....,bx € B gilt:
Falls qr(¢) < m und |frei(¢)| < k und

A = pla,...,a] <= B ¥ ¢lbi,.... b,

so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel auf (A4, 3)
und (B, b).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:

Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle
FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:

Fiir alle m,k € N, alle a=a1,...,ak € A und alle
b=bi,....,bx € B gilt:
Falls qr(¢) < m und |frei(¢)| < k und

A = pla,...,a] <= B ¥ ¢lbi,.... b,

so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel auf (A4, 3)
und (B, b).

Um A(yp) fiir eine gegebene Formel ¢ zu beweisen, seien im Folgenden
mkeN, a=a;,...,ak €A und b=bs,...,bx € B beliebig gewihlt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis von Satz 3.11:

Per Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Es seien eine relationale Signatur
o und zwei o-Strukturen A und B gegeben. Die Aussage A(y), die wir fiir alle
FO[o]-Formeln ¢ beweisen wollen, besagt Folgendes:

Fiir alle m,k € N, alle a=a1,...,ak € A und alle
b=bi,....,bx € B gilt:
Falls qr(¢) < m und |frei(p)| < k und

A = pla,...,a] <= B ¥ ¢lbi,.... b,

so hat Spoiler eine Gewinnstrategie im m-Runden EF-Spiel auf (A4, 3)
und (B, b).

Um A(yp) fiir eine gegebene Formel ¢ zu beweisen, seien im Folgenden
mkeN, a=a;,...,ak €A und b=bs,...,bx € B beliebig gewihlt.
Es geniigt, den Fall zu betrachten, in dem gilt:

() m=ar(p), k= |frei(p)] und AR pla] <= B plb],

denn andernfalls muss gemiB der Formulierung von A(y) nichts gezeigt werden.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" des Satzes von Ehrenfeucht

Zum Beweis der Richtung ,,<=" von Theorem 3.9 nutzen wir die wie folgt
definierten Hintikka-Formeln.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<=" des Satzes von Ehrenfeucht

Zum Beweis der Richtung ,,<=" von Theorem 3.9 nutzen wir die wie folgt
definierten Hintikka-Formeln.

Definition 3.12 (Hintikka-Formeln)

Sei o eine endliche relationale Signatur, sei A eine o-Struktur, sei k € N, sei
a:=a,...,ak € A eine Folge von Elementen aus A und sei X := xi,..., Xk €ine
Folge von k verschiedenen FO-Variablen.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<=" des Satzes von Ehrenfeucht

Zum Beweis der Richtung ,,<=" von Theorem 3.9 nutzen wir die wie folgt
definierten Hintikka-Formeln.

Definition 3.12 (Hintikka-Formeln)

Sei o eine endliche relationale Signatur, sei A eine o-Struktur, sei k € N, sei
a:=a,...,ak € A eine Folge von Elementen aus A und sei X := xi,..., Xk €ine
Folge von k verschiedenen FO-Variablen.

Wir definieren rekursiv fiir jedes m € N eine Formel ¢} (%), die wir als
m-Hintikka-Formel (bzw. m-Isomorphietyp) von @ in A bezeichnen, wie folgt:

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 23



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

o % 5(xX) ist die Konjunktion aller Formeln 1, fiir die gilt:
1) ist eine atomare oder eine negierte atomare FO[o]-Formel mit

frei(y)) C {x1,...,x}, so dass A = ¢[3].
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

o % 5(xX) ist die Konjunktion aller Formeln 1, fiir die gilt:
1) ist eine atomare oder eine negierte atomare FO[o]-Formel mit

frei(y)) C {x1,...,x}, so dass A = ¢[3].

Beachte: Da o endlich ist, gibt es nur endlich viele solche Formeln .
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

o % 5(xX) ist die Konjunktion aller Formeln 1, fiir die gilt:
1) ist eine atomare oder eine negierte atomare FO[o]-Formel mit

frei(y)) C {x1,...,x}, so dass A = ¢[3].

Beachte: Da o endlich ist, gibt es nur endlich viele solche Formeln .

e Fiir m > 0 setzen wir
m — L m—1 (— , om—1 (—
Yhs(x) = ( /\ Ixkr1 0 5.0 (X, Xk1) > A Xkt \/ O (X Xr1) -
a’eA a’eA
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

o % 5(xX) ist die Konjunktion aller Formeln 1, fiir die gilt:
1) ist eine atomare oder eine negierte atomare FO[o]-Formel mit

frei(y)) C {x1,...,x}, so dass A = ¢[3].

Beachte: Da o endlich ist, gibt es nur endlich viele solche Formeln .

e Fiir m > 0 setzen wir
Wha® = (A Ben o Foxe) ) A Wan @ Roxe).
a’eA a’eA

e . —1 .
Prizise ist mit /\ Ixier1 @4 5 (X, Xes1) gemeint, dass
a’eA
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

o % 5(xX) ist die Konjunktion aller Formeln 1, fiir die gilt:
1) ist eine atomare oder eine negierte atomare FO[o]-Formel mit

frei(y)) C {x1,...,x}, so dass A = ¢[3].

Beachte: Da o endlich ist, gibt es nur endlich viele solche Formeln .

e Fiir m > 0 setzen wir

Wha® = (A Ben o Foxe) ) A Wan @ Roxe).

a’eA a’eA

Prizise ist mit /\ Ixpr1 ‘P:X,;a/ (X, xk4+1) gemeint, dass wir fiir die Menge
a’eA

M :={3xks1 9% 50 (X, x11) : & € A} die Konjunktion bilden, in der jede

Formel aus M genau einmal vorkommt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

o % 5(xX) ist die Konjunktion aller Formeln 1, fiir die gilt:
1) ist eine atomare oder eine negierte atomare FO[o]-Formel mit

frei(y)) C {x1,...,x}, so dass A = ¢[3].

Beachte: Da o endlich ist, gibt es nur endlich viele solche Formeln .

e Fiir m > 0 setzen wir

Wha® = (A Ben o Foxe) ) A Wan @ Roxe).

a’eA a’eA

Prizise ist mit /\ Ixpr1 ‘P:X,;a/ (X, xk4+1) gemeint, dass wir fiir die Menge
a’eA
M = {Ixk41 cpz;a,(i, xk+1) : a € A} die Konjunktion bilden, in der jede
Formel aus M genau einmal vorkommt.
Analoges gilt auch fiir \/ wz;a, (X, Xit1)-
a’eA
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13

(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3a:=a;,...,ak €A }

endlich.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht
Bemerkung 3.13
(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3a:=a;,...,ak €A }

endlich.
Fiir m = 0 gilt das, da
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13
(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }

endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13
(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge
m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }
endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.

Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13

(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }
endlich.
Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.

Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’eA a'eA
Formeln enthilt.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 25



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13

(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }
endlich.
Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.

Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’eA a'eA
Formeln enthilt.

Wir kénnen daher die m-Hintikka-Formel ¢} 5 als FO[o]-Formel auffassen.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13
(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }

endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.
Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’eA a'eA
Formeln enthilt.

Wir kénnen daher die m-Hintikka-Formel ¢} 5 als FO[o]-Formel auffassen.

(b) Die m-Hintikka-Formel 7 5 hat die Quantorentiefe
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13
(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }

endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.
Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’eA a'eA
Formeln enthilt.

Wir kénnen daher die m-Hintikka-Formel ¢} 5 als FO[o]-Formel auffassen.

(b) Die m-Hintikka-Formel (7 5 hat die Quantorentiefe m,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13
(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }

endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.
Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’eA a'eA
Formeln enthilt.

Wir kénnen daher die m-Hintikka-Formel ¢} 5 als FO[o]-Formel auffassen.

(b) Die m-Hintikka-Formel 7 5 hat die Quantorentiefe m, und es gilt: A = ¢’} 5[a].
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13

(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

(b)

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }

endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.

Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’eA a'eA
Formeln enthilt.

Wir kénnen daher die m-Hintikka-Formel ¢} 5 als FO[o]-Formel auffassen.

Die m-Hintikka-Formel ¢’} 5 hat die Quantorentiefe m, und es gilt: A |= ¢} ;5[a].
Dies folgt leicht per Induktion nach m.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Bemerkung 3.13

(a) Fiir alle endlichen relationalen Signaturen o und alle k, m € N ist die Menge

(b)

(c)

m-Typen, [o] = { ¢43(X) : Aist eine o-Struktur
und 3:=ay,...,ac €A }

endlich.

Fiir m = 0 gilt das, da es nur endlich viele verschiedene atomare FO[o]-Formeln
liber den Variablen xi, ..., xx gibt.

Fiir m > 0 folgt die Endlichkeit dann per Induktion.

Insbes. folgt dadurch, dass auch fiir unendliche Strukturen A und m > 0 die

Konjunktion /\ und die Disjunktion \/ jeweils nur endlich viele verschiedene
a’cA a’eA

Formeln enthilt.

Wir kénnen daher die m-Hintikka-Formel ¢} 5 als FO[o]-Formel auffassen.

Die m-Hintikka-Formel ¢’} 5 hat die Quantorentiefe m, und es gilt: A |= ¢} ;5[a].
Dies folgt leicht per Induktion nach m.

In der Definition der m-Hintikka-Formeln ist k = 0 erlaubt. Die m-Hintikka-Formel
ist dann ein FO[o]-Satz ¢’} der Quantorentiefe m, fiir den gilt: A = ¢4.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Die fiir den Beweis der Richtung ,,<=" von Theorem 3.9 zentrale Beobachtung
wird im folgenden Satz zusammengefasst.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Die fiir den Beweis der Richtung ,,<=" von Theorem 3.9 zentrale Beobachtung
wird im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.14 (Hintikka—FormeIn beschreiben Gewinnstrategien fiir Duplicator)

Sei o eine endliche relationale Signatur, seierl A und B zwei o-Strukturen, seien
k,me N und seiena:=ay,...,ax € Aund b:= by,...,bx € B. Dann gilt:

(A.3) ~m (BB) = B | o706
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" von Theorem 3.9:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" von Theorem 3.9:

GemiB Voraussetzung gilt (A,3) =, (B, b), d.h.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" von Theorem 3.9:

GemiB Voraussetzung gilt (A,3) =, (B, b), d.h. (A, 3) und (B, b) erfiillen
dieselben FO[o]-Formeln der Quantorentiefe < m.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" von Theorem 3.9:

GemiB Voraussetzung gilt (A,3) =, (B, b), d.h. (A, 3) und (B, b) erfiillen
dieselben FO[o]-Formeln der Quantorentiefe < m.

Da die m-Hintikka-Formel goﬂj(?) die Quantorentiefe m hat, und da
A = ¢ 5[3] gilt (siehe Bemerkung 3.13), gilt auch
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" von Theorem 3.9:

GemiB Voraussetzung gilt (A,3) =, (B, b), d.h. (A, 3) und (B, b) erfiillen
dieselben FO[o]-Formeln der Quantorentiefe < m.

Da die m-Hintikka-Formel goﬂj(?) die Quantorentiefe m hat, und da
A l= 7 5[a] gilt (siehe Bemerkung 3.13), gilt auch B |= ¢7 ,[b].
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Beweis der Richtung ,,<—=" von Theorem 3.9:

GemiB Voraussetzung gilt (A,3) =, (B, b), d.h. (A, 3) und (B, b) erfiillen
dieselben FO[o]-Formeln der Quantorentiefe < m.

Da die m-Hintikka-Formel goﬂj(?) die Quantorentiefe m hat, und da
A l= 7 5[a] gilt (siehe Bemerkung 3.13), gilt auch B |= ¢7 ,[b].

GemiB der Richtung ,,<=" von Satz 3.14 gilt also (A,3) ~, (B, b). O
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Zusammenfassung

Theorem 3.9 und Satz 3.14 besagen zusammen:

Korollar 3.15
Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen, seien
k,me N und seiena:=a;,...,ax € Aund b:= by,...,bx € B. Dann gilt:

(A4,3) = (B.D)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Zusammenfassung

Theorem 3.9 und Satz 3.14 besagen zusammen:

Korollar 3.15
Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen, seien
k,me N und seiena:=a;,...,ax € Aund b:= by,...,bx € B. Dann gilt:

(A,3) =m (B,D) <= (A,3)~m(B,D)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Zusammenfassung

Theorem 3.9 und Satz 3.14 besagen zusammen:

Korollar 3.15
Sei o eine endliche relationale Signatur, seien A und B zwei o-Strukturen, seien
k,me N und seiena:=a;,...,ax € Aund b:= by,...,bx € B. Dann gilt:

(A,3)=m (B,b) <= (A3)~m(B,b) <= B yislbl.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Zusammen mit Bemerkung 3.13 folgt dann insbesondere, dass es fiir jede
endliche relationale Signatur o bis auf logische Aquivalenz fiir jedes m € N nur
endlich viele verschiedene FO[o]-Sitze der Quantorentiefe < m gibt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Zusammen mit Bemerkung 3.13 folgt dann insbesondere, dass es fiir jede
endliche relationale Signatur o bis auf logische Aquivalenz fiir jedes m € N nur
endlich viele verschiedene FO[o]-Sitze der Quantorentiefe < m gibt. Genauer:

Korollar 3.16
Fiir jede endliche relationale Signatur o und alle k,m € N gilt:

(a) Die Relation =,, besitzt nur endlich viele Aquivalenzklassen auf der Klasse
{(A,3) : A ist eine o-Struktur und 3a:= ay,...,ax €A }.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.2: Der Satz von Ehrenfeucht

Zusammen mit Bemerkung 3.13 folgt dann insbesondere, dass es fiir jede
endliche relationale Signatur o bis auf logische Aquivalenz fiir jedes m € N nur
endlich viele verschiedene FO[o]-Sitze der Quantorentiefe < m gibt. Genauer:

Korollar 3.16
Fiir jede endliche relationale Signatur o und alle k,m € N gilt:

(a) Die Relation =,, besitzt nur endlich viele Aquivalenzklassen auf der Klasse
{(A,3) : A ist eine o-Struktur und 3a:= ay,...,ax €A }.

(b) Bis auf logische Aquivalenz gibt es nur endlich viele verschiedene
FO[o]-Formeln mit < k freien Variablen und Quantorentiefe < m.
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Abschnitt 3.3:

Kompositionslemmata



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Unter gewissen Umstdnden ist es moglich, Gewinnstrategien fiir Duplicator auf
»kleinen* Strukturen zu Gewinnstrategien fiir Duplicator auf gréBeren
Strukturen zusammenzusetzen. Die folgenden Kompositionslemmata fassen
einige einfache Situationen zusammen, in denen dies moglich ist.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Vereinigung disjunkter
Strukturen

Notation 3.17
Sei o eine relationale Signatur.
Zwei o-Strukturen A und B heiBen disjunkt, falls ihre Universen disjunkt sind.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Vereinigung disjunkter
Strukturen

Notation 3.17

Sei o eine relationale Signatur.

Zwei o-Strukturen A und B heiBen disjunkt, falls ihre Universen disjunkt sind.
Fiir disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A LI 3, um die o-Struktur
mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol R € ¢ mit
RA U RB interpretiert wird.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata
Kompositionslemma fiir die Vereinigung disjunkter
Strukturen

Notation 3.17

Sei o eine relationale Signatur.

Zwei o-Strukturen A und B heiBen disjunkt, falls ihre Universen disjunkt sind.
Fiir disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A LI 3, um die o-Struktur
mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol R € ¢ mit
RA U RB interpretiert wird. Wir sagen auch: A LI B ist die disjunkte
Vereinigung von A und B.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Vereinigung disjunkter
Strukturen

Notation 3.17

Sei o eine relationale Signatur.

Zwei o-Strukturen A und B heiBen disjunkt, falls ihre Universen disjunkt sind.
Fiir disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A LI 3, um die o-Struktur
mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol R € ¢ mit
RA U RB interpretiert wird. Wir sagen auch: A LI B ist die disjunkte
Vereinigung von A und B.

Lemma 3.18
Sei o eine relationale Signatur, seien Ay, A> zwei disjunkte o-Strukturen und
seien By, By zwei disjunkte o-Strukturen. Fiir jedes m € N gilt:

Ai =, By und Ay ~,, B> — A1U Ay ~, By UBs.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Vereinigung disjunkter
Strukturen

Notation 3.17

Sei o eine relationale Signatur.

Zwei o-Strukturen A und B heiBen disjunkt, falls ihre Universen disjunkt sind.
Fiir disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A LI 3, um die o-Struktur
mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol R € ¢ mit
RA U RB interpretiert wird. Wir sagen auch: A LI B ist die disjunkte
Vereinigung von A und B.

Lemma 3.18
Sei o eine relationale Signatur, seien Ay, A> zwei disjunkte o-Strukturen und
seien By, By zwei disjunkte o-Strukturen. Fiir jedes m € N gilt:

Ai =, By und Ay ~,, B> — A1U Ay ~, By UBs.

Beweis.
Ubung. O
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.19

Die Signatur o := {R, B} bestehe aus zwei einstelligen Relationssymbolen R
(fiir ,,rote Knoten") und B (fiir , blaue Knoten").
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.19

Die Signatur o := {R, B} bestehe aus zwei einstelligen Relationssymbolen R
(fiir ,,rote Knoten") und B (fiir , blaue Knoten").

Fiir k, £ € N sei Ay ¢ eine o-Struktur, die aus k roten und ¢ blauen Knoten
besteht, d.h. A ¢ ist die disjunkte Vereinigung der k-elementigen Menge RAx

und der /-elementigen Menge B¢,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.19

Die Signatur o := {R, B} bestehe aus zwei einstelligen Relationssymbolen R
(fiir ,,rote Knoten") und B (fiir , blaue Knoten").

Fiir k, £ € N sei Ay ¢ eine o-Struktur, die aus k roten und ¢ blauen Knoten
besteht, d.h. A ¢ ist die disjunkte Vereinigung der k-elementigen Menge RAx
und der /-elementigen Menge B4

Firr alle Zahlen kq, ¢4, ko, ¢2 € N und alle m € N gilt:

(klzkg oder k17k2>m)
und - Akl,fl ~m .Akz,ez-
(flzgz oder 61,€2>m)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.19

Die Signatur o := {R, B} bestehe aus zwei einstelligen Relationssymbolen R
(fiir ,,rote Knoten") und B (fiir , blaue Knoten").

Fiir k, £ € N sei Ay ¢ eine o-Struktur, die aus k roten und ¢ blauen Knoten
besteht, d.h. A ¢ ist die disjunkte Vereinigung der k-elementigen Menge RAx
und der /-elementigen Menge B4

Firr alle Zahlen kq, ¢4, ko, ¢2 € N und alle m € N gilt:

(klzkg oder k17k2>m)
und — Ak1,€1 Xm -Akz,fz'
(flzgz oder 61,€2>m)

Unter Verwendung von Lemma 3.18 erhidlt man einen kurzen Beweis fiir diese
Aussage.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.19

Die Signatur o := {R, B} bestehe aus zwei einstelligen Relationssymbolen R
(fiir ,,rote Knoten") und B (fiir , blaue Knoten").

Fiir k, £ € N sei Ay ¢ eine o-Struktur, die aus k roten und ¢ blauen Knoten
besteht, d.h. A ¢ ist die disjunkte Vereinigung der k-elementigen Menge RAx
und der /-elementigen Menge B4

Firr alle Zahlen kq, ¢4, ko, ¢2 € N und alle m € N gilt:
(kl = k2 oder kl,k2 > m)
und — Akl,f1 Xm -Akz,fz'
(61 Zfz oder 61762 > m)
Unter Verwendung von Lemma 3.18 erhidlt man einen kurzen Beweis fiir diese
Aussage.

Auch die Richtung ,,<=" gilt und lasst sich leicht durch Angabe einer
Gewinnstrategie fiir Spoiler beweisen.

Details: Ubung.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20
Sei o eine funktionenfreie Signatur.
Fir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x 3, um die o-Struktur mit

Universum A x B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o mit
(¢4, cP)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20
Sei o eine funktionenfreie Signatur.
Fir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x 3, um die o-Struktur mit

Universum A x B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o mit
(c*, cB) und jedes Relationssymbol R € o mit r := ar(R) mit
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20
Sei o eine funktionenfreie Signatur.
Fir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x 3, um die o-Struktur mit

Universum A x B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o mit
(c*, cB) und jedes Relationssymbol R € o mit r := ar(R) mit

{ ((an,b1), .. . (ar, b)) © (a1,...,3,) € R* und (by,...,b,) € RP}

interpretiert wird.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20

Sei o eine funktionenfreie Signatur.

Fir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x 3, um die o-Struktur mit
Universum A x B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o mit
(c*, cB) und jedes Relationssymbol R € o mit r := ar(R) mit

{ ((an,b1), .. . (ar, b)) © (a1,...,3,) € R* und (by,...,b,) € RP}

interpretiert wird. Wir sagen auch: A x B ist das kartesische Produkt (oder
Tensorprodukt) von A und 5.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20

Sei o eine funktionenfreie Signatur.

Fir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x 3, um die o-Struktur mit
Universum A x B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o mit
(c*, cB) und jedes Relationssymbol R € o mit r := ar(R) mit

{ ((an,b1), .. . (ar, b)) © (a1,...,3,) € R* und (by,...,b,) € RP}

interpretiert wird. Wir sagen auch: A x B ist das kartesische Produkt (oder
Tensorprodukt) von A und 5.

Lemma 3.21

Sei o eine relationale Signatur und seien Ay, Ay, By, By vier o-Strukturen. Fiir

jedes m € N gilt:
A &, By und As =, B - A1 X Ay =, By X Bos.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20

Sei o eine funktionenfreie Signatur.

Fir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x 3, um die o-Struktur mit
Universum A x B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o mit
(c*, cB) und jedes Relationssymbol R € o mit r := ar(R) mit

{ ((an,b1), .. . (ar, b)) © (a1,...,3,) € R* und (by,...,b,) € RP}

interpretiert wird. Wir sagen auch: A x B ist das kartesische Produkt (oder
Tensorprodukt) von A und 5.

Lemma 3.21

Sei o eine relationale Signatur und seien Ay, Ay, By, By vier o-Strukturen. Fiir

jedes m € N gilt:
A &, By und As =, B - A1 X Ay =, By X Bos.

Beweis.
Ubung.

Nicole Schweikardt
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.22
Die Signatur o := {S,, Sp} bestehe aus zwei 2-stelligen Relationssymbolen S,
und Sy, (fiir , vertikale" und , horizontale* Kanten).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.22

Die Signatur o := {S,, Sp} bestehe aus zwei 2-stelligen Relationssymbolen S,
und Sy, (fiir , vertikale” und , horizontale" Kanten). Fiir k, ¢ € N3 ist das
(kx?0)-Gitter Gk ¢ die o-Struktur mit Universum {1,..., k} x {1,...,¢}
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.22

Die Signatur o := {S,, Sp} bestehe aus zwei 2-stelligen Relationssymbolen S,
und Sy, (fiir , vertikale” und , horizontale" Kanten). Fiir k, ¢ € N3 ist das
(kx?0)-Gitter Gk ¢ die o-Struktur mit Universum {1,...,k} x {1,...,¢} und
Relationen

st = {((,4), (i+1,)))
ka,g ..

|
~
—
—~
<
N—r
—~~
<
+
[y
SN—r
SN—
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.22

Die Signatur o := {S,, Sp} bestehe aus zwei 2-stelligen Relationssymbolen S,
und Sy, (fiir , vertikale” und , horizontale" Kanten). Fiir k, ¢ € N3 ist das
(kx?0)-Gitter Gk ¢ die o-Struktur mit Universum {1,...,k} x {1,...,¢} und
Relationen

Sgk.z

= {((i,4), (i+1,)))
= { (.4 (1,j+1))

Unter Verwendung von Lemma 3.21 erhdlt man einen kurzen Beweis dafiir, dass
es keinen FO[o]-Satz ¢ gibt, der die Gitter quadratischer GroBe beschreibt

i<k, 1<y \8}
k, 1<y

<
i < <t}

//\ //\

Gk,e
Sh

)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Beispiel 3.22

Die Signatur o := {S,, Sp} bestehe aus zwei 2-stelligen Relationssymbolen S,
und Sy, (fiir , vertikale” und , horizontale" Kanten). Fiir k, ¢ € N3 ist das
(kx?0)-Gitter Gk ¢ die o-Struktur mit Universum {1,...,k} x {1,...,¢} und
Relationen

<t

i 1<y
1<j<ty.

)

st = {((,4), (i+1,)))
SPt = { (), (1. +1))

Unter Verwendung von Lemma 3.21 erhdlt man einen kurzen Beweis dafiir, dass
es keinen FO[o]-Satz ¢ gibt, der die Gitter quadratischer GroBe beschreibt, d.h.
bei dem fiir alle k, ¢ € N3; gilt: Guoe = <= k=L

< k
i<k

//\ //\

)

Details: Ubung.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen
Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen
Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als

jedes Element aus B ist,
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen
Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als

jedes Element aus B ist, d.h.:

AB
<
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen
Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als

jedes Element aus B ist, d.h.:

S <t u <P U (AxB).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen
Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als
jedes Element aus B ist, d.h.:

S <t u <P U (AxB).

Wir sagen auch: A-B ist die Konkatenation von A und B.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen

Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als
jedes Element aus B ist, d.h.:

S <t u <P U (AxB).

Wir sagen auch: A-B ist die Konkatenation von A und B.

Lemma 3.24

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Seien A1, Az, B1, B2 linear
geordnete o-Strukturen, so dass gilt: A1 und A; sind disjunkt, B1 und B; sind
disjunkt, Ay, A», B1, Bo besitzen maximale Elemente ay, as, by, by bzgl. <™, <*2,
<L <P
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen

Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als
jedes Element aus B ist, d.h.:

S <t u <P U (AxB).

Wir sagen auch: A-B ist die Konkatenation von A und B.

Lemma 3.24

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Seien A1, Az, B1, B2 linear
geordnete o-Strukturen, so dass gilt: A1 und A; sind disjunkt, B1 und B; sind
disjunkt, Ay, A», B1, Bo besitzen maximale Elemente ay, as, by, by bzgl. <™, <*2,
<B, <B. Fiir jedes m € N gilt:

(.Al, 31) m (61, b1) und (AQ, az) Xm (BQ, b2) —
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear
geordneter Strukturen

Notation 3.23

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Fiir zwei linear geordnete,
disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A-3, um die linear geordnete
o-Struktur mit Universum AU B zu bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol

R € o\ {<} mit R* U R" interpretiert wird, und bei der <**® die natiirliche
Erweiterung von < und <Z auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als
jedes Element aus B ist, d.h.:

S <t u <P U (AxB).

Wir sagen auch: A-B ist die Konkatenation von A und B.

Lemma 3.24

Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthilt. Seien A1, Az, B1, B2 linear
geordnete o-Strukturen, so dass gilt: A1 und A; sind disjunkt, B1 und B; sind
disjunkt, Ay, A», B1, Bo besitzen maximale Elemente ay, as, by, by bzgl. <™, <*2,
<B, <B. Fiir jedes m € N gilt:

(.Al, 31) m (61, b1) und (AQ, az) Xm (BQ, b2) —
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.3: Kompositionslemmata

Im nachsten Abschnitt werden wir dieses Lemma beim Beweis des Satzes von
McNaughton und Papert benutzen, der eine logische Charakterisierung der
sternfreien reguldren Sprachen liefert.
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Der Satz von McNaughton und Papert



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie regulare Ausdriicke)
Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt

definiert:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)
Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehdrt zu SFRx

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin

Folie 37



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)
Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehort das Symbol a zu SFRx
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehort das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s)zuSFRy
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),
e (r-s)zu SFRx
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)
Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),
e (r-s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r-s)) := L(r) - L(s),
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),

e (r-s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r-s)) := L(r) - L(s), wobei die
Konkatenation L; - Ly zweier Sprachen Ly, L, C X* definiert ist als
Li-Ly:={uwv : vely, vely},
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),

e (r-s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r-s)) := L(r) - L(s), wobei die
Konkatenation L; - Ly zweier Sprachen Ly, L, C X* definiert ist als
Li-Ly:={uwv : vely, vely},

e 7 zu SFRy
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Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehért zu SFRy und beschreibt die Sprache L(0) := 0.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),

e (r-s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r-s)) := L(r) - L(s), wobei die
Konkatenation L; - Ly zweier Sprachen Ly, L, C X* definiert ist als
Li-Ly:={uwv : vely, vely},

e 7 zu SFRy und beschreibt die Sprache L(7) := X"\ L(r).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulare Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei ¥ stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke)

Die Klasse SFRy aller sternfreien reguldren Ausdriicke tiber ¥ ist rekursiv wie folgt
definiert:

(1) Das Symbol () gehdrt zu SFRx und beschreibt die Sprache L(0) := (.

(2) Fiir jedes a € X gehdrt das Symbol a zu SFRy und beschreibt die Sprache
L(a) :={a}.

(3) Sind r € SFRx und s € SFRy, so gehért auch
e (r|s) zu SFRy und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),

e (r-s) zu SFRx und beschreibt die Sprache L((r-s)) := L(r) - L(s), wobei die
Konkatenation L; - Ly zweier Sprachen Ly, L, C X* definiert ist als
Li-Ly:={uwv : vely, vely},

e 7 zu SFRy und beschreibt die Sprache L(7) := X"\ L(r).

Eine Sprache L C X" heiBit sternfrei regular, falls es ein r € SFRx gibt mit L = L(r).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Der Satz von McNaughton und Papert (1971)

Definition 3.26
Eine Sprache L C X* heiBt FO-definierbar, falls es einen FO[ox]-Satz ¢ gibt, der
L beschreibt, d.h. fiir jedes nicht-leere Wort w € X* gilt: w € L <— A,, E ¢.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Der Satz von McNaughton und Papert (1971)

Definition 3.26
Eine Sprache L C X* heiBt FO-definierbar, falls es einen FO[ox]-Satz ¢ gibt, der
L beschreibt, d.h. fiir jedes nicht-leere Wort w € X* gilt: w € L <— A,, E ¢.

Theorem 3.27 (Satz von McNaughton und Papert)

Fiir jede Sprache L C X* gilt:
L ist sternfrei regulir <= L ist FO-definierbar.

Nicole Schweikardt Vorlesung Logik und Komplexitit - HU Berlin Folie 38



Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

“

,==": Per Induktion iiber den Aufbau der Menge SFRyx kann man leicht
zeigen, dass es fiir jedes r € SFRy einen FO[ox]-Satz ¢, gibt, der die Sprache
L(r) beschreibt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

“

,==": Per Induktion iiber den Aufbau der Menge SFRyx kann man leicht

zeigen, dass es fiir jedes r € SFRy einen FO[ox]-Satz ¢, gibt, der die Sprache
L(r) beschreibt.

Details: Ubung.
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n—

Wir erweitern die Signatur oy um ein Konstantensymbol max
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n—

Wir erweitern die Signatur oy um ein Konstantensymbol max, setzen
0% = oy U {max}
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n—

Wir erweitern die Signatur oy um ein Konstantensymbol max, setzen

0% = ox U {max} und bezeichnen mit A}, die o&-Expansion von A, bei der
max durch |w| (also durch das gréBte Element von A, bzgl. gf‘w) interpretiert
wird.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

nE—

Wir erweitern die Signatur oy um ein Konstantensymbol max, setzen

0% = ox U {max} und bezeichnen mit A}, die o&-Expansion von A, bei der
max durch |w| (also durch das gréBte Element von A, bzgl. gf‘w) interpretiert
wird. Die von einem FO[o§]-Satz ¢ beschriebene Sprache L(y) ist definiert als
L(p) :={weXt : A, = ¢} Fiir eine Sprache L C ¥* sagen wir, dass L
durch ¢ beschrieben wird, falls fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥* gilt:

weL <= wel(yp).
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p—

Wir erweitern die Signatur oy um ein Konstantensymbol max, setzen

0% = ox U {max} und bezeichnen mit A}, die o&-Expansion von A, bei der
max durch |w| (also durch das gréBte Element von A, bzgl. gf‘w) interpretiert
wird. Die von einem FO[o§]-Satz ¢ beschriebene Sprache L(y) ist definiert als
L(p) :={weXt : A, = ¢} Fiir eine Sprache L C ¥* sagen wir, dass L
durch ¢ beschrieben wird, falls fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥* gilt:

weL <= wel(yp).

Per Induktion nach der Quantorentiefe m zeigen wir, dass es fiir jeden
FO[og]-Satz ¢ einen sternfreien reguldren Ausdruck r, € SFRy gibt, so dass ¢
die Sprache L(r,) beschreibt.
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Induktionsschritt m — m+1: Sei m > 0.

Induktionsannahme:
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Induktionsschritt m — m+1: Sei m > 0.

Induktionsannahme: Fiir jeden FO[o§]-Satz 4 der Quantorentiefe < m gibt es
ein ry € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(ry) beschreibt.
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Induktionsschritt m — m+1: Sei m > 0.

Induktionsannahme: Fiir jeden FO[o§]-Satz 4 der Quantorentiefe < m gibt es
ein ry € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(ry) beschreibt.

Behauptung:
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Induktionsschritt m — m+1: Sei m > 0.

Induktionsannahme: Fiir jeden FO[o§]-Satz 4 der Quantorentiefe < m gibt es
ein ry € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(ry) beschreibt.

Behauptung: Fiir jeden FO[o§]-Satz ¢ der Quantorentiefe m+1 gibt es ein
r, € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(r,) beschreibt.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Induktionsschritt m — m+1: Sei m > 0.

Induktionsannahme: Fiir jeden FO[o§]-Satz 4 der Quantorentiefe < m gibt es
ein ry € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(ry) beschreibt.

Behauptung: Fiir jeden FO[oy[-Satz ¢ der Quantorentiefe m+1 gibt es ein
r, € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(r,) beschreibt.

Beweis: Per Induktion nach dem Aufbau von FO[o{]-Satzen der Quantorentiefe
m+1.
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Bevor wir den (schwierigen) Induktionsanfang betrachten, behandeln wir
zunéchst den (trivialen) Induktionsschritt.
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Bevor wir den (schwierigen) Induktionsanfang betrachten, behandeln wir
zunéchst den (trivialen) Induktionsschritt.

Induktionsschritt: Hier betrachten wir den Fall, dass ¢ von der Form (1 V ¢2)
oder von der Form —y ist, wobei ¢1 und ¢y FO[o§]-Satze der Quantorentiefe
< m+1 sind
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Bevor wir den (schwierigen) Induktionsanfang betrachten, behandeln wir
zunéchst den (trivialen) Induktionsschritt.

Induktionsschritt: Hier betrachten wir den Fall, dass ¢ von der Form (1 V ¢2)
oder von der Form —y ist, wobei ¢1 und ¢y FO[o§]-Satze der Quantorentiefe
< m—+1 sind, fiir die gemaB Induktionsannahme bereits bekannt ist, dass es fiir

jedes i € {1,2} einen sternfreien reguldren Ausdruck ry, gibt, so dass ; die

Sprache L(r,,) beschreibt.
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Sy = {(T,T') . 7,7 € m-Typen,[os],
esgibt w € ¥t und i € X, so dass fiir p:= |Ww| und § := |{|
gilt:
(1) Aga b= 1Bl und
(2) Aslrlp] und A = 7(d) }
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sy = {(T,T') . 7,7 € m-Typen,[os],
esgibt w € ¥t und i € X, so dass fiir p:= |Ww| und § := |{|
gilt:
(1) Aga b= 1Bl und
(2) Ag E7[f] und  A; E 4], }

Die Menge Sy, ist endlich, da die Menge m-Typen, [ox] endlich ist.
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Sy = {(T,T') . 7,7 € m-Typen,[os],
esgibt w € ¥t und i € X, so dass fiir p:= |Ww| und § := |{|

gilt:
(1) Aps = ofp] und
(2) Az =7[p] und Az = 7[d). }

Die Menge Sy, ist endlich, da die Menge m-Typen, [ox] endlich ist.

Aussage (1) bedeutet insbesondere, dass fiir 7 := wii gilt: Aj = 3y ¥(y).
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Sy = {(T,T') . 7,7 € m-Typen,[os],
esgibt w € ¥t und i € X, so dass fiir p:= |Ww| und § := |{|

gilt:
(1) Ay = 0[p] und
(2) Az E=7[p] und A = 4], }

Die Menge Sy, ist endlich, da die Menge m-Typen, [ox] endlich ist.
Aussage (1) bedeutet insbesondere, dass fiir 7 := wii gilt: Aj = 3y ¥(y).

Aussage (2) bedeutet, dass 7 und 7’ die m-Hintikka-Formeln von (A, |W|) und
von (Ag, |dl) sind
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Sy = {(T,T') . 7,7 € m-Typen,[os],
esgibt w € ¥t und i € X, so dass fiir p:= |Ww| und § := |{|

gilt:
(1) Ay = 0[p] und
(2) Az E=7[p] und A = 4], }

Die Menge Sy, ist endlich, da die Menge m-Typen, [ox] endlich ist.
Aussage (1) bedeutet insbesondere, dass fiir 7 := wii gilt: Aj = 3y ¥(y).

Aussage (2) bedeutet, dass 7 und 7’ die m-Hintikka-Formeln von (A, |W|) und
von (Ajg, |dl]) sind, d.h.

/

T = @, w(x) und T = @l a(x). (1)
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.4: Der Satz von McNaughton und Papert

Die Menge S, wurde so gewahlt, dass Folgendes gilt:

Behauptung (*). Fir alle Worte v € £F gilt: A, = Jyd(y) <~

o A |=[p], wobei die freie Variable y von v durch die maximale Position
p := |v| interpretiert wird, oder

e es gibt eine Position p € {1,...,|v|—1} und ein Paar (7,7') € S, so dass
fir die (nicht-leeren) Worte w und u mit v = wu und |w| = p gilt:
Ay = 7[p] und A, |= 7'[q], wobei die freie Variable x von 7 und 7/ durch
die maximalen Positionen p = |w| von w und q := |u| von u interpretiert
wird.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

Graph-Zusammenhang und Erreichbarkeit sind
nicht FO-definierbar

Zur Erinnerung:
Aus Satz 3.10 wissen wir, dass es keinen FO[<]-Satz ¢ gibt, so dass fiir jede endliche

lineare Ordnung B gilt: B =1 <= |B| ist gerade.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

Graph-Zusammenhang und Erreichbarkeit sind
nicht FO-definierbar

Zur Erinnerung:

Aus Satz 3.10 wissen wir, dass es keinen FO[<]-Satz ¢ gibt, so dass fiir jede endliche
lineare Ordnung B gilt: B =1 <= |B| ist gerade. Unter Verwendung von
,logischen Reduktionen* kénnen wir daraus folgern, dass Zusammenhang von und
Erreichbarkeit in Graphen nicht FO-definierbar sind:

Satz 3.28

Sei E ein 2-stelliges Relationssymbol.

(a) Graph-Zusammenhang ist nicht FO-definierbar.
D.h.: Es gibt keinen FO[E]-Satz pconn, so dass fiir jeden endlichen ungerichteten
Graphen G = (V9,E9) und die zugehérige { E}-Struktur A = (A, E*) gilt:
A E pconn < G ist zusammenhingend.
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Graph-Zusammenhang und Erreichbarkeit sind
nicht FO-definierbar

Zur Erinnerung:

Aus Satz 3.10 wissen wir, dass es keinen FO[<]-Satz ¢ gibt, so dass fiir jede endliche
lineare Ordnung B gilt: B =1 <= |B| ist gerade. Unter Verwendung von
,logischen Reduktionen* kénnen wir daraus folgern, dass Zusammenhang von und
Erreichbarkeit in Graphen nicht FO-definierbar sind:

Satz 3.28

Sei E ein 2-stelliges Relationssymbol.

(a) Graph-Zusammenhang ist nicht FO-definierbar.
D.h.: Es gibt keinen FO[E]-Satz pconn, so dass fiir jeden endlichen ungerichteten
Graphen G = (V9,E9) und die zugehérige { E}-Struktur A = (A, E*) gilt:
A E pconn < G ist zusammenhingend.

(b) Erreichbarkeit ist nicht FO-definierbar.

D.h.: Es gibt keine FO[E]-Formel wreach(x,y), so dass fiir alle endlichen
gerichteten Graphen A = (A, E*) und alle Knoten a, b € A gilt:
A = preacn[a, b] <= es gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.
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(b) folgt direkt aus (a), denn:
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(b) folgt direkt aus (a), denn:

Angenommen ©Reach(x, y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle gerichteten
Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt: A = pRreach[a, b] <= es
gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

(b) folgt direkt aus (a), denn:

Angenommen ©Reach(x, y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle gerichteten
Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt: A = pRreach[a, b] <= es
gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.

Dann ist
®Conn
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

(b) folgt direkt aus (a), denn:

Angenommen ©Reach(x, y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle gerichteten
Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt: A = pRreach[a, b] <= es
gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.

Dann ist

®Conn = VXV}’ @Reach(xyy)
ein FO[E]-Satz, der in einem gerichteten Graphen A genau dann erfiillt ist,
wenn
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

(b) folgt direkt aus (a), denn:

Angenommen ©Reach(x, y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle gerichteten
Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt: A = pRreach[a, b] <= es
gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.

Dann ist

®Conn = VXV}’ @Reach(xyy)
ein FO[E]-Satz, der in einem gerichteten Graphen A genau dann erfiillt ist,
wenn A stark zusammenhingend ist.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

(b) folgt direkt aus (a), denn:

Angenommen ©Reach(x, y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle gerichteten
Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt: A = pRreach[a, b] <= es
gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.

Dann ist
®Conn = VXV}/ @Reach(x7)/)

ein FO[E]-Satz, der in einem gerichteten Graphen A genau dann erfiillt ist,
wenn A stark zusammenhingend ist.

Insbesondere gilt dann fiir jeden ungerichteten Graphen G und die zu G
gehérende {E}-Struktur A: A | vconn <= G ist zusammenhingend.
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(b) folgt direkt aus (a), denn:

Angenommen ©Reach(x, y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle gerichteten
Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt: A = pRreach[a, b] <= es
gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.

Dann ist
®Conn = VXV)/ @Reach(x7)/)

ein FO[E]-Satz, der in einem gerichteten Graphen A genau dann erfiillt ist,
wenn A stark zusammenhingend ist.

Insbesondere gilt dann fiir jeden ungerichteten Graphen G und die zu G
gehérende {E}-Struktur A: A | vconn <= G ist zusammenhingend.

Dies ist ein Widerspruch zu (a).
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Logische Reduktionen

Bemerkung 3.29

Die im Beweis von Satz 3.28 benutzte Vorgehensweise ist unter dem Begriff
logische Reduktion bekannt.
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Logische Reduktionen

Bemerkung 3.29

Die im Beweis von Satz 3.28 benutzte Vorgehensweise ist unter dem Begriff
logische Reduktion bekannt.

Im Beweis von Teil (b) wurde gezeigt:
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Logische Reduktionen

Bemerkung 3.29
Die im Beweis von Satz 3.28 benutzte Vorgehensweise ist unter dem Begriff
logische Reduktion bekannt.

Im Beweis von Teil (b) wurde gezeigt: Falls es eine FO[E]-Formel gibt, die
ausdriickt, dass Knoten y von Knoten x aus erreichbar ist, dann
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Logische Reduktionen

Bemerkung 3.29
Die im Beweis von Satz 3.28 benutzte Vorgehensweise ist unter dem Begriff
logische Reduktion bekannt.

Im Beweis von Teil (b) wurde gezeigt: Falls es eine FO[E]-Formel gibt, die
ausdriickt, dass Knoten y von Knoten x aus erreichbar ist, dann gibt es auch
eine FO[E]-Formel, die Graph-Zusammenhang definiert.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

Logische Reduktionen

Bemerkung 3.29

Die im Beweis von Satz 3.28 benutzte Vorgehensweise ist unter dem Begriff
logische Reduktion bekannt.

Im Beweis von Teil (b) wurde gezeigt: Falls es eine FO[E]-Formel gibt, die
ausdriickt, dass Knoten y von Knoten x aus erreichbar ist, dann gibt es auch
eine FO[E]-Formel, die Graph-Zusammenhang definiert.

Somit wurde das Problem, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert, auf das Problem reduziert, eine FO[E]-Formel
zu finden, die ausdriickt, dass Knoten y von Knoten x aus erreichbar ist.
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Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitdt besitzt,
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Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitdt besitzt,
auf das Problem reduziert, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitdt besitzt,
auf das Problem reduziert, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert.

D.h. es wurde gezeigt:
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Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitdt besitzt,
auf das Problem reduziert, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert.

D.h. es wurde gezeigt: Falls Graph-Zusammenhang FO-definierbar ist, so ist
auch
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitat besitzt,
auf das Problem reduziert, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert.

D.h. es wurde gezeigt: Falls Graph-Zusammenhang FO-definierbar ist, so ist
auch die Aussage ,eine endliche lineare Ordnung besitzt eine gerade
Kardinalitat" FO-definierbar.
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Kapitel 3: Ehrenfeucht-Fraissé Spiele - Abschnitt 3.5: Logische Reduktionen

Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitat besitzt,
auf das Problem reduziert, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert.

D.h. es wurde gezeigt: Falls Graph-Zusammenhang FO-definierbar ist, so ist
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Wir haben diese Methode bereits in einem fritheren Kapitel angewendet, um
nachzuweisen, dass Hamiltonkreis nicht MSO-definierbar ist.
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Abschnitt 3.6:
Der Satz von Hanf
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