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Sei L = {at + ∑
i∈It

xi = 0 | 1 6 t 6 m} ein lineares Gleichungssystem über F2 mit
var(L) = {x1, . . . , xn} und |It| 6 k für 1 6 t 6 m.

FL :=
{ ∨

i∈It\J

xi ∨
∨
j∈J

xj | 1 6 t 6 m, J ⊆ I, |J | ≡ 1− at (mod 2)
}

,

P Fourier
FL

:=
{ ∏

i∈It\J

1 + yi

2 ·
∏
j∈J

1− yj

2 | 1 6 t 6 m, J ⊆ I, |J | ≡ 1− at (mod 2)
}

.

P Fourier
L :=

{ ∏
i∈It

yi − (−1)at | 1 6 t 6 m
}

.

Aufgabe 1: (12 Punkte)
Zeigen Sie, dass jedes Polynom f ∈ P Fourier

FL
eine Ableitung vom Grad höchstens k + 1 aus

P Fourier
L ∪ {y2

i − 1 | 1 6 i 6 n} im Polynomkalkül besitzt.

Aufgabe 2: (12 Punkte)
Zeigen Sie folgende “Umkehrung” von Lemma 4.10 aus der Vorlesung: Wenn L eine Widerlegung
der Weite w im Gauß-Kalkül besitzt, dann hat P Fourier

L ∪ {y2
i − 1 | 1 6 i 6 n} eine Widerlegung

vom Grad 6 w + 1 im Polynomkalkül.
Tipp: Übersetzen Sie eine lineare Gleichung der Form a + ∑

i∈I′ xi + ∑
i∈I′′ xi = 0 in die Poly-

nomgleichung ∏i∈I′ yi − (−1)a∏
i∈I′′ yi = 0.

Aufgabe 3: (12 Punkte)
Zeigen Sie, dass 4x2 + x2y2 + 2xyz + y2z2 + z2 eine Summe von quadrierten Polynomen ist.

Aufgabe 4: (12 Punkte)
Für k < n sei M die

(
n
k

)
×
(

n
k

)
-Matrix mit Einträgen MI,J := |I∩J | für I, J ⊆ [n]; |I| = |J | = k.

Zeigen Sie, dass M positiv semidefinit ist.
Tipp: Finden Sie eine

(
n
k

)
× n-Matrix U mit M = UUT .


