Folie 30

Folie 31

Folie 32

3.3 Kompositionslemmata

Unter gewissen Umsténden ist es moglich, Gewinnstrategien fiir Duplicator
auf ,kleinen* Strukturen zu Gewinnstrategien fiir Duplicator auf gréfieren
Strukturen zusammenzusetzen. Die folgenden Kompositionslemmata fassen
einige einfache Situationen zusammen, in denen dies moglich ist.

Kompositionslemma fiir die Vereinigung disjunkter Strukturen

Notation 3.17. Sei o eine relationale Signatur.

Zwei o-Strukturen A und B heiflen disjunkt, falls ihre Universen disjunkt
sind. Fiir disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir A U B, um die
o-Struktur mit Universum A U B zu bezeichnen, bei der jedes
Relationssymbol R € o mit R U R? interpretiert wird. Wir sagen auch:
AU B ist die disjunkte Vereinigung von A und B.

Lemma 3.18. Sei o eine relationale Signatur, seien Ay, As zwei disjunkte
o-Strukturen und seien By, By zwei disjunkte o-Strukturen. Fiir jedes m € N
qilt:

Al ~m Bl und AQ ~m BQ — .Al L ./42 ~m Bl L BQ.
Beweis. Ubung. O]

Beispiel 3.19. Die Signatur o := {R, B} bestehe aus zwei einstelligen
Relationssymbolen R (fiir ,,rote Knoten“) und B (fiir ,,blaue Knoten®).
Fiir k,¢ € N sei Ay eine o-Struktur, die aus k roten und ¢ blauen Knoten
besteht, d.h. Ay, ist die disjunkte Vereinigung der k-elementigen Menge
RA%¢ und der /-elementigen Menge B%:¢.

Fiir alle Zahlen ky, ¢4, ko, {5 € N und alle m € N gilt:
(k:l = ko oder ki, ko > m)
und = Ao Rm Akt
(61 =/, oder fly,ly > m)

Unter Verwendung von Lemma 3.18 erhélt man einen kurzen Beweis fiir
diese Aussage.

Auch die Richtung ,, <= gilt und l&sst sich leicht durch Angabe einer
Gewinnstrategie fiir Spoiler beweisen.

Details: Ubung.
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Folie 33

Kompositionslemma fiir das kartesische Produkt

Notation 3.20. Sei o eine funktionenfreie Signatur.

Fiir zwei o-Strukturen A und B schreiben wir A x B, um die o-Struktur
mit Universum A X B zu bezeichnen, bei der jedes Konstantensymbol ¢ € o
mit (c*, c®) und jedes Relationssymbol R € ¢ mit r := ar(R) mit

{ ((a1,b1), ... ,(ar,b,)) = (a1,...,a,) € R* und (by,...,b,) € R®}

interpretiert wird. Wir sagen auch: A x B ist das kartesische Produkt (oder
Tensorprodukt) von A und B.

Lemma 3.21. Sei o eine relationale Signatur und seien Ay, As, By, By vier
o-Strukturen. Fiir jedes m € N gilt:

Al o Bl und AQ m, BQ — ./41 X .AQ ~m Bl X BQ.

Beweis. Ubung. [

Folie 34

Beispiel 3.22. Die Signatur o := {S,, S} bestehe aus zwei 2-stelligen
Relationssymbolen S, und S}, (fiir ,,vertikale“ und , horizontale* Kanten).
Fir k, ¢ € N3, ist das (kx/{)-Gitter Gy, die o-Struktur mit Universum
{1,...,k} x{1,...,¢} und Relationen

S = {(G,4), (i+1,5)) -
S = {((04), G, g+1D)

Unter Verwendung von Lemma 3.21 erhélt man einen kurzen Beweis dafiir,
dass es keinen FO[o]-Satz ¢ gibt, der die Gitter quadratischer Grofie
beschreibt, d.h. bei dem fiir alle k,¢ € N5, gilt: Gr = <= k=/(.

Details: Ubung.

Folie 35
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Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear geordneter
Strukturen

Notation 3.23. Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthélt.
Fiir zwei linear geordnete,' disjunkte o-Strukturen A und B schreiben wir
A-B, um die linear geordnete o-Struktur mit Universum AU B zu
bezeichnen, bei der jedes Relationssymbol R € ¢ \ {<} mit R4 U R®
interpretiert wird, und bei der <48 die natiirliche Erweiterung von < und
<B auf AU B ist, bei der jedes Element aus A kleiner als jedes Element aus
B ist, d.h.:

AP = <A u <P u(AxB).

Wir sagen auch: A-B ist die Konkatenation von A und B.

Lemma 3.24. Sei o eine relationale Signatur, die das Symbol < enthdlt.
Seien Ay, As, By, By linear geordnete o-Strukturen, so dass gilt: Ay und As
sind disjunkt, By und By sind disjunkt, Ay, As, By, By besitzen maximale
Elemente ay,as, b1, by bzgl. <A, <42, <B ) <B2 Fiir jedes m € N gilt:

(./4.1, CL1> o (Bl, bl) und (./42, CLQ) ~m (BQ, bg) —
(«41'A2, 017(12) Nm (Bl'Bz, 517b2)-

Beweis. Ubung. O

Im néchsten Abschnitt werden wir dieses Lemma beim Beweis des Satzes
von McNaughton und Papert benutzen, der eine logische Charakterisierung
der sternfreien regulidren Sprachen liefert.

3.4 Der Satz von McNaughton und Papert

Sternfreie regulidre Ausdriicke

In diesem Abschnitt sei Y stets ein endliches, nicht-leeres Alphabet.

Definition 3.25 (sternfreie reguldre Ausdriicke).
Die Klasse SFRy; aller sternfreien requldren Ausdriicke iiber X ist rekursiv
wie folgt definiert:

(1) Das Symbol () gehort zu SFRy und beschreibt die Sprache L(() := ().

1Bine o-Struktur A heifit linear geordnet, falls <A eine lineare Ordnung auf A ist.
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(2) Fiir jedes a € ¥ gehort das Symbol a zu SFRy, und beschreibt die
Sprache L(a) := {a}.

(3) Sind r € SFRy, und s € SFRy, so gehort auch

e (r | s) zu SFRy und beschreibt die Sprache L((r | s)) := L(r) U L(s),

e (r-s) zu SFRy und beschreibt die Sprache L((r - s)) := L(r) - L(s),
wobei die Konkatenation L - Ly zweier Sprachen Ly, L, C X*
definiert ist als Ly - Ly :={uv : w € Ly, v € Ly },

e 7 zu SFRy und beschreibt die Sprache L(7) := X*\ L(r).

Eine Sprache L C ¥* heifit sternfrei requldr, falls es ein r € SFRy, gibt mit
L= L(r).

Beispiele.

(a) Fir ¥ = {a, b} wird die durch den reguléren Ausdruck
(a|b)*a(a|b)*b definierte Sprache durch den sternfreien reguléren
Ausdruck

(0-a)-(0-b))
beschrieben.

(b) Fiir ¥ = {a, b, c} wird die durch den reguldren Ausdruck (a | b)*
beschriebene Sprache durch den sternfreien reguldren Ausdruck

ro= (0-c)-0)

beschrieben. Entsprechend wird die durch den reguléren Ausdruck
(a|b)*a(a|b)*b definierte Sprache durch den sternfreien reguléren
Ausdruck

((r-a)-(r-0))

beschrieben.
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Folie 40

Der Satz von McNaughton und Papert (1971)

Definition 3.26. Eine Sprache L C ¥* heifit FO-definierbar, falls es einen
FO[ox]-Satz ¢ gibt, der L beschreibt, d.h. fiir jedes nicht-leere Wort w € ¥*
gilt: weL < A, .

Theorem 3.27 (Satz von McNaughton und Papert).
Fiir jede Sprache L C % gilt:
L ist sternfrei requlir <= L ist FO-definierbar.

Beweis.

,=—=": Per Induktion iiber den Aufbau der Menge SFRys kann man leicht
zeigen, dass es fiir jedes r € SFRy einen FO[os]-Satz ¢, gibt, der die
Sprache L(r) beschreibt. Details: Ubung.

,<="1  Wir erweitern die Signatur oy um ein Konstantensymbol maz,
setzen 0%, := oy U {maz} und bezeichnen mit A/ die of-Expansion von A,,
bei der maz durch |w| (also durch das gréfite Element von A, bzgl. <4«)
interpretiert wird. Die von einem FO[o%|-Satz ¢ beschriebene Sprache L(yp)
ist definiert als L(p) := {w € ¥* : A/, = ¢}. Fiir eine Sprache L C ¥*
sagen wir, dass L durch ¢ beschrieben wird, falls fiir jedes nicht-leere Wort
we X gilt: weL < we L(p).

Per Induktion nach der Quantorentiefe m zeigen wir, dass es fiir jeden
FO[o%]-Satz ¢ einen sternfreien regulédren Ausdruck r, € SFRy, gibt, so dass
¢ die Sprache L(r,) beschreibt. Wegen o§, D oy, ist dann auch die
Richtung ,,<=* des Satzes von McNaughton und Papert bewiesen.

Da der Allquantor V und die Junktoren A, —, > durch Kombination des
Existenzquantors 3 und der Junktoren — und V ausgedriickt werden
konnen, geniigt es, im Folgenden nur die Félle zu betrachten, in denen in ¢
keins der Symbole V, A, —, <> vorkommt.

Induktionsanfang m = 0:
Sei ¢ ein FO[og]-Satz der Quantorentiefe m = 0.

Fall 1: ¢ ist von der Form P,(maz) fiir ein a € X.
Dann ist L(yp) = £* - {a} und wird durch den sternfreien reguléren

Ausdruck (0 - a) beschrieben.

Fall 2: ¢ ist von der Form maz=maz oder von der Form maz < max.
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Dann ist L(¢) = ¥ und wird durch den sternfreien reguléren Ausdruck
(ap |-+ ] ap) -0 beschrieben, fir ¥ = {ay,...,as}.

Fall 3: ¢ ist von der Form (p; V ), fiir FO[o§]-Séatze ¢1 und pq. Per
Induktion (iiber den Aufbau der Menge aller FO[o%,]-Sitze der
Quantorentiefe 0) gibt es fiir jedes ¢ € {1,2} ein r,, € SFRy, so dass ¢; die
Sprache L(r,,) beschreibt.

Wegen L(p) = L(p1) U L(p) gilt dann: Fiir r, := (1, | 74,) beschreibt ¢
die Sprache L(r,).

Fall 4: ¢ ist von der Form -y, fiir einen FO[o{;]-Satz ¢;.

Per Induktion (iiber den Aufbau der Menge aller FO[o%]-Sétze der
Quantorentiefe 0) gibt es ein r,, € SFRy, so dass ¢, die Sprache L(r,, )
beschreibt.

Wegen L(p) =37\ L(¢1) gilt dann: Fiir r, :=T7,, beschreibt ¢ die
Sprache L(r,).

Folie 41
Induktionsschritt m — m~+1: Sei m > 0.
Induktionsannahme: Fir jeden FO[o§]-Satz ¢» der Quantorentiefe < m gibt
es ein ry, € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(r,) beschreibt.

Behauptung: Fiir jeden FO[o§]-Satz ¢ der Quantorentiefe m+1 gibt es ein
r, € SFRy, so dass ¢ die Sprache L(r,) beschreibt.

Beweis: Per Induktion nach dem Aufbau von FO[o¥,]-Séatzen der
Quantorentiefe m-1.

Folie 42
Bevor wir den (schwierigen) Induktionsanfang betrachten, behandeln wir

zunéchst den (trivialen) Induktionsschritt.

Induktionsschritt: Hier betrachten wir den Fall, dass ¢ von der Form

(p1 V 2) oder von der Form —¢; ist, wobei ¢ und ¢y FO[o§]-Sitze der
Quantorentiefe < m~+1 sind, fiir die geméfl Induktionsannahme bereits
bekannt ist, dass es fiir jedes i € {1,2} einen sternfreien reguldren Ausdruck
4, gibt, so dass ¢; die Sprache L(r,,) beschreibt.

Analog zu den Fillen 3 und 4 im Induktionsanfang fiir m = 0 setzen wir
dann ry = (ry, | 1y,) bzw. 7, :=T7, und erhalten dadurch einen
sternfreien reguldren Ausdruck, so dass ¢ die Sprache L(r,) beschreibt.

Um den Beweis des Satzes von McNaughton und Papert abzuschlielen,
miissen wir nur noch den folgenden Induktionsanfang betrachten.
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Folie 44

Induktionsanfang: ¢ ist von der Form 3y ¢ (y), wobei ¢ (y) eine
FO[o{]-Formel der Quantorentiefe m mit frei(y) = {y} ist.

Ziel: Konstruiere einen sternfreien reguléren Ausdruck r,, so dass der Satz

Jy1(y) die Sprache L(r,) beschreibt.
Um ein solches 7, zu finden, betrachten die Menge

m-Typen, [ox] = {¢},(r) : Aist eine ox-Struktur und a € A}

aller m-Hintikka-Formeln mit einer freien Variablen x. Aus

Bemerkung 3.13 wissen wir, dass diese Menge endlich ist und nur
FO[o]-Formeln der Quantorentiefe < m enthélt.

Indem wir die freie Variable z jeweils durch das Konstantensymbol mazx
ersetzen, konnen wir jede Formel 7 € m-Typen,[ox] mit einem FO[o{;]-Satz
identifizieren. Wegen qr(7) < m gibt es geméfl Induktionsannahme einen
sternfreien reguldren Ausdruck r, € SFRy, so dass 7 (genauer: der mit 7
identifizierte FO[o{;]-Satz) die Sprache L(r,) beschreibt.

Wir zeigen im Folgenden, wie man aus den sternfreien regulédren
Ausdriicken 7, (fur alle 7 € m-Typen,[ox]) den gesuchten Ausdruck r,
konstruieren kann.

Dazu betrachten wir die Menge

Sy = { (r,7") : 7,7 € m-Typen, o],
es gibt w € ¥F und @ € ¥*, so dass fiir p := [0
und G := |a| gilt:
(1) Ay olf] und
(2) Asbrlp] wnd A 7l }
Die Menge Sy, ist endlich, da die Menge m-Typen, [ox] endlich ist.
Aussage (1) bedeutet insbesondere, dass fiir © := wa gilt: A% = Jy v(y).

Aussage (2) bedeutet, dass 7 und 7’ die m-Hintikka-Formeln von (Ag, [0])
und von (Ag, |a|) sind, d.h.

T = 90:47@,|w|($) und T = 903411;,|a|($)- (3.8)

Die Menge S, wurde so gewéhlt, dass Folgendes gilt:
Behauptung (). Fir alle Worte v € £7F gilt: Al | Jyu(y) <~
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o A |= ¢[p], wobei die freie Variable y von ¢ durch die maximale
Position p := |v| interpretiert wird, oder

e es gibt eine Position p € {1,...,|v|—1} und ein Paar (7,7') € Sy, so
dass fiir die (nicht-leeren) Worte w und « mit v = wu und |w| =p
gilt: A, = 7[p] und A, = 7'[q], wobei die freie Variable 2 von 7 und

7' durch die maximalen Positionen p = |w| von w und ¢ := |u| von u
interpretiert wird.

Beweis von Behauptung (*):
,=—": Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies direkt aus der
Definition der Menge Sy, folgt.

,<=" Fall 1: Es gilt Al =[p] firp:=|v|.

Dann gilt insbesondere auch A = Jy ¢ (y).

Fall 2: Es gibt p € {1,...,|v|—1} und (7,7') € Sy, so dass fiir die Worte
w,u € X7 mit wu = v und |w| = p gilt:

A, E 7p] und A, E 7'[q] (3.9)

fir g := |ul.

Ziel: Zeige, dass Ay, = Iy v(y).

Wegen (7,7') gibt es geméf der Definition der Menge Sy, Worte w, 4 € X7,
so dass fiir p := |w| und q := |a| gilt:

A = VD] (3.10)

und

As =7l und Az 7]
Aus (3.8) und (3.9) folgt mit Korollar 3.15, dass
(Az:P) ~m (Aw,p)  und  (Aa,q) = (Auq) (3.11)

Aus dem Kompositionslemma fiir die Konkatenation linear geordneter
Strukturen (Lemma 3.24) folgt wegen A,-A, = Ay, dass

Hieraus folgt wegen qr(¢) = m laut Satz von Ehrenfeucht insbesondere fiir
die FO[og]-Formel ¥(y, x), die aus 1(y) entsteht, indem jedes Vorkommen
des Konstantensymbols max durch die Variable x ersetzt wird, dass

Awa }: 1; [ﬁa ‘w’&” — Awu ): 1& [p7 |'LUU”,
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und somit dass

Aw B VB = A, E YD)

Wegen (3.10) gilt also A!,, = [p], und somit auch
A;uu ): Ely ¢(y) DBehauptung (*)

Behauptung (x) liefert, dass die vom Satz ¢ := Jy1(y) beschriebene
Sprache L(p) wie folgt aussieht:

Lip) = {vest : A 9]} v |J Ln7),

(r,7")ESy

Lir,7) == {wu : wyueXt A, E7[lwl], A, E 7[lu]]}
L)L),

wobei geméfl Induktionsannahme bereits sternfreie reguldre Ausdriicke 7,
und 7, existieren, so dass 7 (genauer: der mit 7 identifizierte FO[og;]-Satz)
die Sprache L(r;) und 7’ die Sprache L(r,/) beschreibt.

Indem wir in der Formel ¢ (y) jedes Vorkommen der freien Variablen y
durch das Konstantensymbol maz ersetzen, erhalten wir einen FO[o{;]-Satz
g@ der Quantorentiefe m, so dass

{vesh : A EYIPIY = {veXf : A Y} = L)

Wegen qr(¢) = m gibt es geméfl Induktionsannahme einen sternfreien
reguléren Ausdruck rg, so dass ¢ die Sprache L(r;) beschreibt.
Fiir s := |Sy| und {(m,79),..., (75, 7.)} = Sy kénnen wir also

Ty = 741& | (rTl'rT{) ‘ ‘ (7”7-5'7'7-;)

wéhlen und erhalten damit einen sternfreien reguldren Ausdruck, so dass
¢ = Jy(y) die Sprache L(r,) beschreibt.
Dies beendet den Beweis des Satzes von McNaughton und Papert. O]

3.5 Logische Reduktionen

Graph-Zusammenhang und Erreichbarkeit sind
nicht FO-definierbar

Zur Erinnerung:
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Aus Satz 3.10 wissen wir, dass es keinen FO[<]-Satz ¢ gibt, so dass fiir jede
endliche lineare Ordnung B gilt: B ¢ <= |B| ist gerade. Unter
Verwendung von ,logischen Reduktionen“ konnen wir daraus folgern, dass
Zusammenhang von und Erreichbarkeit in Graphen nicht FO-definierbar
sind:

Satz 3.28. Sei E ein 2-stelliges Relationssymbol.

(a) Graph-Zusammenhang ist nicht FO-definierbar.

D.h.: Es gibt keinen FO[E]-Satz ¢ conn, so dass fiir jeden endlichen
ungerichteten Graphen G = (V9, E9) und die zugehérige* { E}-Struktur
A= (A EY) gilt: Al 0com < G ist zusammenhingend.

(b) Erreichbarkeit ist nicht FO-definierbar.

D.h.: Es gibt keine FO[E]-Formel ¢ geacn(,y), so dass fir alle endlichen
gerichteten Graphen A = (A, EA) und alle Knoten a,b € A gilt:

A E Vreach|a,b] < es gibt in A einen Weg von Knoten a zu

Knoten b.

Beweis.

(a): Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch und nutzen Satz 3.10.
Angenommen, ¢ con, ist ein FO[E]-Satz, so dass fiir jeden endlichen
ungerichteten Graphen G und die zugehorige { E'}-Struktur A gilt:

AE ©conn <= G ist zusammenhéngend. (3.13)

Idee: Nutze den Satz ¢ conn, um einen FO[<]-Satz 1) zu konstruieren, so
dass fiir jede endliche lineare Ordnung B = (B, <) gilt:

B4y <= |B]| ist gerade.

Von Satz 3.10 wissen wir, dass es einen solchen Satz v nicht geben kann.

Um den Satz ¢ zu konstruieren, ordnen wir jeder endlichen linearen
Ordnung B = (B, <P) mit B = {by,...,b,} und b <Bb, <B... <Fp,
(fiir n :=|B|) den Graphen Gg mit Knotenmenge B zu, dessen
Kantenmenge aus genau den Kanten zwischen b; und b, o, fiir alle 1 < n—2,
und einer zuséatzlichen Kante zwischen b; und b,, besteht.

2dh. A=VY9 und EA = {(u,v) : {u,v} € B9}
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Bles > Geo &) ) & W ¢

Bl > G OO ®

Man sieht leicht, dass Folgendes gilt:

Gp ist zusammenhingend <= |B| ist gerade. (3.14)
Sei nun &g (z,y) eine FO[<]-Formel, die besagt:
o y=u1x+2“ oder ,x =y+2“ oder
e 1z ist das kleinste und y ist das grofite Element bzgl. <“ oder
e . x ist das grofite und y ist das kleinste Element bzgl. <.

Klar: Eine solche FO[<]-Formel {g(, y) ldsst sich leicht formulieren
(Details: Ubung).

Ausgewertet in einer linearen Ordnung B ,simuliert“ die Formel {g(z, y)
gewissermaflen die Kantenrelation des Graphen Gg.

Sei nun ¢ der FO[<]-Satz, der aus dem FO[E]-Satz ¢ conn entsteht, indem
jedes Atom der Form F(z, z9) durch die FO[<]-Formel £g(21, 22) ersetzt
wird.

Der Satz v ist also gerade so konstruiert, dass beim Auswerten von ¢ in B
die Auswertung von ¢ con, in der zu Gg gehorenden { E'}-Struktur A
simuliert wird. Es gilt also fiir jede endliche lineare Ordnung B, den
ungerichteten endlichen Graphen Gg und die zugehorige { E'}-Struktur A:

BEy = A E ©conn

@ Ui ist zusammenhéangend
¢ |B| ist gerade.

Aber dies ist ein Widerspruch zu Satz 3.10.
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Somit muss unsere Annahme, dass der Satz @ o, existiert, falsch gewesen
sein. Dies beendet den Beweis von (a).

Folie 46

(b) folgt direkt aus (a), denn:
Angenommen @ pge,en(z,y) wire eine FO[E]-Formel, so dass fiir alle
gerichteten Graphen A = (A, E4) und alle Knoten a,b € A gilt:
A E ©Rreacn[a,b] <= es gibt in A einen Weg von Knoten a zu Knoten b.
Dann ist

¥ Conn = Va Vy QOReach(xv y)

ein FO[E]-Satz, der in einem gerichteten Graphen A genau dann erfiillt ist,
wenn A stark zusammenhéngend ist.

Insbesondere gilt dann fiir jeden ungerichteten Graphen G und die zu G
gehorende { E'}-Struktur A: A | @oonn <= G ist zusammenhéingend.
Dies ist ein Widerspruch zu (a).

Folie 47
Logische Reduktionen

Bemerkung 3.29.
Die im Beweis von Satz 3.28 benutzte Vorgehensweise ist unter dem Begriff
logische Reduktion bekannt.

Im Beweis von Teil (b) wurde gezeigt: Falls es eine FO[E]-Formel gibt, die
ausdriickt, dass Knoten y von Knoten x aus erreichbar ist, dann gibt es
auch eine FO[E]-Formel, die Graph-Zusammenhang definiert.

Somit wurde das Problem, einen FO[FE]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert, auf das Problem reduziert, eine
FO[E]-Formel zu finden, die ausdriickt, dass Knoten y von Knoten x aus
erreichbar ist.

Folie 48
Im Beweis von Teil (a) wurde das Problem, einen FO[<]-Satz zu finden, der
ausdriickt, dass eine endliche lineare Ordnung eine gerade Kardinalitét
besitzt, auf das Problem reduziert, einen FO[E]-Satz zu finden, der
Graph-Zusammenhang definiert.

D.h. es wurde gezeigt: Falls Graph-Zusammenhang FO-definierbar ist, so
ist auch die Aussage ,eine endliche lineare Ordnung besitzt eine gerade
Kardinalitat* FO-definierbar.
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