Ubung Logik und Komplexitat

Jens Keppeler

22. April 2015



Binarbaume

» Ein gewurzelter Baum G ist ein endlicher gerichteter Graph,
der als ungerichteter Graph ein Baum ist (d.h. der
ungerichtete Graph, der aus dem gerichteten Graphen G
entsteht, indem jede Kante durch eine ungerichtete Kante
ersetzt wird, ist ein Baum) und der einen Wurzelknoten
enthalt, von dem aus jeder andere Knoten uber einen
gerichteten Pfad erreichbar ist.



Binarbaume

» Ein gewurzelter Baum G ist ein endlicher gerichteter Graph,
der als ungerichteter Graph ein Baum ist (d.h. der
ungerichtete Graph, der aus dem gerichteten Graphen G
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» Wenn jeder Knoten von G entweder ein Blatt ist oder genau
zwei Kinder besitzt, so heiBt G voll.



Binarbaume

» Ein gewurzelter Baum G ist ein endlicher gerichteter Graph,
der als ungerichteter Graph ein Baum ist (d.h. der
ungerichtete Graph, der aus dem gerichteten Graphen G
entsteht, indem jede Kante durch eine ungerichtete Kante
ersetzt wird, ist ein Baum) und der einen Wurzelknoten
enthalt, von dem aus jeder andere Knoten uber einen
gerichteten Pfad erreichbar ist.

» Wenn jeder Knoten von G entweder ein Blatt ist oder genau
zwei Kinder besitzt, so heiBt G voll.

» Ein voller Baum, dessen Kantenmenge E in E;UE,
partitioniert ist, so dass jeder Knoten, der kein Blatt ist,
genau ein Kind in E; (sein erstes Kind) und ein Kind in £
(sein zweites Kind) besitzt, heiBt geordneter Binarbaum.



Binarbaume (Beispiel)

Ein geordneter Binarbaum:

Ei-Kanten:
E>-Kanten:



> -Baume

Sei X ein endliches (nicht-leeres) Alphabet.

» Ein X-Baum t = (B, \) besteht aus einem geordneten
Binarbaum B und einer Abbildung ), die jedem Knoten v von
B eine Beschriftung \(v) € ¥ zuordnet.



> -Baume

Sei X ein endliches (nicht-leeres) Alphabet.

» Ein X-Baum t = (B, \) besteht aus einem geordneten
Binarbaum B und einer Abbildung ), die jedem Knoten v von
B eine Beschriftung \(v) € ¥ zuordnet.

» Die Menge aller £-Baume bezeichnen wir mit Tx.



> -Baume

Sei X ein endliches (nicht-leeres) Alphabet.

» Ein X-Baum t = (B, \) besteht aus einem geordneten
Binarbaum B und einer Abbildung ), die jedem Knoten v von
B eine Beschriftung \(v) € ¥ zuordnet.

» Die Menge aller £-Baume bezeichnen wir mit Tx.

» Eine Baumsprache ist eine Teilmenge L von Tyx.



Y -Baume (Beispiel)

Sei ¥ ={0,1}. Sei t = (B, \) ein X-Baum mit
dem Binarbaum B:

@ @ und

V4) = )\(V5) = )\(VIO) =0 und
Ave) == A(v7) := A(wg) := A(wo) :==1

~— —
|| ||
/\/\



Y -Baume (Beispiel)

Sei ¥ ={0,1}. Sei t = (B, \) ein X-Baum mit
dem Binarbaum B: o

O ©
OO © O
e o und

A(vs) := A(vip) = 0 und
AMv7) = AMwg) = AMw) :=1



Baumautomaten

Ein (bottom-up) Baumautomat ist ein Tupel A := (Q, X, A, F),

wobei
» @ eine endliche Menge, Zustandsmenge
» > ein endliches Alphabet,
» FCQ Menge der akzeptierenden Zustande
» AC(Q?U{l}) xExQ Uberfiihrungsrelation

eine Relation

ist.



Baumautomaten

Ein (bottom-up) Baumautomat ist ein Tupel A := (Q, X, A, F),

wobei
» @ eine endliche Menge, Zustandsmenge
» > ein endliches Alphabet,
» FCQ Menge der akzeptierenden Zustande
» AC(Q?U{l}) xExQ Uberfiihrungsrelation

eine Relation

ist.

Falls A der Graph einer Abbildung ist, die auf ganz
(@2 U {L}) x X definiert ist, so heiBt A deterministisch,
ansonsten heiBt A nichtdeterministisch.



Baumautomaten (Beispiel)

Sei A :=(Q,X, A, F) ein Baumautomat mit
> Q - {q07 ql}
» ¥ ={0,1}
>

A= {(J‘7 O? qO)? (J—a 17 CI1)7
(q07 do, 07 CIO), (qla qo, 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql)a (qla a1, 07 q0)7
(qu qo, 17 ql)a (qlv do, 17 q0)7 (qu ai, 17 qO)a (qlv ai, 17 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(J—’ 07 qO)v (J—a 17 ql)a
(q07 qo, 07 qO)a (qla qo, 07 q1)7 (QO7 ai, 07 ql)a (qla qi, 07 qO)»
(q07 qdo, 17 ql)a (CIL qo, 17 q0)7 (CIO7 ai, 17 qO)a (CIL qi, 17 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(J-7 07 qo)v (J—a 17 ql)a
(q07 qo, 07 qO)a (qla qo, 07 q1)7 (QO7 ai, 07 ql)a (qla qi, 07 qO)»
(q07 qdo, 17 ql)a (CIL qo, 17 q0)7 (CIO7 ai, 17 qO)a (CIL qi, 17 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(J-7 07 qo)v (J—a 17 ql)a
(q07 qo, 07 qO)a (qla qo, 07 q1)7 (QO7 ai, 07 ql)a (qla qi, 07 qO)»
(q07 qdo, 17 ql)a (CIL qo, 17 q0)7 (CIO7 ai, 17 qO)a (CIL qi, 17 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(J—’ 07 qO)v (J—a 17 ql)a
(q07 qo, 07 qO)a (qla qo, 07 q1)7 (QO7 ai, 07 ql)a (qla qi, 07 qO)»
(q07 qdo, 17 ql)a (CIL qo, 17 q0)7 (CIO7 ai, 17 qO)a (CIL qi, 17 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

A = {(J—’ 07 q0)7 (J—v 17 ql)a
(q07 qo, 07 qO)a (qla qo, 07 ql)» (QO7 ai, 07 ql)a (qla qi, 07 qO)»
(q07 qdo, 17 ql)a (CIL qo, 17 q0)7 (CIO7 ai, 17 qO)a (CIL qi, 17 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (JH 17 ql);
(90, 90,0, 90), (g1, G0 0, q1), (o0, g1, 0, q1), (g1, g1, 0 qo),
(q07 qo, 17 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, 17 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(q01 qo, 07 qO); (q17 qo; 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql): (QL qi, 07 q0)7
(q07 qo, ]-7 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, ]-7 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(q01 qo, 07 qO); (q17 qo; 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql): (QL qi, 07 q0)7
(q07 qo, ]-7 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, ]-7 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(q01 qo, 07 qO); (q17 q0, 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql): (CI17 ai, 07 q0)7
(q07 qo, ]-7 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, ]-7 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(q01 qo, 07 qO); (q17 q0, 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql): (CI17 ai, 07 q0)7
(q07 qo, ]-7 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, ]-7 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(90, 90,0, 90), (g1, 9o 0, q1), (qo0, g1, 0, q1), (g1, g1, 0 qo),
(q07 qo, ]-7 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, 17 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(90, 90,0, 90), (g1, G0 0, q1), (o0, g1, 0, q1), (g1, g1, 0, qo),
(q07 qo, 17 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, 17 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(90, 90,0, 90), (g1, G0, 0, q1), (90, G1. 0. 91), (q1, g1, 0, qo),
(q07 qo, ]-7 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, ]-7 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(q07 qo0, 07 qO): (q17 qo, 07 q1)7 (q07 qi1, 07 ql): (QL qi1, 07 q0)7
(q07 qo, 17 ql): (qla q0, 17 q0)7 (q07 ai, 17 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)

A= {(—L7 07 q0)7 (J—a ]-7 CI1)7
(q07 qo0, 07 qO): (q17 qo, 07 q1)7 (q07 qi1, 07 ql): (QL qi1, 07 q0)7
(q07 qo, 17 ql): (q17 qo, 17 q0)7 (q07 ai, 17 qO): (q17 qi, 17 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)
qo € F

A= {(J—? 07 q0)> (J—a ]-7 ql):
(q07 qo, 07 QO), (q17 do, 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql): (CI17 qi, 07 q0)7
(q07 do, 17 q1)7 (CIL q0, 1a CIO), (q07 ai, 17 q0)7 (QL qi, ]-7 Ch)}



Baumautomaten (Beispiel)
qo € F

A= {(J—? 07 q0)> (J—a ]-7 ql):
(q07 qo, 07 QO), (q17 do, 07 q1)7 (q07 ai, 07 ql): (CI17 qi, 07 q0)7
(q07 do, 17 q1)7 (q17 do, ]-7 qO), (q07 ai, 17 q0)7 (q17 ai, ]-7 ql)}



Baumautomaten (Beispiel)

Hinweis: Oft kann es praktisch sein, die Zustandsrelation kompakt
aufzuschreiben. Zum Beispiel:

A ={(L,i,q;):i€{0,1}}U
{(gi,qj.¢,q«) : i,j,¢, k € {0,1},i+j+ ¢ = k mod 2}

anstatt

A= {(J-7 07 qO)? (J—7 17 CII)7
(q07 qo, 07 CIO)7 (q17 qo, 07 ql)? (q07 qi, 07 CI1)7 (QL qi1, 07 qO)?
(q07 qo0, ]-7 Q1)7 (q17 qo, ]-7 q0)7 (q07 qi1, ]-7 q0)7 (QL qi1, ]-7 Ch)}



Baumautomaten

Sei V(t) die Knotenmenge des Bindrbaums von t.

» Der Baumautomat A baut eine Funktion g : V(t) — Q auf,
die als Lauf von A auf t bezeichnet wird.



Baumautomaten

Sei V(t) die Knotenmenge des Bindrbaums von t.
» Der Baumautomat A baut eine Funktion g : V(t) — Q auf,
die als Lauf von A auf t bezeichnet wird.
» Zunachst wird jedem Blatt v mit Beschriftung a € ¥ ein
Zustand g(v) € Q mit (L, a,g(v)) € A zugewiesen.



Baumautomaten

Sei V(t) die Knotenmenge des Bindrbaums von t.

» Der Baumautomat A baut eine Funktion g : V(t) — Q auf,
die als Lauf von A auf t bezeichnet wird.

» Zunachst wird jedem Blatt v mit Beschriftung a € ¥ ein
Zustand g(v) € Q mit (L, a,g(v)) € A zugewiesen.

» Nun bestimmt A rekursiv den Zustand g(v) eines mit a € ¥
gefarbten Knotens v, der kein Blatt ist, aus den Zustanden
seines ersten und zweiten Kindes u1 und us. Dazu weist A
dem Knoten v einen Zustand g(v) € Q mit

(q(u1), q(u2),a,q(v)) € A zu.



Baumautomaten

Sei V(t) die Knotenmenge des Bindrbaums von t.

» Der Baumautomat A baut eine Funktion g : V(t) — Q auf,
die als Lauf von A auf t bezeichnet wird.

» Zunachst wird jedem Blatt v mit Beschriftung a € ¥ ein
Zustand g(v) € Q mit (L, a,g(v)) € A zugewiesen.

» Nun bestimmt A rekursiv den Zustand g(v) eines mit a € ¥
gefarbten Knotens v, der kein Blatt ist, aus den Zustanden
seines ersten und zweiten Kindes u1 und us. Dazu weist A
dem Knoten v einen Zustand g(v) € Q mit
(q(un). q(u2), 3, a(v)) € A zu.

> g ist ein aktzeptierender Lauf genau dann, wenn der
Zustand der Wurzel zu F gehort.

Anmerkung: Wenn A deterministisch ist, ist g eindeutig bestimmt;
ansonsten kann A viele Laufe auf t haben.



regulare Baumsprachen

» Ein X-Baum t wird von A genau dann akzeptiert, wenn es
(mindestens) einen akzeptierenden Lauf von A auf t gibt.



regulare Baumsprachen

» Ein X-Baum t wird von A genau dann akzeptiert, wenn es
(mindestens) einen akzeptierenden Lauf von A auf t gibt.

» Die vom Baumautomat A erkannte Baumsprache L(A) ist
die Menge aller £-Baume t, die von A akzeptiert werden.



regulare Baumsprachen

» Ein X-Baum t wird von A genau dann akzeptiert, wenn es
(mindestens) einen akzeptierenden Lauf von A auf t gibt.

» Die vom Baumautomat A erkannte Baumsprache L(A) ist
die Menge aller £-Baume t, die von A akzeptiert werden.

» Eine Baumsprache L heiBt regular, wenn es einen
Baumautomaten A gibt, der L erkennt.



regulare Baumsprachen

Frage: Welche Baumsprache wird von dem Baumautomaten
A:=(Q,X, A, F) ein Baumautomat mit

» @=1{q0,q1}
» ¥ ={0,1}
> F={qo}

A= {(J‘7 O? qO)? (J—a 17 q1)7
(q07 qo, 07 qO)a (q1> q0, 07 q1)7 (q07 ai, 07 CI1), (q1> qi, 07 q0)7
(qu qo, 17 ql)a (q1> q0, 17 q0)7 (q07 ai, 17 qO)a (qla qi, 17 Ch)}

erkannt?



Weiteres Beispiele:

» Sei ¥ ={0,1,2,3,4,5,6}. Gesucht ist ein deterministischer
Baumautomat Ag, der die folgende Klasse von X-Baumen
akzeptiert:

» Die Blatter sind jeweils mit einer Zahl aus ¥ beschriftet.

» Fur alle anderen Knoten v gilt: Der Knoten v ist mit der Zahl
aus X beschriftet, die sich aus der Summe der Beschriftungen
seiner Kinder modulo 7 ergibt.



> -Baume und Logik

Signatur: 7y := {E1, B2} U{P,: a € £} wobei
» E; und Ep 2-stellige und
» P, 1-stellige Relationssymbole

sind.



> -Baume und Logik

Signatur: 7y := {E1, B2} U{P,: a € £} wobei
» E; und Ep 2-stellige und
» P, 1-stellige Relationssymbole

sind. Ist t ein £-Baum mit Knotenmenge V/(t), Kantenmengen
E1(t) und Ex(t) und Beschriftungsfunktion A, so reprdsentieren wir
t durch die 7s-Struktur 2A;

» mit dem Universum V/(t)
» und den Relationen £ := E;(t) (fiir jedes i € {1,2})
» und P2t .= {v € V(t): \(v) = a} (Fiir jedes a € ).



> -Baume und Logik

Signatur: 7y := {E1, B2} U{P,: a € £} wobei
» E; und Ep 2-stellige und

» P, 1-stellige Relationssymbole

sind. Ist t ein £-Baum mit Knotenmenge V/(t), Kantenmengen

E1(t) und Ex(t) und Beschriftungsfunktion A, so reprdsentieren wir
t durch die 7s-Struktur 2A;

» mit dem Universum V/(t)
» und den Relationen £ := E;(t) (fiir jedes i € {1,2})

» und P2t .= {v € V(t): \(v) = a} (Fiir jedes a € ).
Beispiel: siehe Tafel



> -Baume und Logik

» Ein SO(rx]-Satz ¢ beschreibt eine Baumsprache L, wenn
gilt: L={te Ts : A = ¢}



> -Baume und Logik

» Ein SO(rx]-Satz ¢ beschreibt eine Baumsprache L, wenn
gilt: L={te Ts: A = ¢}

» Eine Baumsprache L C Ty heit MSO-definierbar, wenn es
einen MSO([7s]-Satz gibt, der L beschreibt.



> -Baume und Logik

» Ein SO(rx]-Satz ¢ beschreibt eine Baumsprache L, wenn
gilt: L={te Ts: A = ¢}

» Eine Baumsprache L C Ty heit MSO-definierbar, wenn es
einen MSO([7s]-Satz gibt, der L beschreibt.

Beispiele: Sei ¥ = {0,1}.
» Gesucht ist ein SO[7x]-Satz ¢, der die Klasse aller

{0, 1}-Baume beschreibt, fiir die gilt, dass jeder mit 1
beschriftete Knoten einen mit O beschrifteten Nachfolger hat.



> -Baume und Logik

» Ein SO(rx]-Satz ¢ beschreibt eine Baumsprache L, wenn
gilt: L={te Ts: A = ¢}

» Eine Baumsprache L C Ty heit MSO-definierbar, wenn es
einen MSO([7s]-Satz gibt, der L beschreibt.

Beispiele: Sei ¥ = {0,1}.
» Gesucht ist ein SO[7x]-Satz ¢, der die Klasse aller
{0, 1}-Baume beschreibt, fiir die gilt, dass jeder mit 1
beschriftete Knoten einen mit O beschrifteten Nachfolger hat.

» Welche Klasse aller {0, 1}-Baume beschreibt der folgende
Satz?

v (Pl(x) = v2((260 A ¥yv2((20) A By, 2) v Ealy,2)) > 2()) = 3y (20 A Po(y)))>



