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Aufgabe 1: (25 Punkte)
Fiir eine FO[o]-Formel ((7) mit k freien Variablen (fiir k > 1) sei p(A) := {a € A% : A = p(a)},
fiir jede o-Struktur 2A. Zeigen Sie, dass es eine Signatur ¢ gibt, so dass das folgende Problem
unentscheidbar ist.

QUERY CONTAINMENT PROBLEM FUR FO|o]
Fingabe: Eine Zahl k > 1 und FOlo]-Formeln ¢ und ¢ mit je k freien Variablen.
Frage:  Gilt fiir alle endlichen o-Strukturen 21: () C () 7

Aufgabe 2: (25 Punkte)
Eine Signatur ¢ nennen wir bindr, falls jedes Symbol in o ein Relationssymbol der Stelligkeit
2 ist.

Beweisen Sie folgende Verschéarfung des Satzes von Trakhtenbrot:

Es gibt eine endliche, binédre Signatur &, so dass das endliche Erfullbarkeitsproblem fiir FO[5]
unentscheidbar ist.

Hinweis: Uberlegen Sie sich eine geeignete Reprisentation beliebiger o-Strukturen durch kan-
tengefarbte Graphen, repréasentiert durch Strukturen tiber einer geeigneten binéren Signatur &.
Benutzen Sie die in der Vorlesung fiir o := {<,succ, 0, B, K, Z} bewiesene Unentscheidbarkeit
des endlichen Erfiillbarkeitsproblems fiir FO[o]-Satze, um die Unentscheidbarkeit des endlichen
Erfillbarkeitsproblems fiir FO[6]-Séitze zu beweisen.

Aufgabe 3: (8 + 8 +9 = 25 Punkte)
(a) Was driickt der folgende Satz in einem ungerichteten Graphen aus?

VX ((EIxX(x) A Tz —|X(x)) — Jzdy (X(x) N E(z,y) A ﬁX(y)))

(b) Sei ograph = {E£}, wobei E ein 2-stelliges Relationssymbol ist. Geben Sie einen MSO|[0¢raph)-
Satz an, der in einem ungerichteten Graphen G ausdriickt, dass G ein Baum ist.

(c) Geben Sie einen ESO[0¢raph]-Satz an, der in einem ungerichteten Graphen G ausdriickt,
dass G eine gerade Anzahl an Zusammenhangskomponenten enthalt.

— auf der ndchsten Seite geht’s weiter —



Aufgabe 4: (13 + 12 = 25 Punkte)
Die fur diese Aufgabe notigen Definitionen zu Baumautomaten und reguldren Baumsprachen
finden Sie unten.

(a) Sei ¥ = {a,b} und sei L C T% die Baumsprache, die aus allen 3-Baumen besteht, in denen
jedes Blatt gerade Hohe hat. Hierbei sei die Héhe eines Blattes b definiert als die Anzahl
der Kanten auf einem gerichteten Pfad von der Wurzel zu b. Zeigen Sie, dass L regular ist.

(b) Sei X ein endliches Alphabet. Zeigen Sie, dass Folgendes gilt: Wenn L; C Ty, und Ly C Ty,
regular sind, so ist auch Ly := L; U Ly regulér.

Definitionen

Binarbaume. Ein gewurzelter Baum G ist ein endlicher gerichteter Graph, der als ungerich-
teter Graph ein Baum ist (d.h. der ungerichtete Graph, der aus dem gerichteten Graphen G
entsteht, indem jede Kante durch eine ungerichtete Kante ersetzt wird, ist ein Baum) und der
einen Wurzelknoten enthélt, von dem aus jeder andere Knoten tiber einen gerichteten Pfad er-
reichbar ist. Wenn jeder Knoten von G entweder ein Blatt ist oder genau zwei Kinder besitzt,
so heifit G' voll. Ein voller Baum, dessen Kantenmenge F in E; U E, partitioniert ist, so dass
jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau ein Kind in F; (sein erstes Kind) und ein Kind in F,
(sein zweites Kind) besitzt, heiit geordneter Bindrbaum.

Y-Bdume. Sei X ein endliches (nicht-leeres) Alphabet. Ein ¥-Baum t = (B, \) besteht aus
einem geordneten Bindrbaum B und einer Abbildung A, die jedem Knoten v von B eine Beschrif-
tung A(v) € ¥ zuordnet. Die Menge aller ¥-Béume bezeichnen wir mit Tyx. Eine Baumsprache
ist eine Teilmenge L von Tx.

Baumautomaten und regulidre Baumsprachen. Analog zu den endlichen Automaten aus
der Theorie der formalen Sprachen, definieren wir Automaten, die >-Baume verarbeiten. Ein
(bottom-up) Baumautomat ist ein Tupel A = (Q, %, A, F'), wobei @ eine endliche Menge, ¥
ein endliches Alphabet, F C Q und A C (Q* U {L}) x ¥ x @ eine Relation ist. @ heifit
Zustandsmenge, F heiBt Menge der akzeptierenden Zustinde und A heifit Uberfihrungsrelation
von A. Falls A der Graph einer Abbildung ist, die auf ganz (Q* U {L}) x X definiert ist,
so heifit A deterministisch, ansonsten heifit A nichtdeterministisch. Intuitiv kénnen wir uns
vorstellen, dass A einen Y»-Baum ¢ von den Blattern ausgehend verarbeitet und sich dabei auf
die Wurzel zubewegt. Sei V (t) die Knotenmenge des Bindrbaums von ¢. Dabei baut A eine
Funktion ¢ : V(t) — @ auf, die als Lauf von A auf t bezeichnet wird. Wenn A deterministisch
ist, ist ¢ eindeutig bestimmt; ansonsten kann A viele Laufe auf ¢ haben. Zunéchst wird jedem
Blatt v mit Beschriftung a € 3 ein Zustand ¢(v) € @ mit (L,a,q(v)) € A zugewiesen. Nun
bestimmt A rekursiv den Zustand ¢(v) eines mit a € ¥ gefarbten Knotens v, der kein Blatt ist,
aus den Zustidnden seines ersten und zweiten Kindes u; und us. Dazu weist A dem Knoten v
einen Zustand ¢(v) € @ mit (q(u1),q(uz),a,q(v)) € A zu. Wenn schlielich alle Knoten von ¢
durch ¢ mit Zustdnden markiert sind, prift A, ob der Zustand ¢(w) an der Wurzel w von t zur
Menge F' gehort. Falls ja, so ist q ein akzeptierender Lauf, ansonsten ist q ein verwerfender Lauf.
Ein ¥-Baum t wird von A genau dann akzeptiert, wenn es (mindestens) einen akzeptierenden
Lauf von A auf ¢ gibt. Die vom Baumautomat A erkannte Baumsprache L(A) ist die Menge
aller X-Baume ¢, die von A akzeptiert werden. Eine Baumsprache L heif3t reguldr, wenn es einen
Baumautomaten A gibt, der L erkennt.



