Kapitel 2

Intervall-Petrinetze

In diesem Kapitel werden wir die Intervall-Petrinetze studieren: Nach der
Einfithrung dieser zeitabhéngigen Petrinetze werden wir Variationen der Re-
geln, die die Zustandséinderungen definieren, diskutieren. Anschliefend be-
weisen wir die Giiltigkeit eines Algorithmus zur Reduktion des Zustands-
raumes eines beliebigen Intervall-Petrinetzes und studieren das dynamische
Verhalten des zeitabhéngigen Petrinetzes sowohl in qualitativer als auch in
quantitativer Hinsicht.

2.1 Grundbegriffe

Intervall-Petrinetze entstehen aus klassischen Petrinetzen, indem jeder Tran-
sition t einen Intervall [a;, b;] zugeordnet wird. Ist eine Transition konzessio-
niert, darf sie nicht sofort schalten. Sie darf frithestens nach a; Zeiteinheiten
schalten und muss nach spétestens b; Zeiteinheiten geschaltet haben, es sei
denn, sie hat ihre Konzession verloren. Dies geschieht, wenn eine andere
Transition schaltet, die mit ¢ einen gemeinsamen Vorplatz hat. Dabei sind
die Zeitpunkte a; und b, relativ zu der letzten Konzessionierung von ¢. Die
Zeit a; ist also die frithest mogliche Schaltzeit fiir ¢ und wird deshalb earliest
firing time von t (kurz: eft(t) ) genannt. b, ist die spétest moglich Schaltzeit
fiir t und heift latest firing time von t (kurz: [ ft(t)). Die Zeit wird mit reellen
Zahlen modelliert, wobei die Intervallgrenzen nichtnegative rationale Zahlen
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30 KAPITEL 2. INTERVALL-PETRINETZE

sind, bzw. kann b; auch oo sein. Das Schalten einer Transition findet zeitlos
statt.

Definition 2.1 (Intervall-Petrinetz) Das 6-Tupel Z = (P,T,F,V,mq, I)
heifst Intervall-Petrinetz (kurz: IPN), falls

o das 5-Tupel S(Z) = (P, T, F,V,mg) ein Petrinetz ist und

o [:T — Qf x (Qf U{oo}) die Intervallfunktion ist mit
I, (t) < Iy(t) fiir jedest € T, wobei I1(t) = (I1(t), I2(t) ).

Beispiel 2.1

[0.1]1 [1,3]

Abbildung 2.1: Das Intervall-Petrinetz Z,

Das klassische (zeitlose) Petrinetz S(Z) nennen wir das Skelett von Z. Durch
eine (vielfache) Verkleinerung der Zeiteinheit kann erreicht werden, dass alle
Intervallgrenzen natiirliche Zahlen sind bzw. co. Der grofite, passende ., Ver-
kleinerungsfaktor® ist das kgV aller Grenzen der Intervalle, ausgenommen
oo. Die neuen Intervallgrenzen erhalten wir, indem die alten mit dem ,,Ver-
kleinerungsfaktor® multipliziert werden. Offensichtlich sind die neuen Inter-
vallgrenzen natiirliche Zahlen. Somit sei ab sofort 0.B.d.A. der Wertebereich
der Intervallfunktion die Menge N x (N U {oco}).
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Mit der zusétzlichen Einfiihrung des Faktors Zeit ist eine Markierung nicht
ausreichend, um vollstandig die (momentane) Situation in einem Intervall-
Petrinetz zu beschreiben. Der Grund dafiir ist, dass die Verteilung der Mar-
ken auf den Plidtzen die Konzessionierung bzw. Nichtkonzessionierung der
Transitionen bestimmt. Damit liefert eine Markierung die Information, wel-
che Transitionen bei ihr konzessioniert sind. Uber die Dauer der Konzessio-
nierung erhélt man jedoch keine Informationen. Deshalb wird eine weitere
Markierung eingefiihrt. Sie ordnet jeder konzessionierten Transition die Zeit
zu, die seit ihrer letzten Konzessionierung vergangen ist. Transitionen, die
nicht konzessioniert sind, ordnet sie den Wert g zu. Da die erste Markie-
rung sich auf die Situation der Plédtze bezieht, nennen wir sie jetzt Platzmar-
kierung (kurz: p—Markierung). Die zweite, die die Situation der Transitio-
nen beschreibt, heifit Transitionsmarkierung (kurz: t-Markierung). Das Paar
(p-Markierung, t-Markierung), Zustand genannt, kann jetzt vollstandig eine
momentane Situation im zeitabhéngigen Petrinetz beschreiben. Die exakten
Definitionen sind:

Definition 2.2 (p-Markierung) Sei P die Platzmenge eines Intervall-Pe-
trinetzes Z. Jede Funktion m : P — N heifit p-Markierung in Z.

Offensichtlich ist eine p-Markierung im Intervall-Petrinetz Z eine Markierung
im klassischen Petrinetz S(Z).

Definition 2.3 (t-Markierung) SeiT die Transitionsmenge eines Intervall-
Petrinetzes Z. Jede Funktion h: T — R{ U {£} heifit t-Markierung in Z.

Definition 2.4 (Zustand) Sei Z = (P, T, F,V,my, I) ein Intervall-Petrinetz,
m eine p-Markierung und h eine t-Markierung in Z. Dann heifit das Paar
z = (m,h) ein Zustand in Z, falls

e Vit ((teT Nt £m) — h(t) =#).
e Vi ((teT Nt <m) — (h(t) RS A h(t) <Ift(t)) ).
Wie zu sehen ist, kann nicht jedes beliebige Paar aus einer p-Markierung

und einer t—Markierung einen Zustand im Intervall-Petrinetz definieren. Wir
nennen nur solche Paare (m, h) einen Zustand, die zueinander passen. Dies
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ist der Fall, wenn die Zeit h(t) einer Transition eine bestimmte Zeit (und
nicht £) genau dann anzeigt, wenn sie bei m konzessioniert ist. Dariiber hin-
aus betrachten wir fiir jede Transition die Zeit bis zu ihrer spétest moglichen
Schaltzeit. Das stellt keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar.

0 , falls ¢t~ <myg
# , falls t= £ myg

nennen

Den Zustand z, := (m,, h,) mit h,(t) = {

wir Anfangszustand von Z.

Als Anfangszustand kann man natiirlich auch andere Zeiten fiir die t--Markierung
wihlen. Wie wir spéter sehen werden, brauchen wir andere Anfangszustédnde
bei der Modellierung und Analyse metabolischer Systeme.

Bis jetzt haben wir die statische Seite eines Intervall-Petrinetzes eingefiihrt.
Die Dynamik wird, wie bereits bei den klassischen Petrinetzen, durch die
Schaltregel festgelegt. Eine momentane Situation kann sich in einem Intervall-
Petrinetz dndern, indem sich die p-Markierung oder die t-Markierung &ndert.
Diese Anderung der p-Markierung wird, wie bei den klassischen Petrinetzen,
durch Schalten von Transitionen erreicht. Im Allgemeinen dndert sich dabei
auch die t-Markierung. Dariiber hinaus dndert sich die t-Markierung eines
Zustandes (und damit der Zustand) auch, wenn nur Zeit vergeht.

Bevor wir die Zustandsdnderungsregeln definieren, fithren wir noch die Be-
zeichnung schaltbereite Transition ein. Damit soll der Begriff konzessionierte
Transition in zwei Stufen verfeinert werden: Transitionen, die konzessioniert
sind, aber ihre eft noch nicht erreicht haben, und Transitionen, die konzes-
sioniert sind, und ihre eft jedoch bereits schon erreicht oder iiberschritten
haben:

Definition 2.5 (Schaltbereit) Fine Transition t in einem Intervall-Petri-
netz Z heifit schaltbereit in dem Zustand z = (m, h), falls

e ¢ konzessioniert in S(Z) ist und

o h(t) > eft(t).

1. Zustandsidnderungsregel:
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Definition 2.6 (Schalten) Sei t eine Transition und z = (m,h) ein Zu-
stand in dem Intervall-Petrinetz Z. Dann kann t im Zustand z schalten, falls
t schaltbereit in z ist. Nach dem Schalten befindet sich das Intervall-Petrinetz
in dem Nachfolgezustand 2" = (m/, h') mit

o m :=m+ At

# L falls t— £Lm
- < - <m
o Vi (teT — W(t) = Wt) . fails Iitr;:n;_/\@t SmA )
0 , sonst

Wir bezeichnen die Zustandsinderung vom Zustand z in den Zustand 2z’

durch das Schalten der Transition # mit z —— 2.

Durch die Schaltregel wird Folgendes festgelegt:

e Falls zwei Transitionen mit mindestens einem gemeinsamen Vorplatz
konzessioniert sind und eine dieser Transitionen schaltet, wird in dem
Fall, dass die andere Transition immer noch konzessioniert ist, ihre
Zeit neu gezahlt. Das ist die Definition der Intervall-Petrinetze, die
von Merlin in [Mer74] eingefiihrt wurde. Natiirlich kann man hier Mer-
lins Schaltregel auch so definieren, dass die Zeit aller Transitionen, die
in dem Nachfolgezustand immer noch konzessioniert sind, weiter geht.
Eine weitere Moglichkeit wire, dass auch eine mehrfache Konzessionie-
rung einer Transition zugelassen wird.

e Das Schalten selbst findet zeitlos statt. Diese Festlegung, die auf dem
ersten Blick wie eine Einschréankung erscheint, ist eigentlich keine. Wir
kénnen ndmlich dem Schalten jeder Transition auch eine gewisse Zeit-
dauer zuordnen. Solche zeitabhéingigen Petrinetze lassen sich letztend-
lich durch die Intervall-Petrinetze simulieren. Dies wird jedoch erst im
néchsten Kapitel diskutiert.

2. Zustandsinderungsregel:

Definition 2.7 (Zeitfortlauf) Seir eine nichtnegative reelle Zahl und z =
(m, h) ein Zustand in dem Intervall-Petrinetz Z. Dann kann vom Zustand z
aus i Z die Zeit T vergehen, falls gilt:
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Vi ((teTARE) £ #) — h(t) +7 < Lft(t) ).

Nach dem Verlauf der Zeit T befindet sich das Intervall-Petrinetz in dem
Zustand 2’ = (m/, h') mit

o m' :=m,

h(t)+7 , falls t— <m’

OVt(tETﬁh’(t)::{# Challs £ ).

Die Zustandsénderung vom Zustand z in den Zustand z’ durch den Fortlauf
der Zeit um 7 Zeiteinheiten bezeichnen wir mit z — 2’

Diese zweite Zustandsédnderungsregel besagt, dass bei allen konzessionierten
Transitionen die Zeit gleich schnell vergeht. Das bedeutet allerdings nicht,
dass sie immer gleichméfig schnell vergehen muss.

Man kann sich die Intervall-Petrinetze auch als klassische Petrinetze vorstel-
len, an deren Transitionen je eine Uhr angebracht ist. Die Uhr ist ausgeschal-
tet, sofern die Transition nicht konzessioniert ist. Ansonsten zeigt sie die Zeit
seit ihrer letzten Konzessionierung an. In jedem Zustand z = (m,h) kann
die t-Markierung als Modell dieser Uhren interpretiert werden: Die abgestell-
te Uhr der Transition ¢ wird durch A(t) = # modelliert. Falls die Uhr der
Transition ¢ lduft, so zeigt sie im Zustand z die Zeit h(t) an.

Zum Schluss dieses Abschnitts sei noch gesagt, dass jedes klassische Petri-
netz auch als Intervall-Petrinetz darstellbar ist, indem jeder Transition das
Intervall [0, co] zugeordnet wird. Fiir die Transition ¢ bedeutet [ft(t) = oo
das Nichtvorhandensein von Schaltzwang wéhrend ihrer gesamten Konzes-
sionierung. Sie kann beliebig spat nach eft(t) Zeiteinheiten nach ihrer Kon-
zessionierung schalten, sofern sie noch konzessioniert ist.

2.2 Zustandsraum

Im Folgenden werden wir einige Bezeichnungen vereinbaren, die es uns ermogli-
chen, die Grundbegriffe erreichbarer Zustand und Zustandsraum eines Inter-
vall-Petrinetzes analog und konsistent zu den entsprechenden Begriffen in
der klassischen Petrinetztheorie zu definieren:
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Sei Z = (P,T,F.V,m,, I) ein beliebiges Intervall-Petrinetz. Sei 0 = t;---t,
eine Sequenz von Transitionen aus 7. Ob jetzt diese Transitionssequenz eine
Schaltsequenz in Z ist, hdangt nicht allein von der Konzessionierung der Tran-
sitionen ab. Bevor eine Transition ¢ im Intervall-Petrinetz schaltet, muss sie
»alt genug® sein, was bedeutet, dass sie mindestens eft(t) Zeiteinheiten kon-
zessioniert gewesen sein muss. Das wiederum bedeutet, dass zwischen dem
Schalten zweier Transitionen im Allgemeinen immer eine gewisse Zeit ver-
gangen sein muss. Sei 7 =7y ... 7, mit 7; € Ra’ eine Sequenz von Zeiten. Die
Sequenz o(7) = Tt17y + - - Tut, nennen wir dann einen Ablauf (run) von o.

Definition 2.8 (realisierbarer Ablauf) Sei Z = (P, T, F.V,m,,I) ein be-
liebiges Intervall-Petrinetz, z = (m, h) ein Zustand in Z und o (1) = 11t 72ty

-+ oty ein Ablauf von o. o(7T) schaltet von z nach 2', (kurz: z o) 2') wenn
gilt:

Anfang o0 =¢

Zz =z

Schritt o = 7'1t1 s TntnTn+1tn+1

Es existieren die Zustinde z* und z** in Z, so dass

Tit1 - Tnin Tn+1 tn+1
g — 2" und ¥ ——2" und 7 —— 7.

o () heifst realisierbarer Ablauf von z in Z, falls ein Zustand 2’ existiert und
o(T) schaltet von z nach 2.

o (1) heifit realisierbarer Ablauf in Z, falls o(T) realisierbarer Ablauf von z
m Z ist.

~.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass wenn o (7) ein realisierbarer Ablauf

in dem Intervall-Petrinetz Z ist, so ist ¢ eine Schaltsequenz in seinem Skelett
S(2).

Definition 2.9 (Schaltsequenz) Eine Transitionsequenz o heifit Schaltse-
quenz in dem Intervall-Petrinetz Z, falls ein realisierbarer Ablauf o(7) in Z
ezistiert.
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Definition 2.10 (erreichbarer Zustand) Fin Zustand z heifst erreichbar
in dem Intervall-Petrinetz Z, falls eine Schaltsequenz o in Z existiert mit
20 L> zZ.

Definition 2.11 (Zustandsraum) Die Menge RSz aller in dem Intervall-
Petrinetz erreichbaren Zustinde heifit der Zustandsraum von Z.

Definition 2.12 (erreichbare Platzmarkierung) Eine p-Markierung m
in einem Intervall-Petrinetz Z heifst erreichbar, wenn ein erreichbarer Zu-
stand z in Z existiert mit z = (m, h).

Mit Rz bezeichnen wir die Menge aller in Z erreichbaren p-Markierungen.

Die Zeit schriankt im Allgemeinen das Verhalten des Petrinetzes S(Z) ein.
Die Menge der erreichbaren p-Markierungen des zeitabhingigen Petrinet-
zes ist demzufolge eine Teilmenge des Zustandsraumes seines Skelettes, d.h.
Rz C Rg(z). Die Einschrinkung ist eine Folge des Schaltzwangs, der durch
die oberen Intervallgrenzen der Transitionen definiert ist.

Vorausgesetzt, allen Transitionen in einem Intervall-Petrinetzes wird jeweils
das Intervall [0, co] zugeordnet, dann sind die Mengen der erreichbaren Mar-
kierungen in Z und des Zustandsraumes seines Skelettes gleich, d.h. Rz =
Rg(z). Diese Aussage ist eine hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit die-
ser beiden Mengen. Wie wir spéter sehen werden, ist sie allerdings nicht
notwendig.

2.3 IPN - Berechenbarkeit

Im 1. Kapitel haben wir gesehen, dass es Algorithmen gibt, die nicht mit
klassischen Petrinetzen darstellbar sind, d.h. Petrinetze haben eine kleinere
Beschreibungskraft als Turingmaschinen.

Durch die Zuordnung der Zeit zu klassischen Petrinetzen und die Modifizie-
rung der Schaltregel haben wir eine neue Art von Petrinetzen eingefiihrt —
die Intervall-Petrinetze. In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass sie
dquivalent zu den Turingmaschinen sind. Das werden wir zeigen, indem wir
nachweisen, dass jede zahlentheoretische Funktion, die sich mit einer Zahler-
maschine berechnen 148t, auch mit einem Intervall-Petrinetz berechenbar
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ist. Da die Zahlermaschinen #dquivalent zu den Turingmaschinen sind (vgl.
[HMUO02]), ist auch die Aquivalenz zwischen Intervall-Petrinetzen und Tu-
ringmaschinen gezeigt.

Wie in [HU93] fithren wir zuerst die Z&hlermaschinen informal ein: Die Zéhler-
maschinen sind off-line Turingmaschinen!, deren Speicherbénder, auch Kel-
ler genannt, einseitig unendlich sind. In jedem Keller kann eine natiirliche
Zahl gespeichert werden, weshalb sie wiederum auch Zahler genannt wer-
den. Eine gespeicherte Zahl kann inkrementiert bzw. dekrementiert werden.
Wir koénnen testen, ob eine Zahl gleich Null ist. Nur positive Zahlen kénnen
dekrementiert werden.

Wie w.a. in [HU93] bzw. in [HMUO02] bewiesen ist, kann eine Zahlermaschi-
ne mit 2 Zahlern eine beliebige Turingmaschine simulieren. Weiterhin ist in
[HMUO02| die Aquivalenz zwischen Turingmaschinen und realen Computern
gezeigt worden. Daraus entnehmen wir die Betrachtung der Zahlermaschine
als eine endliche Menge von Zahlern und ein Programm, das die Arbeitsweise
der Zahlermaschine definiert. Formal 148t sich das folgendermafien darstellen:

Eine Zahlermaschine ist durch eine endliche Menge von Zihlern K = (K7,
-+, Kj), und durch ein Programm gegeben. In jedem Zahler K; kann je
eine natiirliche Zahl gespeichert werden. Das Programm ist eine endliche Li-
ste eindeutig markierter Befehle, in dem der Befehl ’start” genau einmal und
der Befehl ’halt’mindestens einmal vorkommt. Es gibt 4 Typen von Befehlen:

Notation Wirkungsweise
des Befehls des Befehls
0: start : 1 Starte das Programm; Gehe zum Befehl Nr. I;

1 : halt Stoppe das Programm;

1: INC(i) : x K, := K, + 1; Gehe zum Befehl Nr. r;

1: DEC(i) : v : s | Wenn K; = 0 ist, dann gehe zum Befehl Nr. r;
sonst K; := K; — 1; Gehe zum Befehl Nr. s:

'Eine off-line Turingmaschine ist eine mehrbindige Turingmaschine, deren Eingabe-
band nur gelesen werden darf. Eine off-line Turingmaschine kann jede beliebige Turingma-
schine simulieren.
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Diese formale Definition der Z&hlermaschine findet man auch in [Sta80]. Die
erste Zahl in einem Befehl ist die Nummer des Befehls, die ihn eindeutig
markiert. Jeder der 4 Befehle ldsst sich durch ein (kleines) Intervall-Petrinetz
simulieren. In [Sta80] wurde gezeigt, dass die ersten drei Befehle mit je ei-
nem klassischen Petrinetz simulierbar sind, der vierte nicht jedoch. Wir folgen
prinzipiell der dort beschriebenen Vorgehensweise, modifizieren allerdings die
Modellierung fiir Intervall-Petrinetze und vervollstdndigen sie mit einem Mo-
dell fiir den 4. Befehl:

Dabei modellieren wir jede Nummer [ eines Befehls mit einem Platz p;. Der
Platz wird genau dann markiert, wenn der entsprechende Befehl ausgefiihrt
wird. Weiterhin ordnen wir jedem Zéahler K; einen Platz w; zu. Beim Ablauf
des Berechnungsprozesses soll dabei stets m(w;) = K; fiir die aktuelle p-
Markierung m des Netzes gelten.

Die einzelnen Befehle modellieren wir wie folgt:

Notation Modell des Befehls
des Befehls als Intervall-Petrinetz

0: start: 1 @pl

l: halt t [0.11

1: INC(i): v @pr
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Notation Modell des Befehls
des Befehls als Intervall-Petrinetz

Py
t, T [2.3] t, Tm

1: DEC(i) :r:s Opf @PS k

Die Intervalle fiir die Modelle des zweiten und des dritten Befehls sind zufillig
ausgesucht. Sie konnen durch jedes zuléssige Intervall ersetzt werden.

Im Modell des vierten Befehls ist indessen zu beachten, dass durch die In-
tervalle die Transition to priorisiert wird. Dadurch wird ein Konflikt zwi-
schen den Transitionen ¢; und ¢, immer zu Gunsten von t, entschieden.
Das erreicht man, indem die Intervallgrenzen derartig gesetzt werden, dass

Lft(ts) < eft(ty) gilt.

Definition 2.13 (ZM-berechenbar) Sei f jetzt eine n-stellige zahlentheo-
retische Funktion. f wird von einer Zihlermaschine mit k Zihlern { Ky, - - - , Ky}
berechnet, wenn k > n ist und wenn fir jedes n-Tupel (x1,--- ,x,) von
natiirlichen Zahlen gilt: Die Zdhlermaschine, gestartet mit Zihlerstand,

oo @ falls 1<i<n
10 falls n<i<k’

Fall 1. erreicht nach endlich vielen Schritten ein ’halt’, falls (x1,--- ,x,) im
Definitionsbereich von f liegt. Danach befindet sich im 1. Zihler K,
der Wert f(xy, - ,xp).

Fall 2. erreicht nie ein "halt’, falls (xq,- - -, x,) nicht im Definitionsbereich von
f liegt.

Die IPN-Berechenbarkeit wird analog zu der PN-Berechenbarkeit definiert:



40 KAPITEL 2. INTERVALL-PETRINETZE

Definition 2.14 (IPN-berechenbar) Fine beliebige, n-stellige, zahlentheo-
retische Funktion. f heifit Intervall-Petrinetz-berechenbar (IPN-berechenbar),
falls es ein initiales Intervall-Petrinetz Z; = (Py, Ty, Iy, Vf,If,mg) gibt, so

dass fir jedes beliebige n—Tupel (x1,-- ,x,) € N" und fir das markierte
Intervall-Petrinetz Z% = (Py, Ty, Fy, Vi, I, m{’™), wobei die Markierung m{*
das n-Tupel x = (x1,- -, x,) modelliert, gilt:

. Fall Wenn (x4, ,x,) im Definitionsbereich von f liegt, stoppt das Intervall-
Petrinetz Z§ und liefert den Wert f(xy,--- ,x,), d.h. ZF befindet sich
in einem Zustand z/@vm) - der eineindeutig der natirlichen Zahl
f(z, -+, x,) zugeordnet ist, und ZF kann nicht mehr schalten.

. Fall Wenn (xy,--- ,x,) nicht im Definitionsbereich von f liegt, stoppt das
Intervall-Petrinetz Z7 nie, d.h. fir jeden Zustand z mit z s 2 emi-

stiert immer eine nichitnegative reelle Zahl T und mindestens eine Tran-

sitiont € T und z - —.

Aus den letzten Ausfithrungen ist leicht zu folgern, dass jede mit einer Zahler-
maschine berechenbare Funktion auch IPN-berechenbar ist und umgekehrt.
Wir verzichten deshalb darauf, dies formal zu beweisen. Die Idee dabei ist,
dass in dem Intervall-Petrinetz eine Transition genau dann schalten kann,
wenn mindestens ein p; -Platz markiert ist. Da aber bei jeder erreichbaren
p-Markierung hochstens ein p; -Platz eine Marke besitzt, kann hochstens eine
Transition schalten und zwar genau diese, die den ¢ -ten Befehl modelliert.

Damit a8t sich zusammenfassen:

Satz 2.1 Sei [ eine beliebige n-stellige zahlentheoretische Funktion. Dann
gilt: f ist genau dann turingberechenbar, wenn f IPN-berechenbar ist.

Der Beweis folgt aus der Aquivalenz zwischen Turingmaschinen und Zéhler-
maschinen.

Im néchsten Beispiel geben wir zwei Funktionen an — eine totale und eine
partielle — die die oben genannte Aquivalenz zwischen der Turingberechen-
barkeit und der IPN-Berechenbarkeit veranschaulichen. Das Programm der
jeweiligen Zahlermaschine iibersetzen wir mit Hilfe der oben angefiihrten
Modellierung der vier moglichen Programmbefehle in ein Intervall-Petrinetz:
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Beispiel 2.2 Betrachten wir zundchst die Addition zweier natirlichen Zah-
len. Sie ist eine 2-stellige totale zahlentheoretische Funktion. Das initiale
Intervall-Petrinetz  Zy ist aus dem Zihlermaschinenprogramm konstruiert

worden. Dabei gilt fiir mg:

mi(p1) =1, m(p2) = m{(ps) = 0 =m(w1) = m{(w2)

f(x1,22) = 21 + 22

Zahlermaschinen- Intervall-Petrinetz-
programm, modell

O:sart: 1

1. DEC(2):3:2
2:INC(1):1
3: halt

Betrachten wir das Paar (z1,x2) = (2,3). Dann ,entsteht” das Intervall-
Petrinetz Z§, das die Funktion f an der Stelle (2,3) berechnet, aus dem

Netz Zy, indem die initiale p-Markierung mg Lerginzt® wird zu mg’z mat
e (p)y =ml(p:) firi=1,2,3 Lo (wy) =2, mI*(w,) =3
my (pl) m0<pz) fUTZ 14,9, My (wl) » My <w2> :

Die einzige Schaltsequenz in dem Netz Zy ist totstotstotstits. Danach gibt
es keine konzessionierte Transition mehr, d.h. Z; hdlt in einem Zustand
z = (m, h) mit m(wy) = mo(wy) + mo(wz) an, und damit ist in diesem Fall
m(wy) = 5.
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Jetzt betrachten wir die Subtraktion zweier natirlichen Zahlen als eine 2-
stellige partielle Funktion. Diese wird wie folgt definiert:

(21, 72) = T — X , falls ©1 > x
I\ILL2) = picht def. , sonst '

Das wnitiale Intervall-Petrinetz Z, ergibt sich aus dem ZM-Programm einer
ZM mit zwei Zihlern, die die Funktion g berechnet:

g($17 $2) =T — T2

O:start: 1 Z:
1. DEC(2):3:2
22DEC(1):2:1

3: halt

Aus dem initialen Intervall-Petrinetz Z, laft sich das Intervall-Petrinetz Z]
fir jedes Paar x = (x1,xq) ableiten: Die initiale p-Markierung m™ des
Intervall-Petrinetzes Z7 mit (v1,72) = (2,3) ist dann

my*(p;) =m§(p;) firi=1,2,3, m§*(w) =2, m§*(wy) = 3.
Das Intervall-Petrinetz Z7 hilt genau dann an, wenn mo(w1) > mo(ws) dst.

Bei der p-Markierung m{™ hilt das Netz Z; nie an — es schaltet zuerst die
Schaltsequenz totstotsts und anschlieffend unendlich oft ts.

2.4 Reduktion des Zustandsraumes

Der Zustandsraum eines Petrinetzes, sowohl eines zeitlosen als auch eines
zeitabhéngigen, beinhaltet das Wissen iiber sein gesamtes Verhalten. Im All-
gemeinen ist ein explizites Kennen des Zustandsraumes unabdingbar, um
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dynamische Eigenschaften eines Netzes zu studieren. Andererseits ist der Zu-
standsraum eines beliebigen Netzes iiblicherweise unendlich. Eine Reduktion
dieses Raumes, der beziiglich der Netzeigenschaften invariant ist, ist daher
wiinschenswert. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass sie auch moglich
ist.

Wir werden zunéchst eine parametrische Beschreibung des Zustandsraumes
eines beliebigen Intervall-Petrinetzes geben und anschlieend reduzieren. Da-
bei werden wir Bedingungen angeben, die sowohl notwendig als auch hinrei-
chend sind, um einen unendlichen Zustandsraum zu einem endlichen zu re-
duzieren. Der reduzierte Raum, falls er endlich ist, kann unter anderem auch
fiir Model Checking benutzt werden. Dariiber hinaus liefert er Moglichkeiten
zur quantitativen Analyse des Intervall-Petrinetzes, die ansonsten nur mit
parametrischem Model Checking durchfiihrbar wére.

Weiterhin ermdoglicht der reduzierte Zustandsraum die Definition des Be-
griffes Erreichbarkeitsgraph eines Intervall-Petrinetzes, den wir im néchsten
Abschnitt betrachten werden. Fiir den Fall, dass der Erreichbarkeitsgraph
endlich ist, geben wir effiziente graphentheoretische Analysealgorithmen an.

Betrachten wir zunéchst ein beliebiges Intervall-Petrinetz Z = (P, T, F,V,
mo, ). Sei o = t; -+ -1, eine Schaltsequenz in Z. Folglich gibt es mindestens
einen realisierbaren Ablauf o(7) = 7ot171 « - - 7,11, 7 von o in Z, d.h. es gibt
einen Zustand z* in Z mit
o(r) a
2o —— 2" = (m", h) und m* =mgy + ZAti.
i=1

Natiirlich hingt die p-Markierung m* nicht von 7 ab, d.h. bei jedem reali-
sierbaren Ablauf von ¢ wird die danach erreichte p-Markierung die gleiche
sein. Die t-Markierung hingegen hingt von 7 ab.

Anstatt nun die verschiedenen, im Allgemeinen unendlich vielen, realisier-
baren Abldufe von ¢ zu untersuchen, betrachten wir den parametrischen
Ablauf o(z) = xotixy -+ - Tp_1t,z,. Dabei verwenden wir fiir den Zeitiiber-
gang zwischen dem Schalten zweier, in der Sequenz benachbarter Transi-
tionen t;_; und ¢; anstatt einer festen Zahl die Variable x; und versuchen
Bedingungen fiir die Werte dieser Variablen z; (i = 1,---,n) zu finden,
so dass die entsprechenden Werte fiir x = (xq,- -+ ,x,), die wir jeweils mit
B(x) = (B(xo),- -+, B(x,)) bezeichnen werden, realisierbare Abldufe o(3(x))
von o liefern. Damit gilt fiir den Zustand z, mit



44 KAPITEL 2. INTERVALL-PETRINETZE

20 L) Ze = (maaha)>

dass m, = m*. Die Bedingungen fiir die Werte der Variablen x; ergeben sich
aus den jeweils moglichen Zeitintervallen der Transitionen, die wir in einer
Menge B, von Bedingungen (Ungleichungen) zusammenfassen werden. Dabei
werden wir den Zustand z, im Zusammenhang mit B, einen parametrischen
Zustand nennen. Er steht fiir eine ganze Menge (Klasse) von Zustéinden, die
nach dem Schalten der Transitionssequenz o in Z erreichbar sind. Deshalb
werden wir fiir die Menge der nach dem Schalten von o erreichbaren Zustédnde
in Z auch die Schreibweise {z, | B,} benutzen.

Im Folgenden definieren wir rekursiv den parametrischen Ablauf einer Tran-
sitionssequenz formal:

Definition 2.15 (parametrischer Zustand) Sei Z2 = (P,T,F,V,mq,I)
ein beliebiges Intervall-Petrinetz und o = ty---t, eine Schaltsequenz in Z.
Dann heifit (o(z), B,) mit o(z) = xotixy -+ - Ty 1tpx, der (realisierbare) pa-
rametrische Ablauf von o in Z bzw. (z,, B,) heifit ein parametrischer Zustand
n Z, wenn gilt:

Anfang 0 =¢, d.h. o(z) = x.
Dann sind z, = (mg, h,) und B, wie folgt definiert:

) o , falls t— < my,
* hy(t) = { i , sonst

e B, :={0<h,(t)<Ift(t) | teT At <m,}

Schritt Firo =ty ---t, seien z, und B, bereits definiert.
Dann definieren wir fir o = t1---t, thy1 = Wi,y

=w

® My =My + Aty
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1 , falls t= L my,
) he(t) e Cfalls t— <my At < my, A
° h’a(t) L .tn+l m. t — @
Tn+1 , sonst

o B, =B, U { eftltpe1) < holtnss) } U {0 < ho(t) < 1ft() |
teTAt™ <mg, }.

Die t-Markierung h, ist damit im Allgemeinen ein Vektor, dessen Koordina-
ten Summen von Variablen sind. Die Anzahl der Variablen, die in h, vor-
kommen, iibersteigt nicht I(o) + 1.

Die initiale Bedingungsmenge B, besteht aus nur zwei Ungleichungen. Jedoch
steigt die Anzahl der Ungleichungen in jeder nachfolgenden Bedingungsmen-
ge um die doppelte Anzahl der konzessionierten Transitionen bei der jeweili-
gen p-Markierung plus 1. Das ist im ungiinstigsten Fall (worst case) 2(|7'|+1).

Diese Darstellung kann fiir lange Transitionssequenzen sehr aufwendig sein.
Tatséchlich brauchen wir sie aber vor allem fiir den Beweis der Giiltigkeit der
Reduktion. Fiir die Anwendung der Intervall-Petrinetze bzw. ihrer Analyse
werden keine parametrischen Zusténde berechnet, wenn der reduzierte Zu-
standsraum endlich ist. Das ist fast immer der Fall, sowohl bei den metaboli-
schen Netzwerken als auch bei realen technischen Systemen. Die Berechnung
von erreichbaren parametrischen Zustéinden wird nur benutzt, um quantitati-
ve Netzeigenschaften zu untersuchen, falls auch der reduzierte Zustandsraum
unendlich ist.

Schliefflich sei bemerkt, dass die Voraussetzung in der Definition 2.15 o
ist eine Schaltsequenz auch durch ,,o ist eine Transitionssequenz” ersetzt
werden kann. Falls dann o keine Schaltsequenz in Z ist, gilt {z, | B,} = 0.

Offensichtlich ist die Menge L, aller moglichen Werte der Vektoren von Va-
riablen x := (xg,- -+, %)), die alle Ungleichungen von B, erfiillen, ein kon-
vexes Polyeder. Die t-Markierung ist ein Vektor von linearen Funktionen,
etwa h,(t) = f;(z) mit © € L, und fi(x) ist linear.

In dem nachfolgenden Beispiel werden wir einige parametrische Zustdnde
berechnen und dabei die Mengendarstellung benutzen. Hierbei steht K, fiir

{% | Bs}.

Beispiel 2.3 (parametrische Zustinde) Betrachten wir das Intervall-Pe-
trinetz Z,.
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03] [24] [2,3]

Abbildung 2.2: Das Intervall-Petrinetz Z,

Es ist leicht zu sehen, dass

Ks = {( (07 17 1)7 (xo%ﬂ’xol) ‘ Q < T < ?J’}

~~
Mme he e

Nach dem Schalten der Sequenz o = t, befindet sich das Intervall-Petrinetz
im parametrischen Zustand (2,, B,) = (24,, By,), bzw. K, = Ky, :

K, ={((1,1,0), (w0 +z1,8,21,8) ) [2< 20 < 3,20 + 21 < 5,0 <y < 44,
S—— - ~- -

-

v~

s ha B

Die Bedingungsmenge B, ist dabei die Vereinigung der drei Mengen B.,
{eft(ts) < ho(ty)} = {2 < xo} und {0 < ho(t) < Ift(t) | t— < my} =
{zg+ 21 < 5,0 <2 <4},

Durch wiederholte Anwendung der Definition 2.15 erhalten wir nach dem

Schalten der Transitionen ts und ty die parametrischen Zustinde zp, und
Zt4t3t4 bZ’w Kt4t3 ’LLnd Kt4t3t4 N

2<mz<3, m+ux1 <5,
Kt4t3 = {((0,1,1),($0+$1+$2,ﬁ,ﬁ,1‘2)) | 2 <z < 47 To + 21 + X2 < 57 }
0 S i) S 3

und
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2 <z <3,
2<x <4,
2 < x9 <3,

Kt4t3t4 = {((1,1,0),(([504—1’1+I2+x3,ﬁ,$3,ﬁ))‘ 0 §z3 §4> }
l’o+l’1§5,
$0+l’1+l’2§5,
$0+$1+$2+SE3§5

Die Mengen von Zustianden koénnen als eine Aufteilung des Zustandsrau-
mes eines Intervall-Petrinetzes betrachtet werden. Sie biindeln erreichbare
Zusténde, die nach dem Schalten einer Transition erreichbar sind:

Definition 2.16 (Zustandsklasse)

Sei Z = (P, T,F,V,m,,I) ein Intervall-Petrinetz und sei o eine Schaltse-
quenz. Die Menge C, heifit Zustandsklasse, wenn

Anfang C. = {z | Ir(1 € R N zg — 2)}

Schritt Sei C, bereits definiert. Dann entsteht Cyy aus C, beim Schalten der
Transition t

(kurz: C, o, ), wenn
Cop:={2|F21F2AT(21 € C, AT ERS A 2 LR 2y — 2)}.

Die anschliefenden Folgerungen lassen sich schnell aus den Definitionen 1.8,
2.15 und 2.16 ableiten:

Folgerung 2.1 Fiir ein beliebiges Intervall-Petrinetz Z und eine beliebige
Schaltsequenz o gilt:

(i) RSz = JC,, d.h. der Zustandsraum von Z ist die Vereinigung aller

Zustandsklassen,

(ii) {zo | Bo} = Cy .
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Die Folgerungen gelten auch fiir jede Transitionssequenz in Z. Falls eine

Transitionssequenz keine Schaltsequenz in Z ist, so ist die Menge (z,, B,) =
C, leer.

Vorerst betrachten wir die Struktur der Ungleichungen aus den Bedingungs-
mengen und die Struktur der linearen Funktionen (Summen) aus den ¢-
Markierungen genauer. Offensichtlich ist jede Bedingungsmenge ein lineares
Ungleichungssystem und alle Koeffizienten der Variablen in den Ungleichun-
gen und in den Summen sind 0 oder 1. Einfachheitshalber werden wir sagen,
dass eine Variable in einer Ungleichung bzw. in einer Summe vorkommt, wenn
ihr Koeffizient in der Ungleichung bzw. in der Summe 1 ist.

Bemerkung 2.1 Sei Z ein Intervall-Petrinetz, o eine Schaltsequenz in Z
und (zy, By) der parametrische Zustand nach dem Schalten von o mit z, =
(Mg, hy). Sei weiterhin (o) =n und x := (zo, -+ ,T,). Dann gilt:

(i) Wennt beim, konzessioniert ist, dann kommt die Variable x,, in h,(t)
vor.

(ii) Wenn t eine bei m, konzessionierte Transition mit hy(t) = x; + -+ +
xj, (1 <j) ist, so kommt jede Variable x, mit i < k < j in der Summe
hy(t) vor.

(ii) Wenn t, und ty zwei bei m, konzessionierte Transitionen sind, dann
kommen alle Variablen, die in h,(t1) vorkommen, auch in h,(t3) vor
oder umgekehrt.

(iv) Wenn g(x) < r eine beliebige Ungleichung aus B, ist und die Varia-
blen x; und x;, (i < j) in g(x) vorkommen, dann kommen auch alle
Variablen xp miti <k < j in g(z) vor.

Beweis:
(i) Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition 2.15.
(11) Diese Eigenschaft 148t sich leicht durch Induktion iiber n nachweisen.

Somit und unter Berticksichtigung von (i) hat h,(t) die Form:

h’a(t) = Tp_k + Tp—(k-1) +- 4+ Tn—(k—k)
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fiir ein k € {0,1,--- ,n}.
(171) Aus (i) und (ii) folgt fiir h,(¢1) und h,(t2):

ho(t1) = Tp_p+ Tp—(k—1) + "+ Tn—(k—k) und
h’a(t2) = Tp-+ Tp—(1-1) + o+ Tp—(1-1)-

Wenn k <[ ist, dann kommen alle Variablen aus h,(t;) auch in h,(ts) vor.
Falls [ < k ist, dann kommen alle Variablen aus h,(t2) auch in h,(t;) vor.

(iv) Durch Induktion iiber n kann gezeigt werden, dass fiir jede Ungleichung
g(z) < r aus B, die Teilsequenzen o; und o, existieren mit o = 0,05 und
g(z) = hy, (t) fiir ein t € T'. Danach folgt unter Beriicksichtigung von (i) die
Behauptung. O

Im nachfolgenden Theorem 2.1 beweisen wir eine der fundamentalen Eigen-
schaften der Intervall-Petrinetze, namlich dass jede p-Markierung, die mit
einem beliebigen realisierbaren Ablauf erreichbar ist, stets auch mit einem
weiteren Ablauf realisiert werden kann, in dem alle Zeitiibergéinge ganzzahlig
(natiirliche Zahlen) sind. Natiirlich sind dann alle Zusténde, die man wahrend
der Ausfithrung des ,,ganzzahligen* Ablaufs erreicht ,,ganzzahlig®, d.h. alle
Uhren der jeweils konzessionierten Transition zeigen ganzzahlige Zeiten. Die-
se Zusténde spielen eine wichtige Rolle bei der Reduktion und der Analyse.
Wir werden zeigen, dass sie Tréger der meisten Netzeigenschaften sind.

Definition 2.17 (ganzzahliger Zustand) FEin Zustand z = (m,h) in ei-
nem Intervall-Petrinetz Z heifit ganzzahlig, falls fir alle bet m konzessionier-
ten Transitionen t gilt: h(t) € N.

Mit RISz bezeichnen wir die Menge aller in Z erreichbaren ganzzahligen
Zusténde.

Bevor wir weitergehen, vereinbaren wir noch folgende Bezeichnung: Sei X ei-
ne Menge von Variablen und 3 eine Belegung (Wertzuweisung) der Variablen
mit nichtnegativen reellen Zahlen, d.h. 8 : X — R{. Sei = (21, , )
ein Vektor von Variablen. Fiir den Vektor von nichtnegativen reellen Zahlen
(B(x1), -+, B(x,)) schreiben wir kurz G(x). Ferner bezeichnen wir den Wert
einer linearen Funktion g(z) = x;, +- - -+, bei der Belegung 8 mit [g(x)]s.
SchlieBlich steht s(c) fiir den variablen Teil einer beliebigen Ungleichung c.
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Damit ist die Ungleichung ¢ : g(x) < k bei der Belegung [ erfiillt, falls
[s(c)] < k gilt.

Theorem 2.1 Sei Z = (P,T,F,V,mg,I) ein beliebiges Intervall-Petrinetz,
o eine Schaltsequenz in Z mit 2y —— (25, By), 26 = (Mg, hy), l(0) = n
und X, = {x0,1,...,2,}. Sei weiterhin o(3(x)) mit 3 : X, — R ein
realisierbarer Ablauf von o. Dann existiert eine Belequng (3* der Variablen

mit 3* : X, — N und

(1) o(5*(x)) ist auch ein realisierbarer Ablauf von o in Z,

(2) fir jede bei m, konzessionierte Transition t gilt: [h,(t)] < [ho(t)]5

(3) die Gesamtdauver des Ablaufs o(5*(x)) ist nicht gréfler als die Gesamt-
dauer des Ablaufs o(3(x)), d.h. [[kgoxk]] g < [[goxk]]ﬁ'

Offensichtlich soll der realisierbare Ablauf o(5*) ein Ablauf mit ganzzahligen
Zeituibergéngen sein. (2) bedeutet, dass alle Uhren der bei m, konzessionier-
ten Transitionen nach dem Ablauf o(3*(x)) frithere Zeiten anzeigen als die
Zeiten nach dem Ablauf o(3(z)). SchlieBlich besagt (3), dass mit dem ,,ganz-
zahligen“ Ablauf o(5*(x)) die p-Markierung nicht spéter erreicht wird als

A

mit dem Ablauf o(5(z)).

Tatsédchlich werden wir mehr beweisen. In (2) werden wir zeigen, dass

0< [[ha(t)]]B - [[ha(t)]]ﬁ* <1
Das bedeutet, dass wenn ein beliebiger Zustand in einem Intervall-Petrinetz
erreichbar ist, dann ist auch der ,,abgerundete® Zustand erreichbar.

Es ist leicht zu sehen, dass §* im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist,
auch wenn unsere Konstruktion eine * eindeutig definiert. Weiterhin ist es
leicht zu sehen, dass man immer eine Belegung 5* finden kann, so dass

0 < [[gjxk]]g_ [[kixk]]ﬁ* <1

in dem zu B, die redundante Ungleichung 0 < zg+x1 +. ..+, hinzunimmt.
Damit ist die Gesamtdauer des Ablaufs o(5*(x)) gleich der Abrundung der
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~

Gesamtdauer des Ablaufs o(f(x)). Es gilt jedoch nicht, dass die einzelnen
Zeitiiberginge 3(x;) zu §*(2;) abgerundet sind — manchmal ist 5*(2;) gleich
der Abrundung von B(z;), manchmal ist 5*(z;) gleich der Aufrundung von
Beweisidee: Die ganzzahligen Werte (3* (o), 3% (1), . . ., 3"(x,), definiert durch
die Belegung (*, werden aus den gegebenen Werten (3(zq), 5(x1),. .., B(x,)
sukzessiv in (hochstens) n + 1 Schritten konstruiert. Dabei wird in jedem
Schritt eine neue Belegung aus der vorhergehenden definiert, indem jeweils
ein Wert 3(z;) ab- oder aufgerundet wird.

Zuerst wird ein ganzzahliger Wert der Variablen z,, zugewiesen, danach der
Variablen x,,_1, etc.. Im letzten Schritt wird der Wert von x, gerundet, falls

A

B(xo) nicht ganzzahlig ist.

Gestartet wird der eigentliche Algorithmus (im 2. Schritt) mit dem Abrunden
von x,. Danach wird in Abhéngigkeit von den Ungleichungen in B, ab- oder
aufgerundet. Schliefflich sei vor Beginn der Konstruktion noch vermerkt, dass
die Ab- bzw. Aufrundung des Wertes einer Variable die Zuweisung eines
neuen zuldssigen Wertes bedeutet, der gleich der Ab- bzw. Aufrundung des
alten Wertes der Variable ist.

Konstruktion von (3*

Wir definieren [3* rekursiv iiber [(o).

Anfang:

Sei By : X, — R{ mit Gy(x) := [(z) fiir alle z € X,,.

Schritt: Sei 3;_1 schon definiert. Um die Konstruktion von f3; iibersichtlicher
zu beschreiben, definieren wir:

Bilx) = {ﬁiq(I)  falls @ £ 2,1 |

Wz‘—1($)J , sonst.
Sei jetzt 3; : X, — R{ wie folgt definiert:

Bi—1(x) , falls @ # 2,1
|Bi—i(z)] , falls & = 2 _(i-1) A

Ve(e € By — [[s(c)]g] — 1 < [s(0)]g.)
[Bi—1(x)] , sonst.
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Wie man leicht sieht, ordnet die Konstruktion der Ausgangsbelegung 3 die
Nummer 0 zu, d.h. §y := 3. Die Belegung (3; wird dann aus der Belegung
fo konstruiert, indem ein ganzzahliger Wert der Variablen x, zugewiesen
wird — der Wert [y(x,) wird gerundet. Danach entsteht (5 aus (i, indem
der Wert (3 (z,—1) gerundet wird. Die Belegung (3; entsteht aus 3;_;, indem
der Wert 3;_;(2,—(i—1)) gerundet wird, etc.. Dabei wird stets (fiir jedes 1)
abgerundet, sofern fiir jede Ungleichung ¢ aus B, gilt: durch die Abrundung
| Bi—1(Tn—(i—1))] wird der Wert [s(c)] 3, nicht kleiner als |[s(c)]g, ] — 1. Ande-
renfalls wird aufgerundet. Dadurch bleibt fiir jede Ungleichung ¢ aus B, der
Wert [s(c)] s, innerhalb des offenen Intervalls ( [[s(c)]g, ] —1, [[s(c)]g]+1),
was noch zu beweisen ist. Die Abbildung 2.3 veranschaulicht die Position der
fiir jede Ungleichung ¢ wichtigen fiinf Zahlen.

H[S(C)I]]aoJ -1 | [s(c)] o H[S(C)ﬂﬁlﬂ +1
T T © I T

LIs(e)]s0 ] [[s()]so ]

Abbildung 2.3: Position der reellen Zahl [s(c)]g, und der natiirlichen Zahlen
L[[S(C)]]BOJ -1, L[[S(C)]]QOJ’ H[S(C)]]ﬁo—l und H[S(C)]]ﬁo—l + 1.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass fiir alle ¢ mit 0 <7 < n+1
und fiir jede Variable z; mit 0 <k <n — (i — 1) gilt:

Bi(zy) = Bici(xg) = ... = Bolzy) (1)
und, dass fiir jede Variable z; mit n > k >n — (i — 1) gilt:
Bi(wr) = Bisr(xr) = ... = Boga(ax) (2)

Weiterhin gilt, dass falls (Gy(z,_¢—1)) bereits ganzzahlig ist, so wird 3; den
(alten) Wert der Variable z,,_¢;_1) nicht &ndern, weil fiir jede natiirliche Zahl
gilt: k, k= |k] = [k].

Offensichtlich sind die Werte [3,,+1(%0), Bni1(z1), - - -, Bnr1(zy,) ganzzahlig (natiirli-
che Zahlen). Damit kann §* wie folgt definiert werden:
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B () := Bra1(x;) fiir jedes i =0,1,...,n.

Die nachfolgende Tabelle zeigt die sukzessive Konstruktion von (* aus 3.
Dabei bedeutet r, dass der entsprechende Wert eine nichtnegative reelle Zahl
ist und k , dass er eine natiirliche Zahl ist. Die fett angegebenen k zeigen die
Position an, an der sich die entsprechende Belegung von der vorhergehen-
den unterscheidet. Selbstverstédndlich sind die verschiedenen Werte in einer
Zeile im Allgemeinen verschieden. Dagegen gibt es in jeder Spalte hochstens
zwei verschiedene Werte - der urspriingliche Wert, der im Allgemeinen eine
nichtnegative reelle Zahl ist und die Rundung dieses Wertes zu einer nicht-
negativen ganzen Zahl. Falls der urspriingliche Wert bereits eine ganze Zahl
ist, haben alle Eintragungen in der entsprechenden Spalte den gleichen Wert.

_ ﬁ ﬂ(.ﬁ(fo) 6(Il) 6(In—2) ﬂ(xn—(z—l)) 6(In—1> 6(xn)
B = P r r r r r r
51 r r r r r k
By r r r r k k
ﬂ.l- r r r k k k
O = PBuy1| k k k k k k

Abbildung 2.4: Konstruktion der Belegung 5* aus der Belegung B

Zunichst beweisen wir im nachfolgenden Lemma Aussagen iiber die Zwi-
schenbelegungen (3;, i = 1,...,n+ 1, die dann fiir den Beweis des Theorems
2.1 niitzlich sind.

Lemma 2.1 Fir allei € {0,1,...,n+ 1} gilt:

(a) Ve(c € B — [s(0)]s; € (LIs()]g) =1, [[s(e)]s] +1) ),

(b) Vit € TAL™ <mg — [ho(t)]s, < [ho(t)]5),
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(C) [[Zxk]]gz < [[Zxk]]go'
k=0 k=0

Bewelis:

Induktion iiber i.
Anfang: 1 =0
Fiir « = 0 sind alle drei Aussagen des Lemmas trivialerweise erfiillt.

Schritt: Seien (a), (b) und (c) fir 1,...,7 wahr.

Wir zeigen, dass sie dann auch fiir 7 4+ 1 gelten.

Falls f;(z,—;) € N ist, dann ist ;1 = ;. Damit sind die drei Aussagen
(a), (b) und (c) auch fiir i + 1 wegen der Induktionsannahme erfiillt.

Sei also (;(z,—;) € N. Dann gibt es fiir die Konstruktion von ;. aus (3; zwei
Moglichkeiten:

Fall 1. 6i+1(xn—i) = Lﬂz(xn—lﬂ
Dann gilt:

Biv1(x) < Bi(x) fir jedes = € X,. (3)

zu (a): Sei b eine beliebige Ungleichung aus B,. Falls x,,_; in s(b) nicht
vorkommt, dann ist [s(b)]s,,, = [s(b)]s,, und (a) ist dann wahr wegen
der Induktionsannahme. Sei also x,_; in s(b).

Da Siy1(x) < Gi(x) fiir jedes x € X, ist, gilt offensichtlich

[s(O)isn < [s(®)]s: (4)

Wegen der Induktionsannahme [s(b)]s < [[s(0)]s, | + 1 folgt dann
sofort aus (4)

[[S(b)]]ﬁz‘H < H[S(b)]]ﬁo—l + L. (5)
Da in diesem Fall 811 (z,—;) = |Bi(2n—;)] ist, mu nach Konstruktion
von i1
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ve(e € By — |[s(9)]a] =1 < [5()]p.1,)

gelten. Es gilt aber §iy1 = ;11 in diesem Fall und damit folgt fiir die
Ungleichung b:

[[s(®0)]go] =1 < [s(0)]s...:- (6)

Da aber b beliebig ausgewihlt war, folgt in diesem Fall aus (5) und (6)
die Richtigkeit von (a) auch fiir i + 1.

zu (b):
Aus (3) folgt sofort
[[ha(t)]]ﬁwrl < [[ha(t)]]ﬁi

fiir jede Transition ¢, die bei m, konzessioniert ist. Wegen der Indukti-
onsannahme

[[hU(t)]]ﬁi < [[ho(t)]]ﬁo
folgt sofort die Behauptung (b).
zu (c):
Aus (3) und der Induktionsannahme [ >° ] 5 < DA g
k=0 ' k=0 ¢

folgt sofort [ > ax], <[ ax], ., dh. (¢)ist wahr in diesem Fall.
fr Bi+1 P Bo

Fall 2. SBiyi(2n—i) = [Bi(zni)]
D.h. es gibt eine Ungleichung ¢ in B,, so dass

[s(@)gin < Us(@]g0] =1 (7)

gilt. Folglich mufl x,,_; in ¢ vorkommen. Auflerdem gilt es in diesem
Fall:

6Z(I) < ﬁi+1(iﬁ) fir jedes S Xo. (8)

zu (a):

Sei b erneut eine beliebige Ungleichung aus B,. Dann gilt:
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IsO)]s ] —1 < [s(b)]s nach Induktionsannahme
< [[S(b)]]ﬁiﬂ wg. (8) (9)

Andererseits gilt fiir die Ungleichung ¢:

[[S(é)ﬂﬁiJrl [s(O)]s; — Bi(xn—i) + Biv1(n—s)

= [50)]s — Bi(zn—i) + [Bi(zn—i)]

= [s()]p; — Bi(zn—i) + |Bi(wn)] +1

= ﬂs(é)ﬂﬁm +1

< [[s(@)]s) we. (7)

d.h.
[s(O)]sn < LIs(2)]s0] (10)
und folglich gilt auch

5@l < @l ()

Aus (9) und (10) folgt dann die Behauptung (a) fiir die Ungleichung ¢.

Es bleibt noch zu zeigen, dass

[s(O)]girs < [Is(0)]s] +1 (12)

fiir eine beliebige Ungleichung b aus B, gilt.

Wir nehmen an, dass es mindestens eine Ungleichung b aus B, gibt,
fiir die (12) nicht gilt, d.h.

[[S(B)]]ﬁi+l > H[S(Z))]]ﬁo—l + 1. (13)
Daraus folgt dann

[[S(B)]]ﬁi+l > [[S(Z))]]ﬁo + 1. (14)

Seien jz und k; der kleinste und der gréfite Index von Variablen, die in
s(¢) vorkommen. Wegen der Bemerkung 2.1, Punkt (iv) gilt dann:

S(E) =Tj, + Tjoqr1+ ... F Ty T Tp(i—1) + - -+ Ty (15)
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Analog seien j; und kj der kleinste und der grofite Index von Variablen,
die in s(b) vorkommen. Dann hat s(b) die Form:

s() =2, + Tja1+ -+ Tomi + T + - -+ Ty (16)
Offensichtlich mu8 fiir die Indizes n — 7, k;z und k; gelten:

n—1<ks und n—1<k;
dh. n—k:<i+1 und n—k; <i+ 1. (17)
Die Werte der Variablen bei den beiden Wertzuweisungen 3, und ;11

sind dann wie folgt bereits natiirliche Zahlen (schon gerundet) oder
noch reelle Zahlen (noch nicht gerundet):

Bipa(s) - Bin(@n-ry) Bipr(@n) -+ Binalws)  (18)
Bix1i = Do Biv1 # o
7 7 7 T
reell reell nat. reell

Aus der Konstruktion der Belegung * folgt, dass die Belegung ;1
den Wert der Variable x,,_; &ndert (rundet) und die Belegung 3, (fiir
jedes r mit —1 <r <n) den Wert der Variable z,, dndert (rundet).

Folglich und wegen (11) und (15) gilt

(Bit1(zj.) — Bolj.))+
(Biv1(jor1) — Bo(Tjerr)) + -+
(Bi1(@n—i

(Bisa(

Bron (i) — Boltnai)) + (Brr(Erisr) — Boltus)) oot )
Bis1 IL"ka) - /50(931%)) <0.

Aus (18), (19) folgt dann
(Biv1(wn—i) = Bo(wn—i) + (Bix1(Tn—it1) — Bo(Tp—it1)) + ... + (20)

(6i+1($k5> - ﬁO(xka)) <0.
Analog folgt aus (14) und (16)
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(@'H(ifn—i) - 50(5%—2')) + (5z'+1(95n—i+1) - ﬁo(fﬂn—iﬂ)) +...t

(Bit1(xr;) — Boly;)) > 1 (21)

Jetzt betrachten wir die groiten Indizes k: und k; — es gibt drei Moglich-
keiten:

Fall 2.1: k; = k;
Dann gilt:

1 < [[S(B)]]ﬁwrl - [[5(6)]]50 wg. (14)
= [s(0]ps = [s(0)]sy  wg. (20) und (21)
< 0 wg. (11)

Das ist offensichtlich ein Widerspruch.

Fall 2.2: k; < k;
Dann gilt fiir s(¢) und s(b):

+Tp—it+ o+ Tk,
+Tp—it+ o X+ T

b

Jetzt betrachten wir die Werte der Variablen, die in s(b) vorkom-
men, bei den Belegungen [y, 3,_k, und f;11. Wegen (1) und (2)

gilt dann:
ﬁozﬁnfka ﬁo#ﬁnfka
sO) = 7w+ ot Tt o Fan 4o g (22)
———— ~~ 7 N——
6@'—1—1 - 6n—k5 ﬁi—i—l 7é ﬁn—ka ﬂi-ﬁ-l - 6n—kg
T T T T 7 T
reell reell  nat. reell  nat. nat.

Wie man in (22) leicht sieht, stimmen die Werte der Variablen,
deren Indizes nicht gréfer als k;z sind, bei den Belegungen (3, und
Bk, iberein. Deshalb folgt aus (20)
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(Biv1(Tn—i) = Bnne(Tni)+
(Big1(Tn—it1) = Brie(@Tn—it1)) + ...+ (23)
(Bis1(zr,) = Bn-r.(2x.)) < 0.

Damit folgt aus (22) und (23)

[5(0)]5:1 — [s(D)]s, ., < 0. (24)
Schlielich fithren (13) und (24) zu

[5(0)] 6, s, = [[s(D)]g] +1
Das ein ein Widerspruch zu der Induktionsannahme fiir n — kg,
denn es gilt n — kz < i+ 1 (vgl. 17) ).
Fall 2.3: k; > k;
In diesem Fall haben s(¢) und s(b) die Form:

5(5):3; N ""|‘517k,~)‘|""517k
(B): R

b
Analog zu Fall 2.2 betrachten wir die Werte der Variablen, die in
s(¢) vorkommen, bei den Belegungen (3, 3, , und ;1. Sie sind
reelle bzw. schon natiirliche Zahlen:

ﬁozﬁnfké ﬁo#ﬁnfkl—)
S(E) =" xj{, + o+ Tp—i+ - + l’k;, + -+ L \(25)
Biti = Buk; Bir1 # Bai Biv1 = Bn-k;
7 7 T i T T
reell reell nat. reell  nat. nat.

Aus (25) folgt, dass die Werte der Variablen mit Indizes, die nicht
grofier sind als kj, bei den Belegungen (y und 3, {ibereinstim-
men.

Deshalb folgt aus (21)
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(Big1(wn—i) = Bni (Tn—i)+
(Bir1(Tn—iy1) — ﬁn—kg(xn—i—i-l)) +...+ (26)
(Biv1(wr;) = Bk (w1;)) > 1.

Jetzt folgt aus (26) und (15)
[ = [5(A)]g,s, = 1. (27)
SchlieBlich fithren (10) und (27) zu

[[S(é)ﬂﬁnfkl-? < L[[S(E)]]BOJ — L

Das steht aber im Widerspruch zur Induktionsannahme fiir n — &;,
denn es gilt n — kj <i+1 (vgl. 17).

Somit ist die Annahme (13) falsch und folglich gilt:

[[S(b)]]ﬁiH < H[S(b)]]ﬁo—l +1 (28)

fiir alle Ungleichungen b aus B,.

Die Ungleichungen (9) und (28) liefern den Beweis von (a).

zu (b):

Sei t eine nach o konzessionierte Transition. Falls x,_; in h,(¢) nicht vor-
kommt, dann ist [he(t)]s,., = [he(t)]s, und folglich [hy(t)]s,., < [he(t)]s,
wegen der Induktionsannahme. Also betrachten wir den Fall, dass x,_; in
hy(t) vorkommt.

Nach der Definition von h, (vgl. Definition 2.15) kommt die Variable x,, in
jedem h, # £ vor. Laut Bemerkung 2.1, Punkt (7i) existiert ein Index j;, so
dass gilt:

ho(t) = j, + Tjoq1 + -+ Tpei + Tpi1) + .. + Ty (29)

In (22) sieht man, dass die Werte der Variablen, deren Indizes kleiner sind als
n — ¢ und grofler als kz, bei den Belegungen ;11 und (,,_, iibereinstimmen.
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Dann folgt aus (23) und (29)

[ho ()]s = [ho(D)]s,-, <O (30)

SchlieBlich folgt unter Benutzung der Induktionsannahme fiir n — kz in (30)
[0 ()41 < Tho ()]0

Damit ist auch die Behauptung (b) bewiesen.

zu (c):

Betrachten wir erneut die Werte der Variablen bei den Belegungen f3;,; und
Bn—k.. Wie man in (22) leicht sieht, stimmen die Werte der Variablen, derer
Indizes kleiner als n — i und grofler als k; sind, iiberein. Damit folgt jetzt aus
(23)

[ aly, < [D_wl, - (31)
k=0 k=0

Wegen der Induktionsannahme fiir n — k;

[[g: | B, < [[kzi: Ty 5

folgt jetzt aus (31) die Behauptung (c):
[[Z xk]] Bit+1 S [[Z xk]] Bo”
k=0 k=0

Damit ist das Lemma 2.1 bewiesen. O

Beweis von Theorem 2.1:

Die Behauptungen (2) und (3) des Theorems 2.1 folgen unmittelbar aus dem
Lemma 2.1, unter der Beriicksichtigung, dass §* als (3, definiert wurde.

Um die Behauptung (1) noch zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass die durch
die Belegung 3* den Variablen xy, . . ., x, zugewiesenen Werte 5*(xo), ..., 0%(z,)
alle Ungleichungen aus B, 16sen.
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Sei also ¢ eine beliebige Ungleichung aus B,,. Da nach Konstruktion alle Werte
f*(x;), i = 0,...,n natiirliche Zahlen sind, ist auch [s(c¢)]g- eine natiirliche
Zahl. Laut der Behauptung (a) des Lemmas 2.1 gilt

[s(e)]s € (UIs(s) =1, TTs()a] +1)-

Wiederum sind die einzigen natiirlichen Zahlen, die zu dem Intervall ( [[s(c)]g, | —
1, [[s(e)]g, | +1) gehoren, die Zahlen |[s(c)]g, ] und [[s(¢)]g, |- D. h.

[s(e)]s = Is(c)l] oder [s(c)ls- = [s(c)a]- (32)

Falls ¢ eine Ungleichung der Form s(c¢) < k ist, so ist nach Definition von
B, die Zahl k eine natiirliche Zahl. Da die Ausgangsbelegung (3 nach der
Voraussetzung eine Losung fiir ¢ liefert, so muss auch gelten, dass

[s(e)]a < K

ist, und folglich gilt dann

[Ts()a] < [k
k.

Wegen (32) gilt dann auch sofort

[s(e)]s- < &,

d.h. die natiirlichen Zahlen 5*(xg), ..., *(z,) sind auch Losung der Unglei-
chung c.

Analog zeigt man, dass die natiirlichen Zahlen 3*(xo), ..., *(x,) die Unglei-
chung ¢ auch 16sen, falls ¢ die Form k£ < s(c) hat.

Da ¢ beliebig aus B, ausgewéhlt war, folgt, dass die Zahlen 5*(zy), ..., 3" (x,)
alle Ungleichungen aus B, 16sen. Also ist die Behauptung (1) auch wahr.

Damit ist das Theorem 2.1 bewiesen. O

In dem nachfolgenden Beispiel demonstrieren wir die Konstruktion eines rea-
lisierbaren Ablaufs, dessen samtliche Zeitiibergénge natiirliche Zahlen sind,
aus einem beliebigen realisierbaren Ablauf:



