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Kapitel 1

1.1 Einfiihrung

Die Theorie der mathematische Optimierung entstand vor etwa 50 Jahren aus
praktischen Erwigungen. Zu den ersten Forschern auf diesem Gebiet gehoren
G.B. Dantzig, L. Kantorowitsch, T.C. Koopmans etc.

Was ist der Gegenstand der mathematischen Optimierung bzw. womit werden
wir uns hier beschéftigen?

Betrachten wir ein reales Problem, beschrieben durch gewisse Bedingungen(Restriktionen).
Unser Ziel ist es, unter aller Losungen des Problems die “beste® (nach welchem
Kriterium auch immer) zu finden:

“beste“ Losungen

nach einem “gewissen*

Zielkriterium

Menge aller Losungen
(Restriktionsmenge)

Fiir diesen Zweck modellieren wir (vereinfachen, prizisieren) das Problem und
definieren ein adequates mathematisches:

(P) min / max{f(z) | x € M} ist die allgemeine Aufgabe

!

Zielkriterium

Restriktionsmenge
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Wenn dabei f eine lineare Funktion ist und M durch lineare Funktionen be-
schrieben wird, ndmlich:

f(x) = w1+ - cpay — co und
91(117) =a;11 + -+ GinTy — b; mit
M:{x|gi(x)§0,i:1,... ,m}

dann heifit die Aufgabe (P) eine lineare Optimierungsaufgabe (LOA).

Verschiedene Losungsverfahren - Simplexmethode, duale Simplexmethode, Chatchijan-
Algorithmus etc. - liefern optimale Losung(en) von (P), falls diese existieren,
bzw. erkennen die Nichtlosbarkeit des Problems.

Zum Schlu} werden die optimale(n) Losung(en) interpretiert, d.h. man kehrt
zuriick in die Sprache des Originalproblems.

Die mathematische Optimierung findet Einsatz in vielen Bereichen des sozia-
len, wirtschaftlichen Lebens etc. Wir beschrinken uns auf Anwendungen in der
Wirtschaft (Transportaufgaben) und in der Spieltheorie.
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1.1.1 Grundbegriffe

Mit R™ bezeichnen wir den n-dimensionalen Vektorraum, wobei R die Menge
der reellen Zahlen ist, 0,, sei das Nullelement.

Definition 1: Seien z1,...,x; Punkte aus R™. Der Punkt x heiflt eine konve-
ze Kombination von x1,...,x, wenn k nichtnegative reelle Zahlen Ay,..., A\
k k
existieren mit Y A\; =1, so dafB gilt: x = 3 Ajz;.
j=1 j=1
O

Definition 2: Sei M = {z1,...,2x} C R"™ eine endliche Menge von Punkten
aus R™. Die Menge aller konvexen Kombinationen von {x1,...,zx} heifit die
konveze Hiille von M. (Bezeichnung: convM)

O

Seien x1,xo zwei Punkte aus R™. Die konvexe Hiille conv{z1,z2} nennen wir
auch die Verbindungsstrecke zwischen z; und xs.

Es gilt:
conv{zy,ze} ={x € R"| ==Xz + Xz, XN >0, M+X=1 }=
={zeR"| z=Mhz1+(1-A)zz, 0<A <1 }

Definition 3: Sei M C R". Die Menge M heifit konver, wenn fiir beliebige
21,22 € M auch conv{zi,z2} C M.

O

Beispiele:
konvex nicht konvex

Definition 4: Der Punkt = der konvexen Menge M C R"™ heif3t Extremalpunkt
(Ecke) von M, wenn gilt:
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Es gibt kein u € R™, u # 0,, so daf} ein ¢ > 0 existiert mit « + eu € M und
x—eu€e M.

etwa:

1 1

"eul] eu !

M
Beispiele:
— kein Extremalpunkt
Extremal punkt

Extremal punkt

Definition 5: Sei ¢ € R™ mit ¢ # 0,, und ¢y € R.
Die Mengen der Form

My ={zeR"|{c,x) <co}

My ={z € R"|{c,x) > co}

Ms={z € R"|{c,x) <co}

My={x e R"|{c,z) >co}

heiflen Halbrdume. Dabei heiflen Halbraume der Formen M7 und My abgeschlos-
sene und solche der Formen M3 und My offene Halbraume.

O

Definition 6: Eine Menge P C R™ heifit konvexes Polyeder, wenn sie Schnitt-
menge endlich vieler abgeschlossener Halbrdume des R" ist,

dh. P= () H,,
i=1

1=

Hi={z € R"|{(c,z) <c)} firallei=1,...,m, 0, # ¢ € R".
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Definition 7: Die Menge S = {x € R" | (¢,x) = ¢}, co € R,c € R",¢c # 0,
heifit Hyperebene.

O

Lemma 1:

1. Jeder Halbraum ist konvex.

2. Der Durchschnitt M endlich vieler konvexer Mengen ist konvex.

Beweis:

1. Sei H ={z|{c,x) < cp},c # 0.
Seien x,y € H beliebig. Dann gilt: (¢, z) < ¢p und {c,y) < co.
Betrachten wir jetzt den Punkt z € R™ mit z = Az + (1 — A)y.
Offensichtlich gilt:
(e;2) = (e, Ax + (1= A)y)) =
— Me,a)+ (1= V) (y) <
A+ (1 =N =
=co ,dh zeH.
Damit ist H nach Definition 3 konvex.

k
2. Sei M = (| M; und M; seien alle konvex .
i=1

Seien z,y € M beliebig. Folglich sind = und y auch Punkte aus M; fiir
jedes i € {1,...,k}. Und weil fiir jedes ¢ € {1..k} M, konvex ist, gehort
auch der Punkt z € R™ mit z = Az + (1 — A)y nach Def 3. zu jedem M;.

k
Folglich ist z € (| M; = M. Damit ist M nach Def 3 konvex.
i=1

1=

O
Folgerung:
Jedes konvexe Polyeder ist konvex.
Beweis: folgt aus Lemma 1 Punkt 2.

O

/////i
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1.1.2 Charakterisierung der extremalen Punkte eines Po-

lyeders
Betrachten wir die Menge M C R"™ mit M = {z € R" | (A;,z) < b;, i =
a;1
1,...,m}, wobei A; = , d.h. AT ist die i-te Zeile in der Matrix A =
Qin
a1 ce QA1n
am1 oo Amn

Offensichtlich ist M ein konvexes Polyeder.

Definition 8:
Sei M = {x € R"|(A;,z) <b;}. Die Indexmenge I(x) := {i| (A;, z) = b;} heifit
die Menge der aktiven Restriktionen von x € M.

a

Es gilt natiirlich: I(z) C {1,...,m}.

Beispiel:
M sei wie folgt gegeben:

(1)2 <A1,$> S bl
(2)2 <A2,$> S bg
(3)2 <A3,$> S bg
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Lemma 2:
Ein Punkt x € M ist extremal gdw. es keinen weiteren Punkt y € M gibt,
dessen Indexmenge I(y) die Indexmenge I(z) enthélt.

(d.h. z € M extremal < I(z) ,echt maximal®)

Beweis:
(—) Sei = extremal in M.

z.z.: es existiert kein y # x mit I(y) D I(z).
Annahme: Es existiert y mit y # « und I(z) C I(y).

Wir werden zeigen: es existieren ein 0,, # u € R"unde > 0 mit z + eu € M.
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dafl x Extremalpunkt ist.

Nun sei v :=y — x. Da y # z, folgt u # 0,.
Fall (A) Wir betrachten x + cu:

rt+eu=z+ely—z)=c+ecy—cx=(1—¢c)z+ey (1)

Da M konvex ist, gilt fiir alle € € [0,1] wegen (1), dafl  + cu € M.
Fall (B) Wir betrachten wir x — eu.

r—eu=z—cly—x)=1+¢e)z—ey (2)

Betrachten (A4;,z — eu). Wir wollen zeigen, dafl (A;, x — eu) < b; fiir alle ¢ gilt.

1. Fall: i € I(z), d.h.
Damit gilt:

<A1',I — 5u> = (1 +€) <AZ,$> — & <A1,y> = (1 +E)b1 — Ebi = bz

2. Fall i € I(y) \ I(x).

Dann ist:
<Al,£L‘> < b; und <Ai, y> =b;.

Daraus folgt:
(Ajyz—eu) < (L+e)b; —e(A,y) = (1 +¢e)b; —eb; =b;

d.h. auch in diesem Fall ist z — eu € M.

3. Fall i ¢ I(y).

d.h.
<AZ,$> < b; und <A1, y> < b;.

| 3k >0
<A17$> + k; < b;.
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Wir wollen nun zeigen: (4;,x —eu) < b;
d.h. es ist zu zeigen, daf:

(Ai,x) —e(Aj,u) < b;

3.1. Fall (4;,u) > 0

Fiir jedes ¢; > 0 gilt dann:

3.2. Fall (4;,,u) < 0

Dann sei €; > 0 so, daf

— & <A1, u> = kz
>0 <o >0
d.h. wir wihlen ¢; so, daf
—k;
i = 0
€ (Ai,u> >

Sei € das kleinste solche ¢;, d.h.

e=min{gli ¢ I(y) N (Aju) < 0 A (Ax)+ki<b, N g = (Al-,u>}
Dann gilt:
(Aiyz —eu) = (Ai,x) —e(Aju) =
= (Ai,z) +e(=(Ai,u)) <
< (4i,z) +&i(— (A u) =
k.
= <A1,:E>—|—I€Z < bi,

d.h.

<Ai, $> —&; <A1, u> < bz
Damit gilt fiir den Fall (B): x —eu € M.
Aus (A) und (B) folgt der Widerspruch.

(—)

Voraussetzung: Es gibt kein y # z mit I(x) C I(y).

Behauptung: x ist extremal.

Annahme: z ist nicht extremal.

Dann existiert ein v € R™, u # 0,, und es existiert ein € > 0 mit x £ eu € M.
Folglich gelten fiir z 4+ eu die Ungleichungen von M.

Betrachten wir ¢ € I(z). Dann gilt:

Aus (A;,x —eu) < b; folgt —e (A;,u) <0 d.h. (A;,u)
Aus (A, z +eu) < b; folgt e (A;,u) <0 d.h. <A1,u> <
Dann gilt: (A4;,u) =0 fir ¢ € I(z), d.h.

(Aj,z + eu) = b;.

Betrachten wir y :=  + eu. Da ¢ > 0,u # 0,,= = # y und y € M und
I(y) D I(z), folgt Widerspruch!

> 0 (weil € > 0).
0 (weil € > 0).
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Lemma 3:
Sei M # () ein Polyeder in R™.
M besitzt einen Extremalpunkt gdw. M enthilt keine Gerade.

Beweis:

(—)

Voraussetzung: M besitzt einen Extremalpunkt
Behauptung: M enthilt keine Gerade
Annahme: M enthalte eine Gerade g

Sei g ={T +tu|t € R}, u#0p.

Daraus folgt: (4;,T + tu) < b; fiir alles =1...m.

Dann gilt: (4;,T) 4+t (A;, u) < b;.

Dabei sind A;, T, u, b; fest.

Damit die Ungleichung fiir jedes t € R erfiillt bleibt, muf also (4;,u) = 0 sein.
Sei x € M beliebig. Dann gilt:

(Ajyz +tu) = (Aj,x) <b; firallet € Rund i =1...n, d.h.

r+tue M.

Dann existiert ein € > 0 mit « £ eu € M. Folglich kann kein x aus M extremal
sein = Widerspruch.

(—)
Voraussetzung: M enthilt keine Gerade.
Behauptung: Es existiert extremaler Punkt in M.

Beweisidee: Verdichtig fiir die Eigenschaft, extremaler Punkt zu sein, sind
solche Punkte, deren Indexmenge der aktiven Restriktionen moglichst grof ist.

Wir werden von einem beliebigen Punkt z € M ausgehen und sukzessive zu
einem Punkt mit maximaler Anzahl an aktiven Restriktionen kommen.

Die Idee dabei ist: Sofern wir zwei Punkte mit gleichen aktiven Restriktionen
gefunden haben, kénnen wir einen Punkt finden, der wenigstens eine aktive
Restriktion mehr hat (Wir bilden die Gerade durch diese beiden Punkte. Da
M keine Gerade enthilt, muf3 diese Gerade irgendwann eine weitere Restriktion
von M verletzen. Der Schnittpunkt hat einen aktiven Index mehr als die beiden
Ausgangspunkte.). Da aber die Menge der aktiven Restriktionen fiir alle Punkte
endlich ist, bleibt irgendwann (nach endlich vielen Schritten) nur ein Punkt mit
maximaler Anzahl an aktiven Restriktionen.

= Nach Lemma 2 ist dieser Punkt eine Ecke.

Beweis: Sei x € M beliebig. (z existiert, da M # @) und sei I(z) die Menge
der aktiven Restriktionen von z.

1. Fall: ~3y(y e M Ay #x ANI(z) =1(y))
d.h. I(x) ist maximal — Behauptung.

2. Fall: Jy(ye M Ay #xAI(z)=I(y)).
Wir betrachten die Gerade © + tu, u =y — x (— u # 0,).
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Dann gilt:
—z+tu=(1—t)z+ty

Fiir ¢ € I(x) folgt (A;, x + tu) = b;.

Angenommen, z + tu erfiillt auch alle restlichen Restriktionen, d.h. ¥k : (k ¢
I(x)) gelte (Ag,x +tu) < by, so wiirde M eine Gerade enthalten — Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Sei 0.B.d.A. k — te Restriktion verletzt, d.h. es existiert ein ¢; € R mit

(Ak,:zz + t1u> > by..

Andererseits, da M konvex ist und
x4+tu=(1—t)z+ty

r,y €M
folgt fiir ¢t € [0,1], daB = + tu € M, d.h.

(A, + tu) < by.
Dann existiert eine reelle Zahl ¢} mit
(Ag, x + thu) = by,
denn wir haben:
o (Ay,x + tu) - stetige Funktion
o Tty : (A, x4+ tiu) > by
o Tty : (Ag, x4 tau) < by.
Nach dem Zwischenwertsatz (folgt aus dem Satz von Bolzano) existiert ¢} und

<Ak,$ + t,’;u> = by.

Sei L := {t} | k-te Restriktion verletzt }.
Sei weiterhin ¢** € L mit | t** | = mkin{ |t] |t e L} ,dh t** ist

das betragsméifig kleinste Element aus L. Damit ist der Punkt, der mittels ¢**
berechnet wird sicher in M.

Dann ist z + t**u € M und I(z + t**u) = I(x) U {kx}, fiir ein k* ¢ I(x).
(bzw. I(z + t**u) D I(z) U {k})
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Ubung

Berechnen Sie die Ecken des konvexen Polyeders:

nach der Konstruktionsmethode des vorigen Lemmas, zumindest eine Ecke (be-
0 0

ginnend mit dem Punkt [ 1 | und dann | 2 | ).
1 2

Losung:
0 0

Betrachten wir die Punkte Q; = 1 und Q2 = 2 | . Offensichtlich ist
1 2

1(Q1) = {3} und I(Q2) = {3}.
Jetzt betrachten wir die Gerade ¢1 : Q1 + t(Q2 — Q1) und die Restriktionen

(1) bis (8).

0 0 0
Wir haben: g; : 1 |+t 1 | =1 1+t
1 1 1+t

Zuerst betrachten wir g; und (1). Es ergibt sich:

1+t1+14+t1=8 = 24264 =8 = 2t1=6 = 1t =3.
Jetzt betrachten wir g; und (2). Offensichtlich verletzt kein Punkt aus g7 die
Restriktion (2).

Dann betrachten wir g1 und (3). Auch jetzt verletzt kein Punkt aus ¢g; die
Restriktion (3).
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Folglich betrachten wir g; und (4). Es ergibt sich:

1+t4,=0 = ty = —1.

Weiter betrachten wir g1 und (5). Es ergibt sich:

14+t5=0 = t5=-1.

Weiter betrachten wir g1 und (6). Kein Punkt aus g1 verletzt die Restriktion
(6)-

Weiter betrachten wir g; und (7). Es ergibt sich:

14+t =3 = t;y=2.

SchlieBlich betrachten wir g; und (8). Es ergibt sich:

14+tg=4 = tgs =3 = tg = 3.

Dann gilt fiir ¢**:

= mkin{tk | k-te Restriktion verletzt} = —1

0
und damit erhalten wir einen Punkt Py = | 0 | € M mit I(P) = {3,4,5}.
0
Diese Indexmenge {3, 4, 5} ist maximal (iiberpriife!) und folglich ist Py eine Ecke
fiir M.

Analog erhélt man als weitere Ecken folgende Punkte:

0
und I(Py) ={1,2,6,7} Po=| 3 | und I(P) ={3,5,7}
0

w

s}
w

o
Il
o

Ps und I(Ps) = {3,4,8} P, und I(P;) = {4,5,6}

w

—_

P7 und I(P7) :{1,6,8} Pg

Il
w

und I(Ps) = {1,8,7}

—_

Py

und I(Pg) = {1,5, 2,6} PlO = 3 und I(Plo) = {1, 5,2, 7}

(£)
(4) |
. ( ; ) w17 = (108) Ro= [ 5 ) () = (875
() |
(4)
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x3

P1
1 P10

P4

x1

Bemerkung: Die Ecken eines konvexen Polyeders sind die Punkte, die eine ma-
ximale Anzahl von Ungleichungen (die das Polyeder definieren) als Gleichungen
erfiillen.

E?tszeilM ={z e R"|(Ai,x) <b,i=1,...,m} und S die Losungsmenge der
linearen Optimierungsaufgabe
min{{c,z) |z € M}.
Ferner besitze M einen Extremalpunkt und es gelte S # ().
Dann gibt es einen Extremalpunkt T der Menge M, so dal T € S gilt.

Bemerkung: Nicht jeder Punkt von S ist Extremalpunkt, aber es gibt minde-
stens einen Extremalpunkt in der Lésungsmenge S.

Beweis:

1. Schritt: S ist ein Polyeder und besitzt einen extremalen Punkt.

Beweis des 1. Schrittes: S = {z € M | {(¢c,z) = v} mit v = inj& (c, ).
rE

Folglich ist S' ein konvexes Polyeder.
Da M ein konvexes Polyeder ist und nach Voraussetzung einen extremalen
Punkt besitzt, enthélt M nach Lemma 3 keine Gerade.

Da S C M ist, enthélt S auch keine Gerade und folglich besitzt S einen
Extremalpunkt. Sei dieser 7.
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2. Schritt: Wir wollen jetzt beweisen, daf§ T auch Extremalpunkt von M ist,
d.h. ein Fall

kann nicht auftreten.

Beweis des 2. Schrittes: Angenommen, T ist nicht extremal in M.

Dann existiert ein v € R™, u # 0,, und es existiert ein t € R mit ¢t > 0,
so daf} gilt:

T+tue M, und T —tu € M.

T+t > (3 (1)

<Ca T — tu> 2 <Ca T> (2)

Aus (1) folgt {¢c,u) > 0 und

aus (2) folgt (c,u) < 0 und

damit gilt offenischtlich (c,u) = 0

Daraus folgt: (¢, T + tu) = (¢, T), d.h.

T + tu € S. Nach Definition 4 ist dann T nicht extremal in .S. Das ist ein
Widerspruch!

Also ist T extremal in M.

Der Satz 1 motiviert uns zur Beschéftigung mit Extremalpunkten von
Polyedern.

e Weiterhin stellt sich die Frage: Wieviele Extremalpunkte hat ein Polyeder?

(Endlich viele!!! Warum?!)
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Idee fiir die Lésung einer Linearen Optimierungsaufgabe (LOA)

Betrachten wir die LOA
(P) min/max{{c,z)|{A;,z) <b,i=1...n}, x € R™

Wir ordnen (P) eine Aufgabe (}3) zu mit einer Restriktionsmenge M:

(P) soll folgende Eigenschaften haben:

e (P) ist losbar gdw. (P) ist losbar

e Die Losungen von (P) und (P) sollen auseinander leicht herleitbar sein.

o Wenn M # () gilt, so soll M eine Ecke besitzen.

Konkrete Realisierung
1. Bilden
M' = {( i ) |z € R",u e R™, (A;,x) +u; = b;,u > 0}

Offensichtlich gilt:
Ml g Rn-i—m'
(=reMe (x,u)T € M ANu; = b; — (A;, x))

Der Nachteil von M’ ist, daBf diese Menge noch nicht zwingend einen
Eckpunkt besitzt, falls M’ # § gilt.

2. Daher schreiben wir jede Komponente x; des Vektors x als Differenz zweier
nichtnegativer Komponenten:

=gt — 7 T >
Tj=x] — i,z > 0.

Dann ist: . . .
(A, z) = Zaijxj = Z aijx;r - Z aijr; =
=1 =1 =1
= <Ai,:v+> — <Ai,x_>.
Wenn also (A;,z) <b; und z =2 —z~, (zF,2~ > 0), so folgt

(Ana*) = (A=) <b;
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3. Jetzt bilden wir M:

Jr

T + -
T - 2n+m <A17'r >—<A1',I >+ul:b“
M= { % ERM S0 2 0uz0i=1.m b

o M ist Teilmenge des nichtnegativen Oktanten des Raumes R?"1™.

Dieser kann natiirlich keine Gerade enthalten, M demzufolge auch
nicht!

e Nach dem Lemma 3 besitzt M Ecken, falls M # (. Dabei gilt:

M=0— M=10.

4. Wir bilden jetzt eine entsprechende Zielfunktion fiir (P).

(c,z) = {(¢,x™) = (¢,27) 4 (0, u) ist zu minimieren / maximieren, d.h. die
Zielfunktion von (P) ist:

< (¢, —¢,0), (xt.27,u) > und das ist offensichtlich auch eine lineare Ziel-
funktion.

Damit erhalten wir:

Ajat) — (A, 27 ) +uy = b,

5 . _ o (Ai,x
(P) min / max{< (¢, —¢,0), (z+.27,u) > | et >0,0->0u>04i=1...m

Der Zusammenhang zwischen beiden Aufgaben wird durch die Transfor-
mation
u; = b; — (A, %) + (A;, 27 ) und

x =zt — 2~ vermittelt.

5. Wir suchen eine analytische Beschreibung fiir Extremalpunkte (bis jetzt
beschrieben durch die Indexmenge) und beschéftigen uns genauer mit dem
Gleichungssystem

<Ai,£L‘+> - <Ai, $_> +u; = b;.
Nehmen wir also fiir (P) folgende Standardform:
mit & € R", A vom Typ (i, 7), b € R™, é € R™.

In diesem Fall gilt:

n=n+n+m,m=m.

aiil .. Q1p —ali ... —Q1n 1 0 0
- 0 1 0
A =
am1 e Amn, —Qm1 .. —Qmn O O . 1
N —

}.
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LL‘IF 6]
LL‘; Co
x} n by
xl_ —C1 bg
= 2 i=| — b=b=| .
b
x;, —Cn, m
U1 0
Upn, 0

Wie sieht bei solchen Aufgaben die Menge der extremalen Punkte aus?

Beschiiftigen wir uns jetzt mit Aufgaben in Gleichungsform.

max{(c,z) | Az = b,z > 0}
mit z € R, b€ R™ und A € M(m,n).
Seinun M = {z € R"| Az =b,x > 0}, A € M(m,n), rgA =m(< n).

Interessant fiir die lineare Optimierungsaufgabe ist natiirlich nur der Fall m < n.
Dann bilden die Losungen (die Punkte von M) einen Teilraum des Raumes R"™
(sonst: M enthilt nur einen Punkt und dann wére nichts zu optimieren, bzw.
(bei m > n) ist M eventuell leer).

Die Restriktionsmenge kann man in der Form
(A;,x) <b; i=1...m

—(A;,x) < =b; i=1...m

—x; <0 j=1...n

angeben.

Fiir eine solche Menge wissen wir bereits, wie die extremalen Punkte beschrieben
werden:

Wenn =z € M ist, so enthélt die Menge der aktiven Restriktionen von z alle
Indizes der aktiven Restriktionen (A4;,x) < b; und — (A;, z) < —b;.

Interessant sind daher nur die Indizes j mit z; = 0.

Betrachten wir darum die Indexmenge J(z) mit

J(x) == {j|z; =0}

Es ist leicht zu sehen, dafl Lemma 2 auch fiir J(x) gilt. (d.h. Ecke ist dieser
Punkt z aus M, der maximale Indexmenge J(x) besitzt.)

Definition 9:
Eine Teilmatrix Ag vom Typ (m, m) der Matrix A vom Typ (m,n) heifit Ba-
sismatriz, falls ihr Rang gleich m ist (d.h. Ap ist regulér).
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e Aus der Algebra wissen wir:

Wir kénnen m Spalten aus A so auswéhlen, dafl der Rang der aus diesen
Spaltenvektoren entstandenen (m,m)-Matrix m ist, d.h. die m Spalten
sollen linear unabhéngig sein. Diese Matrix bezeichnen wir mit Ap.

e Mit B bezeichnen wir die Indexmenge der entsprechenden Spaltenindizes.

a\/“

Sei A gegeben und Ap eine Basismatrix. Wir definieren B wie folgt:

B = {]lua]m}

Dann hat Ap die Gestalt:

Ay Ajg Ajm
—N—— ——
15, A1j, cee Ay,
2, a2j, a2j,,
= Ap= (A4, Aj,) = . .
amjl CLmj2 e amjm

Bezeichnung: Wir nennen B Indexmenge der Basisvariablen und definieren:

Definition 10:

Die Menge B = {j1,...,Jm} € {1,...,n} heifit eine BV-Indezmenge, falls die
Spaltenvektoren A j,,..., A ;. linear unabhéngig sind, beziehungsweise falls die
Matrix (A ,,..., A, ) den Rang m hat.

Die Restmatrix bezeichnen wir mit Ay und nennen die in N enthaltenen Va-
riablen (Spaltenindizes) die Indexmenge der Nichtbasisvariablen (NBV).

Definition 11:
Die Menge N := {1,...,n} \ B heifit die Indexmenge der NBV.
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Definition 12:
Den Punkt T € R™ mit

T; =0 fur jedes j € N
AT =10 (Akfk = fir jedes ke B)

nennen wir Basispunkt zur Basismatriz Ag.

Die Komponenten Z;, j € B miissen das System
(1) ABTJ' =b

erfiillen.
Da aber rg(Ap) = m und Ap regulir, hat (1) genau eine Losung.

Bemerkung: Der Basispunkt T zur Basismatrix Ap ist eindeutig bestimmt.

Definition 13:
Der Basispunkt T heifit zuldssig, falls ; > 0 fiir jedes j =1...n.

Definition 13:
Ein Punkt T heifit Basispunkt, falls eine Basismatrix Ap existiert, so dal T
Basispunkt zu Apg ist.

Bemerkung: Die Basismatrix ist nicht eindeutig bestimmt.

Satz 2:

Fiir Polyeder M in Gleichungsform (rgA = m) gilt:
Der Punkt 7 ist Extremalpunkt in M gdw.

T ist zuléssiger Basispunkt in M.

Beweis:
(—)
Voraussetzung: T ist zuldssiger Basispunkt von M

Behauptung: 7 ist Extremalpunkt von M
Beweis: Annahme: T ist kein Extremalpunkt von M

Dann existiert nach Lemma 2 ein y € M, y # T und
I(y) 2 I(Z) und damit auch J(y) 2 J(T), d.h. wenn T; =0, so y; = 0.

Darum erfiillt aber auch y die Bedingung fiir Z:
Ms Y Ay =b
jEB
oder
Apyj =10 fiir jedes j € B

oder
Ay=5b

d.h. (1)p hiitte zwei verschiedene Losungen, und das ist ein Widerspruch zur
Regularitit der Matrix Ap.
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(—)

Voraussetzung: T ist Extremalpunkt von M
Behauptung: 7 ist zuléssiger Basispunkt von M
Beweis:

Wir bilden die Menge der aktiven Restriktionen fiir Z:
J=Jx)={i | T =0}

Weiter sei N :={j | Z;>0}.
Es gilt:

Die Spaltenvektoren A ; mit Indizes aus N miissen linear unabhéngig sein.
Angenommen, sie sind nicht linear unabhéngig:

Dann existieren k reelle Zahlen Aq, ..., A; mit Z?:l IAj| > 0 (k = card(N))
und

(sei 0.B.d.A. N = {1,...,k} - sonst Bijektion, um dies zu erreichen)

> AN =0

JEN

= S Aj@+th)=b VYt (t€R)
JEN

Wir wissen, daB fiir j € N, Z; > 0 gilt.

Sei t* > 0 so klein, dal z; — t*\; > 0 V] (j € N).
Dann gilt:

> A @ EN) =0

JEN

Betrachten wir jetzt n neue reelle Zahlen );, die sich aus \; wie folgt ergeben:

M, )TN {/\i i €N

0 ,ied
=X#0,
= (AT LX) = b) — A (TN = b;
=T+t e M.

Folglich ist T kein Extremalpunkt in M, da das im Widerspruch zur Annahme
steht.

Also sind die Spaltenvektoren A j, j € N linear unabhiingig.

Dann: N enthilt k& < m Elemente (mehr kénnen es nicht sein).

Ap kann so gewihlt werden, da8 A ; (j € N) dazugehoren, d.h. N C B.

Sei (Aj, Ak);cw (Basiserginzungssatz) eine solche Matrix

(offenbar gilt: k ¢ N).

Offensichtlich ist (A ;, A k) JeN eine Basismatrix und offensichtlich ist T Basis-

punkt zur Basismatrix (A, Ax);c5, denn T, = 0 fiir r ¢ B = NU{k|...}
und AT = b, da T Extremalpunkt in M, d.h. T € M.

O
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Kapitel 2

2.1 Simplexmethode

entwickelt von George Bernhard Dantzig ungefdhr 1948
1946-52 mathematischer Berater der US Air Force
seit 1966 Professor fiir OR und CS an der Stanford-University

Idee:

e Ubergang von einem zulédssigen Basispunkt zu einem neuen mit besserem
Zielfunktionswert.

e Da nur endlich viele Basispunkte existieren, scheint diese Idee verniinftig
Zu sein.

Welche Schwierigkeiten konnen eintreten?

e Wie findet man den ersten zuléssigen Basispunkt?
e Gibt es im Falle der Nichtoptimalitit immer einen besseren Basispunkt?

o Wie 1488t sich die Unlosbarkeit feststellen?
Wir gehen aus von einem zuldssigen Basispunkt fiir die Aufgabe
max{(c,z) | Ax = b,z > 0}

mit rgA =m, A € M(m.n).
Dieser sei T mit der Basismatrix Ag.

Das Gleichungssystem Az = b 148t sich schreiben als

Ar = Aprp + Anyzy = b, ,T:(:EB)
TN

(Sortieren die Variablen, d.h. 0.B.d.A. sei
B={l,....m}und N={m+1,...,n}.)

AB AN

Ay ... Anm Appy ... Ag (zB> b

Az = Apzp + Ayxy = b | von links mit Agl multiplizieren
— (Agl)(ABZEB + AN:Z?N) = Aglb,

24



2.1. SIMPLEXMETHODE 25

e« xp+ Az ' Ayzy = AR'b (das Gleichungssystem ist nach zp aufgelost).
— I = Aglb — AglAN:Z?N.
Das bedeutet fiir beliebige k € B:

T = dkO — Z dkjilfj
j¢B
wobei
dro = (Agl)k b

((A];,l)lC bedeutet: k — te Zeile der Matrix(Ag,l))
und:
dij = (Agl)k (AN),J‘

((An) ; bedeutet: j —te Spalte der Matrix (An))

Offensichtlich ist die urspriingliche Beschreibung der Restriktionsmenge dquiva-
lent zu:

LL‘B:AI_glb—AglANJJN, LL‘BZO,LL'NZO.

Einsetzen von z in die Zielfunktion ergibt:

(c,;z) = {c,7B) + (cN,ZN) =

= chxk + chxj =

keB JEN
= E Ck dkO — E dkj{Ej + E CjT; =
keB JEN JEN
= E dekO — E E deijj + E CjTj; =
keB keB jeN JEN
= E deko — E ( E dekj — Cj) Tj =
keB jEN \keB
N——
::doo d[)]‘
= doo — E dojz;
JEN

Das ist die Zielfunktion unter den weiteren Nebenbedingungen:

dkO — Z dkjilfj >0 Vk € B
JEN
T > 0 VjeN

oder auch geschrieben als:

max{doo — Z dijj | dro — Z dijj >0,k e B,Ij >0,5 € N}
JEN JEN

Aktueller zulissiger Basispunkt (zur Basis B) ist

(=)= (%)
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Der Wert der Zielfunktion ist hierbei dgg.
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Wir schreiben alle Daten in Form eines Schemas (Simplextableau) auf:

NBV (N)
Tm+1 - Tq T

do_]o d07m+1 e dO.,q dO,n
I dl,O d/17m+1 ce dl,q dl,n
xIo dg)o d27m+1 ce d2,q d2,n

BV : : : : :
(B) Lp dp,o dp,m+1 e dp,q dp,n
Tm dm,O dm,erl e dm,q dm,n

Beispiel:

Gegeben sei folgende LOA:
Zielfunktion: xq7 — 329 — max
3z — Tz — 323 > —3
201+ 20 + 23 <1
120, 22>0, z3>0
Geben Sie fiir diese Aufgabe ein erstes Simplextableau an!
Losung:
Zuerst formen wir die Restriktionen zu Gleichungen um:
Zielfunktion: 27 — 329 — max
—3x1 +Tres + 323 +u =3
{ 201 +xo+ 23+ us =1
Fiir die Zielfunktion gilt: 0 —(—=1)xz; — +3 z2 — +0 z3.
—~ ~ —~
oo dy, do.2 do,s
Offensichtlich ist: BV {uy,u2} und NBV {z1, 22, 23} und damit

0
0
0 R dl,O =3, dg)o =1.
3
1

Wie sieht die Matrix (dy,;) aus?
Nach Definition gilt:

8
|

dj = (AJ_Bl)k (AN).j

Wenn Ag = E,,, so ist Agl = E,, und damit (d;) = An.

Jetzt kann folgendes Tableau aufgestellt werden:

1 T2 I3
0 -1 3 0
Uy 3 37 3
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Bemerkung: Wenn d, ; > 0 fiir alle j € IV, so ist T optimal.
Beweis: Sei x € M beliebig. Dann gilt:

(c,x) = (cB,xB) + (cN,ZN) =
= <cB,Aglb — AglAN:vN> + {en,xn) =
= (cp, Ag'b) — (cp, Az'Anan) + (en, zn) =
= (cp, A5'b) — (A5 An)"cp,an ) + (N, an) =
do,o

—1
= do)o— < (AB AN)TCB —CN,TN > .

do,j,J€EN

Wir wissen: ZF(T) = z = dyo.

Da dp; > 0 ist, gilt:
(A'An)"ep —en >0

= cp A Ay — ¢y > 07
= cp A An > k.
Sei y € M beliebig und sei ZF'(y) = z.
Zu zeigen: Z > z Vz (d.h. T ist optimal).

()

z=ZF(y) = (cB,yB) + {cn,yn) =
=cpyp + cyyn <
< cpyp + cp AR Anyn =
= cp AL (Apyp + Anyn) =
=b dayeM

= CgAElb = doo =z

Satz 1:
Wenn ein [ € N existiert mit do; < 0, so kann durch eine Basisdnderung der
Wert der Zielfunktion erhoht werden.

Beweis:

Sei l € N mit dy; < 0.
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Wir erh6hen z; soweit, wie es moglich ist. Die restlichen Variablen z;, j € N
bleiben dabei 0.

Bedingungen fiir die Erhohung von z; sind:
r; = djg — djyx; >0 Vi e B

(damit x; zuldssig bleibt).

Wenn d;; < 0, so wird die ¢ — te Bedingung nicht verletzt bei x; — co.
Kriterium fiir Maximum gegen Unendlich :

Wenn alle d; <0, (i € B), so kann z; unbeschrinkt wachsen!

Damit wichst auch der Wert der Zielfunktion unbeschriankt, denn wir haben:

ZF =dy — dojz; = doo — do :
00 Z 05T 00 1 T — 00 (z — o0)
JeN <0
D.H. wenn x; unbeschriankt wéchst, so wichst die Zielfunktion auch unbe-
schrinkt. Die Aufgabe nennen wir dann nicht 16sbar (Maximum = Unendlich).
Betrachten wir nun den Fall, dafl es mindestens ein ¢ € B, d;; > 0 gibt.
Sei B4 die Menge aller solcher i, d.h.
Bi ={i|lie BAdy > 0}.

Fiir i € By folgt z; < ‘flil , damit x; > 0 bleibt.

x; kann damit bis zu min (thi-?) erhoht werden.
ieB \ %

. . d; _d
Sei min (d_:z)) =32 (k€ By).
Wenn z; = ‘;—’;’ gesetzt wird, folgt x, = 0.

Jetzt bilden wir eine neue Basis B (wobei noch zu zeigen ist, da$ B Basis ist):
B:= (B\{k})u{l}

(d.h. die Basisvariable zj wird gegen die Nichtbasisvariable x; als Basisvariable
ausgetauscht):

N = (N\{1}) U {k}

Der neue zuléssige Punkt ist dann:

d
=0, fi:dm—du%, i#k,  i€B
kl
=3,
d
fl=-2>0, &=0 jEN, j#I
di

Neuer Wert der Zielfunktion ist folglich:

dro
doo — doi®; = doo — dor —— > doo
~~ dy
<0~~~
>0

falls dpp > 0, d.h. der Wert der Zielfunktion steigt.

Wieso ist B eine Basis?
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d.h. Es ist zu zeigen: Ap ist reguldr, wobei die Matrix Az nur aus den Ele-
menten A ; und A ; besteht, nicht aber aus A j.

Annahme : Ay ist singulér.

Dann existieren Zahlen \; € R mit

Ar= > XA
i€B
i#k

Es gilt weiterhin: di; > 0, da k € B4 und damit ist

d = (Ag'), Au= Z Xi (Agh), Aqi =0
1€ B X
ik

=615, wobel ki

was ein Widerspruch ist.

1 fallsi=k

Oi ist dabei das Kroneckersymbol: §y; =
0 sonst

Folglich ist Ap regulér. |

Es bleibt noch anzugeben, wie die zur neuen Basis B gehorenden di; aussehen,
d.h. das neue Simplextableau ist aus dem alten zu berechnen.

Das zentrale Element, auch Pivot -Element genannt, ist dabei dy;, die k-te Zeile
ist die Pivotzeile, und die [-te Spalte ist die Pivotspalte.

Wir wissen:
xi:diO_Zdijxju Vi € B.

JEN

Fiir ¢ = k ist dann:
T = dkO — Z dijj =
JEN
= dpo — Z dpjrj — dra
i#1
jeEN

Damit ergibt sich fiir z;:

dr di
J#1
JEN
dro 1 di;
di ( " ; di 1)
~ = J#EL >~
dio dik jE N 4

chO, Jlk, Jlj sind die Elemente der I-ten Zeile in dem neuen Simplextableau.

d.h. die Pivotzeile sieht wie folgt aus:

.1 S d
dn = — d. = ki
T YT
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Fiir beliebige Basisvariablen x; (i # 1) gilt nach dem Simplexschritt:

z; = dio — E dijz; — dyx; =

jeN
j#1
dro 1 d;
=dj — dijx; — dy(— — —xp — —x;) =
0 Z jlj l(dkl dklfk Z dy z;)
JEN JEN
j £ j £

dkl d/kl d_kl
JEN JEN
JF#l J#l
didio dirdp; dy
=d;p — — diyj — —= ; —_—
0 dkl Z J dkl Lj + dkl T
" jeN ——— N
=dio j 75 l =d; j (Kreusregel) =—dix

d.h. wenn fiir den zuléssigen Basispunkt T die Werte der Basisvariablen T; po-
sitiv sind, so stellt die Methode entweder die Unlosbarkeit der Aufgabe fest
(Maximum=Unendlich), oder es wird ein fester Punkt * ausgerechnet. x* ist
dann die Losung.

Beispiel:

Berechnen Sie:

max x1 + xs unter den Nebenbedingungen
T+ 229 < 1

201+ 2x2 <1
120, 2220

Loésung:
T1 T2 U2 T2
0] -1 -1 N 0.5 0.5 0
Uy 111 2 Uy 0.5 -0.5 1

0

[ V)

Die rechte Tabelle ist optimal, d.h. der Basispunkt T = ( ;1 ) = ( 0-5 ) ist
optimal und der Wert der Zielfunktion in T ist: ZF(Z) = 0.5.

Anwendung auf das Simplextableau:
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NBV
Tm+1 Xy Xj In
do_’o d07m+1 e dO,l e dO,j . dO,m
X1 dl,O dl,m+1 . d/17[ . le e dl,m
X9 dg)o dg)m+1 e d27[ N dgd‘ e dg)m
BV| : : : : :
Tk dk70 dk,erl . dk,l . dk_’j e dk,m «— Pivotzeile

xX; d@o di,erl N di,l N di,j e di,m
L dm)o dm)m+1 e dm,l e dm)j e dm,m

T

Pivotspalte

Voraussetzung:
d dio | .
doy <0, 2 —min{=2|ie By (also dy > 0)}
dy dy
Berechnung des neuen Tableaus:
e An der Stelle des Pivotelements...
~ 1
dixy = —
1

Die ehemalige Pivotzeile nennen wir jetzt I-te Zeile, da in dieser Zeile die
Variable x; als Basisvariable liegt!

e Die [-te Zeile (ehemalige Pivotzeile) berechnet sich nach...

% = G

d.h. jedes Element der Zeile wird durch das Pivotelement dividiert.

e Die k-te Spalte (ehemalige Pivotspalte) berechnet sich nach...

N di
dy = -1
: dr

d.h. jedes Element der Spalte wird durch Pivotelement dividiert und das
Vorzeichen umgekehrt, denn es gilt:

e Die restlichen Elemente des Folgetableaus werden nach der Kreuzregel
berechnet...
didy;

diy = iy - dii
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/

o

2.2 Entartung, lexikographische Simplexmetho-
de

Definition 1:
Ein Basispunkt heifit entartet, wenn der Wert mindestens einer Basisvariablen
Null ist.

BV | T 0=dgo di

Neuer Wert der Zielfunktion beim Wechsel B — B = (B \ {k}) U1 ist

=0
N

d
doo — doz% = doo
Kl

(bis jetzt: Wenn dio > 0, so wéchst die Zielfunktion)

Wenn das Element dj; das Pivotelement werden sollte, wird sich der Zielfunk-
tionswert nicht dndern!

Daher miissen wir uns in diesem Fall mit der Frage der Endlichkeit des Algo-
rithmus beschéftigen, denn es kann ja sein, dafl wir in einen Zyklus geraten, wie
das néchste Beispiel auch zeigt.

Beispiel:

2x3 4+ 2x4 — 8x5 — 204 — max
203 + x4 — 35 — 26 <0
—Txs —3x4 + Txs + 226 <0
x;>0,i=1...6

wird umgeformt zu:
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203 + x4 — 35 —x6 + 21 =0
—Tx3 — 3wy + Tx5 + 226 + 22 =0
T3 T4 I5 Te T T4 Is T
0 -2 -2 8 2 0 1 -1 5 1
1 | 0| 2 1 -3 -1 s | 0 | 1/21/2 -3/2 -1/2
z | 0| T 3 7T 2 x| 0 | 7/21/2 -7/2 -3/2
1 X2 I5 Te T T2 I3 Te
0 8§ -2 -2 2 0 ) 1 1 -1
3 | 0 | 3 -1 2 1 s | 0 | -3/2-1/2 1/2 1/2
x| 0| 7T 2 T -3 g | 0 | -7/2-3/2 7/2 1/2
r1 T2 I3 Tq Is i) T3 Xrq
0 -2 -2 8 2 0 1 -1 5 1
s | 0 | 2 1 -3 1 1 | 0 | 1/21/2 -3/2 1/2
z | 0| T 3 7T 2 s | 0 | 1/21/2 -7/2 -3/2
T3 T4 I5 i
0 -2 -2 8 2
= !
o 0 51 3 1 erstes Tableau!
T2 0 1372

Was wissen wir iiber Basispunkte?

e Ein Basispunkt erfiillt die m Gleichungen von Az = b mit 2; > 0 und
j=1...m und die (n-m) Nicht-Basisvariablen sind Null, d.h. z; = 0 fiir

alle j € N.

e In entarteten Basispunkten werden noch zusétzliche Basisvariablen x; =

0,j € B.

Es ist giinstig fiir die Behandlung dieses Falls die lange Form des Simplextableaus
zu benutzen.
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Lange Form des Simplextableaus:

BV NBV
X1 ... Tp e Tm Tm+1 e Lq In
do,o do,m+1 o do,q do,m
X1 d170 1 e O N O d17m+1 e dl,q dl,m
T2 dgyo 0 ... 0 FN 0 d27m+1 SN d27q dgym
Tp dp70 0 ... 1 FN 0 dp,erl SN dp,q dp,m
Tm dm70 0o ... 0 e 1 dm)m+1 e dm7q dm)m

Die Transformation des Simplextableaus fiir einen Simplexschritt 148t sich wie-
der ausrechnen:

Sei wieder di; das Pivotelement.

e Dann wird die k-te Zeile durch dj; dividiert...
1

2= 2k

Cd
(z ist die I-te Zeile, z, ist die k-te Zeile).

e Alle iibrigen Zeilen z; werden ersetzt durch

. di
Zi = 2y — —Zk

dr

(Kreuzregel, i # k, i = 0 zugelassen fiir die charakteristische Zeile).

Nun einige Uberlegungen beziiglich der Auswahl der Pivotzeile:
Sei x € R™, x # 0y,

Definition 2:
x heifit lexikographisch positiv (x > 0) , falls die erste von Null verschiedene
Komponente von = positiv ist.

Formell:
z>=0:=3(1<i<nAz>0AVYj(j<i—z; =0))

Definition 3:
x heiit lexikographisch negativ (x < 0) , falls —z > 0.

Definition 4:
Sei die Relation >~ (gesprochen: lexikographisch grofer):

= R" X R'mit z >y < x—y> 0.

Bemerkung :

> ist:
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1. irreflexiv (z % x)

2. transitiv (z >y Ay >z — x> 2)

3. asymmetrisch (z = y — y ¥ @)

4. total (VaVy(z € R" ANy € R" — ((z > y) V (y = x)))

5. 2=y — x> Ay (A>0)

1. bis 3. bedeuten: irreflexive Halbordnung,
1. bis 4. bedeuten: irreflexive Ordnung.

Lexikographische Simplexmethode :

Wir definieren eine neue Regel fiir die Auswahl der Pivotzeile:

e Spalte I legt fest (durch do; < 0).
Wir betrachten i € B mit dy > 0 (Menge B.) und bilden 7 = 2.

Offensichtlich unterscheiden sich die Zeilen 2 und 2z (2 # 2, fiir i # v,
i,v € B, weil die Zeilen z; und z, unterschiedlich sind, denn es gilt: d;; =
Zii = 1 und dm' = Zyi = 0.

Unter den Zeilen z; gibt es folglich eine kleinste nach der lexikographischen
Ordnung, diese sei zj.

Damit wird die k-te Zeile Pivotzeile, d.h.
z;, ist das lexikographische Minimum von den 2}, i € B;:
2z, = lexmin{z] | i € B4}

e Bemerkung: Diese Vorschrift beinhaltet die gewdhnliche Auswahlregel kon-

sistent, denn wenn d“) > g 4o fijr alle i € B, und k eindeutig bestimmt, so
wird k hierdurch emdeutlg festgelegt und das lexikographische Minimum
z} wird in ¢ = k angenommen.

Beispiel:

Betrachten wir folgendes Simplextableau.
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r1 X4
2 -1 -2
z3 | 0 | 1T 2

X9 0 3 4

Zu bestimmen ist nach der lexikographischen Simplexmethode die entsprechende
Pivotzeile, wenn die ,,z;“ als Pivotspalte betrachtet wird.

Loésung:

Zuerst schreiben wir die lange Form des Simplextableaus:

xr1 X9 T3 Xrq
2 -1 0 0 -2
Zzs 3 0 10 1 2
Zas To 0 3 1 0 4
Dann ist:
2 =(0,1,0,1,2)
_ 1 4
2/12 - (07 11 §107 §)
und damit 2}, > z;., d.h. die Zeile z,, ist die Pivotzeile und di; = 1 das

Pivotelement.

Wir kénnen annehmen, daf alle Zeilen z; (i € B) lexikographisch positiv sind.
Das 148t sich stets erreichen, indem die Variablen umnummeriert werden, so dafl
die Basisvariablen die Indizes 1...m bekommen.

I . Tm Tm+41 e In

doo

Z1

dpo >0 En D

Tm

Behauptung 1 :

Seien alle Zeilen z; (i € B) lexikographisch positiv. .
Dann sind nach der Simplextransformation alle Zeilen Z;, ¢ € B ebenfalls lexi-
kographisch positiv:

Beweis: Sei B = (B \ {k})U{i}.

e Fiir [ € B ist klar, denn

zZl = zr =0
di ~~
~—~ ~0
>0

e Fiiri e B, i #1 gilt:

wobei dy; > 0 ist.
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1. Fall dy <0, dann ist —g% > 0.

Die erste Komponente von zy, die von Null verschieden ist, ist positiv, da
zi > 0. Folglich gilt:

Zi > 2
und, da z; > 0, auch:
Zi >0
2. Fall d; >0, d.h. ¢ € B;.
Dann ist 2 > z;, nach der lexikographischen Auswahlregel. Dann gilt:

Zq 2k

—_— > |.d'l >0
dy d
~— =~
. =z
dy
zi— —z =0
7 dkl k

O
Behauptung 2 :
Die charakteristische Zeile im langen Tableau wéchst lexikographisch.
Beweis:
<0
=~
. doi
20 =20 — —— 2k =~ 20
dgl ~~
v —0
>0
O
Beispiel:

Betrachten wir wieder das letzte Beispiel. Jetzt verwenden wir die lexikographi-
sche Simplexmethode:

1 T2 T3 Ty Ty Te
0 0 o -2 -2 8 2
T 0 1 0 2 1 3 -1
‘ ) 0 0 1 -7 -3 7 2
1 T2 T3 T4 €5 Z6
0 1 0 0 -1 5 1
T3 0 1/2 0 1 1/2 —3/2 —1/2
‘ ) 0 7/2 1 0 1/2 —7/2 —3/2
r1 T2 T3 X4 Ts T
0 2 0 2 0 2 0
Ty 0 1 0 2 1 3 -1
‘ T9 0 3 1 -1 0 -2 -1
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Somit finden wir nach drei Schritten (mit der lexikographischen Simplexmetho-
de) einen optimalen Punkt: Z = (0,0,0,0,0,0)” und der Wert der Zielfunktion
ist 0.

O

Mittels lexikographischer Simplexmethode haben wir gezeigt, daf} gilt:

Satz 2:
Ist der Restriktionsbereich einer linearen Optimierungsaufgabe nicht leer, so
kann nur einer der beiden folgenden Félle eintreten:

1. Entweder existiert eine Losung der Aufgabe,

2. oder der Extremalwert ist +o0o (bei Maximierung) bzw. —oo (bei Mini-
mierung)

a

Beide Fille werden durch die lexikographische Simplexmethode erkannt (sofern
man einen zuldssigen Basispunkt kennt).

Bleibt die Frage zu klaren:

Wie findet man einen zulidssigen Basispunkt? bzw: Wie erkennt man,
dal M =0 ist?

Bevor wir uns dieser Frage widmen wollen wir noch den folgenden Spezialfall
betrachten:

e Wir haben gesehen, dafl ein Tableau eine optimale Losung liefert, falls
doj >0Vj € N.

e Wir haben den Spezialfall betrachtet: In der 0-ten Spalte existiert minde-
stens ein dip = 0. In diesem Fall wird die Pivotzeile nach der lexikogra-
phischen Simplexmethode bestimmt.

e Betrachten wir jetzt den zweiten Spezialfall: In der charakteristische Zeile
(O-te Zeile) existiert ein j € N mit dy; = 0. In diesem Fall dndert sich der

Wert der Zielfunktion nicht beim Ubergang zum nichsten Simplextableau:
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denn:

es sei B = (B\ {k})U {j}, so gilt:

doo = dop — — = doo

e Offensichtlich dndern sich auch die weiteren Werte nicht in der charakte-
ristischen Zeile:

=0
~ dy; dy s
doj = doj — OzlAj—dm J#]
kg
und .
B 1~
07:_@ doj =0 =dy;
J

Im allgemeinen gilt : Falls in dem optimalen Tableau (do; > 0 Vj € N) die
Koeffizienten doj, = --- = doj, = 0 sind fiir ji,...,Jj- € N, so kann man i.a.
noch s = 2" — 1 Nachfolgetableaus berechnen, die jeweils optimal sind:

Seien dabei die Basispunkte Ty, 71, ..., Ts berechnet.

Da S (=Menge der Loésungen) auch ein konvexes Polyeder ist, so ist jedes Ele-
ment der konvexen Hiillle z von Ty, Z1,...,Ts auch eine Losung der linearen
Optimierungsaufgabe:

T = NoTo + -+ + AsTs, N\ >0, Z)‘izl'
=0

Beispiel:

r1 + ro — max
1+ x2 <10
201 + 22 < 18
2z1 4+ dx2 < 35
z; >0

Losung:

r1 + 22 +u; =10
2x1 + 29 +ug = 18
2x1 4+ dx2 +uz = 35

Ty 22 Q uy X9 Q

0 1 -1 9 1/2 -1/2
w | 10 | 1 1 10 w | 1 /2 1/2° 2
w | 18 | 2 1 9 T | 9 1/2 1/2 18
us | 35 | 2 5 175 us | 17 | -1 4 425
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U2 Ui Q
0] 0 1 . - < 8 )
zs | 2 | -1 2 0 2
1 | 81 -1 8
us | 91 3 8 3
us U7
0] 0 1 _ (5
7 | 5 | 1/3 - o= ( 5 )
x| 5| -1/3
upy | 3| 1/3 -8/3

:>L68ungZT:)\0<§)+)\1<g)mit)\ozo, M >0, A+ =1,

Zum Beispiel fir Ay = %, AL = % ergibt sich der Losungspunkt  mit = =

(507 )

Bleibt die Frage zu kléren:

Wie erkennt man, dafl M = (7 bzw. Wie findet man einen zulissigen
Basispunkt?

2.3 Die Hilfsaufgabe

Als wir den Begriff Basispunkt eingefiihrt haben, haben wir gesehen, daf§ wir,
um leicht einen Basispunkt fiir eine gegebene lineare Optimierungsaufgabe zu
finden, die Dimension erhéhen sollten. Was geschieht dabei mit unserer linearen
Optimierungsaufgabe bzw. wie ist der Zusammenhang zwischen der alten und
der neuen linearen Optimierungsaufgabe?

Wir definieren nun einen neuen (grofieren) Restriktionsbereich, in dem unser
alter Restriktionsbereich nur ein Teil ist!

Beispiel:
Pli
T1 — 3Ty — max

201+ 20 =3
:1:120
IQZO
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wird durch Hinzufiigen einer dritten Dimension zu:

P22
201 +x2 +y1 =3
xlz()
T1 — 3T — max
1'220
y1 20

Man sieht sofort, dafl (0,0,3) ein zulissiger Basispunkt fiir P ist.

X2

——— Startpunkt
Y1

Idee, um den ersten zuléssigen Basispunkt fiir M zu finden:

Ausgehend vom (offensichtlich leicht zu findenden) Start-Basispunkt in Ps wird
die Simplexmethode benutzt, um zu einem Basispunkt von M zu kommen.
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Das wird in unserem Beispiel der Fall sein, falls wir die Ecken des neuen Restrik-
tionsbereiches durchlaufen mit dem Ziel: miny; = 0. Im Allgemeinen wird das
Ziel sein: min Y y; = 0, wobei y; die zusitzlichen kiinstlichen Variablen sind.

d.h. wir suchen min ) y;.

Falls min " y; = 0 ist, so haben wir einen Basispunkt von M gefunden. Falls
das Minimum gréfer Null ist, so folgt M = 0.

Allgemein 148t sich der erste Basispunkt wie folgt bestimmen:

Wir gehen von der Standard-Aufgabe aus mit der Restriktionsmenge

M ={xz € R"|Ax = b,z > 0,}, be R",xz € R",rgA bel. ;A € M(m,n),b> 0y,

Betrachten wir die Hilfsaufgabe H:

(H) min{ > yi|Az+ By =>b,z>0n,y>0n}
i=1
Die y; sind hierbei kiinstliche Variablen.
Sei v der Extremalwert der Hilfsaufgabe (H) im Basispunkt (Z,7).
1. Fall: v =0.
Dann gilt 7, = --- =7,, = 0 (da y; > 0) und folglich ist T in M.
2. Fall: v > 0. Dann ist fiir jedes ¢ € R™ Az < b und damit M = !

Wie kann man die Hilfsaufgabe (H) 16sen?

Einfach, denn ein Start-Basispunkt fiir H ist immer leicht zu finden.

x =0,

y=>5(=0)

Nach der Simplexmethode erhalten wir eine Losung oder stellen die Unlésbarkeit
fest. (Unlosbarkeit wiirde heilen v = —o0, und das kann wegen v > 0 nicht sein).

Bemerkung : Wir l6sen die Hilfsaufgabe H':

(H') max{—Y 4| Az + By =b,2>0n,y > Oy}
i=1
denn wie man leicht sieht, gilt:

min{+f(z) |z € M} = —max{—f(z) |z € M}.

&
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Beispiel:

Losen Sie folgende Lineare Optimierungsaufgabe:
(P)

3r1 + 2x9 — max

T+ a9 <2

2171 — T2 S 2

xr1 + X9 Z 1

2$1 — X2 2 1

Losung:

Aus den Nebenbedingungen in (P) erhalten wir:

1+ 29 +u =2
201 — X9 + U =2

M - T1+To —uz=1
201 —x9 —uyg =1
z; 2 0,u; > 0.

Ein zuléssiger Basispunkt ist nicht ohne weiteres angebbar bzw. es ist nicht ohne
weiteres klar, ob M = () ist. Deshalb fithren wir die kiinstlichen Variablen
und s ein:

1+ 2o +u =2
201 — X9 +ugs = 2

My : 1+ 22 —us+y1 =1
201 — X2 —Ug +y2 =1
z; > 0,u; >0,y > 0.

Damit haben wir die Hilfsaufgabe H zu 16sen, um festzustellen, ob M =
oder M # (). Fiir den Fall, da3 M # () ist, werden wir auch einen zulissigen
Basispunkt finden:

(H):
min{y; + ya | Ma}

—max{—y; —y2 | Ma}

Wir haben:
Basisvariablen: u1, us, y1, y2
Nichtbasisvariablen: z1, xo, us, u4

Weitere Vorbereitungen: Die Zielfunktion mufl als Funktion der Nichtbasisva-
riablen dargestellt werden!

Dazu:

y1=1— (21 4+ x2 —u3)
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ya =1— (2z1 — o2 — uyq)

Damit ist:

ZF = - +y2) =
=—(1—-(r14+z2—u3)+1— (221 — 220 —uyg)) =
=—(1—z1—22t+us+1—2x1+22+uy)) =
=—-2—(-3x1 +us +uy), d.h.

doo = =2, doz, = =3, doa, =0, douy =1, dou, = 1.

Jetzt konnen wir das erste Simplextableau fiir (H) aufstellen:

T1 T2 U3 U4 Q

23 0 1 1
w | 2]1 1 0 0 2
up | 212 -1 0 -0 1
yp |11 1 -1 0 1
y | 1] 2 -1 0 -1 1/2

Y2 T2 us Uy Q
-1/20 3/2 -3/2 1 -1/2
Uq 3/2| -1/2 3/2 0 1/2 1
Uo 1 -1 0 0 1
Y1 /2] -1/2 3/2 -1 1/2 1/3
T /21 1/2 -1/2 0 -1/2

Y2 W usg Ug
0 1 1 0 0
Ul 1 0 -1 1 0
Uo 1 -1 0 0 1
To 1/3 -1/32/3 -2/3 1/3
T 2/3 1/31/3 -1/3 -1/3

Dieses Tableau ist optimal und der Wert der Zielfunktion ist 0. Folglich ist
M # () und als zuléssiger Basispunkt fiir die Originalaufgabe ergibt sich:

T1
T2 T 2/3
W T 1/3
7=| © | ¢ M, unddamit | @ | e, dn | 1}
us 2 1
Uy us 0
7 T 0
Yo

Damit ergibt sich:

Basisvariablen fiir die urspriingliche Aufgabe: x1, x2, u1, uo,
Nichtbasisvariablen fiir die urspriingliche Aufgabe: ug, uq.

Wir haben ZF: 3z + 2z5.

Damit das erste Tableau aufgestellt werden kann, miissen wir die Zielfunktion
als Funktion der Nichtbasisvariablen darstellen:

2 1 _ 1 _ 1 2 1
—§U3+§U4+ZE2—§:>$2—§+§U3—§U4
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1 1 _ 2 _ 2 1
—§U3—§U4+$1—§:>I1—§+§U3+§U4

Jetzt setzen wir 27 und x9 in die Zielfunktion ein:

ZF = 3171 —|—2ZC2 =

=3(%+ tus + 2ua) +2(3 + 2uz — 2uq) =

=2+us+us+ 2+ jus — Zuy =

= % + %’U,g —|— %U4, dh

doo = &, dous = — %, dojuy = —3

us Uyg ul Uyg
8/3 | -7/3 -1/3 5 | 7/3 -1/3
1 | 2/3 | -1/3 -1/3 x| 1| 1/3 -1/3
o | 1/3 | -2/3 1/3 s | 1| 2/3 1/3
Uy 1 1 0 U3 1 1 0
U 1 0 1 U 1 0 1

ul U9

16/3] 7/3 1/3
x| 4/3 | 1/3 1/3
zo | 2/3 | 2/3 -1/3
us 1 1 0
U4 1 0 1

Offensichtlich ist dieses Tableau optimal, und es gilt:

T= ( g;g ) ZF=16/3.

45
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Kapitel 3

3.1 Dualitéit in der linearen Optimierung

Definition 1:
Betrachten wir
(P) max{ ¢’z |Az <b, x>0}

=(c,z)

Die Aufgabe
(D) min{ b7y [ATy >c, y >0}
—~—

=(b:y)
heifit die zu (P) duale Aufgabe.

Definition 2:
Betrachten wir

(P) max{(c,z) | Az = b, x>0} mit rgA =m, A€ M(m,n) und ¢,z €
R™, be R™.

Die Aufgabe
(D) min{(b,u) | ATu >c} uweR™, AT € M(n.m).
heifit die zu (P) duale Aufgabe.

Bemerkung: Definition 1 ist dquivalent zu Definition 2.

Beweis: (—) (Definition 1 — Definition 2)

Sei (P) max{{c,z) | Az < b, x> 0}. Nach Definition 1 hat die duale Aufgabe
die Form:

(D) min{(b,y) | ATy > ¢, y >0}

Betrachten wir

47
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(P") max{(c,z) | Ax =b, x> 0}.
Offensichtlich ist (P’) dquivalent zu der Aufgabe
max{(c,z) | Az <b, —Ax<-b, x>0},

was wiederum dquivalent ist zu:

max{(c, ) | ( A );Cg ( _”b) 2> 0},

Nach Definition 1 hat die zu dieser Aufgabe duale Aufgabe die Form:
@) wing(( L, ) )Tl ATy z e yzon

Betrachten wir die Zielfunktion der letzten Aufgabe:

b1
Y1
b B bm . _
—b Y )= _bl ) : -
: Yom
—b,,
=biyr + -+ bpYm — b1Ymt1 — - — bYam =

:bl(yl_ym+1)+"'+bm(ym_y2m):
———— ——_——

=uy =Um,

=bius + -+ bty = (byu), b€ R™, wue€ R™.

Betrachten wir nun auch die Restriktionen:

T
(4

AN\
Da ( 4 ) = (AT| — AT) ist, gilt weiter:
c; < < (i-te Zeile von (AT]| — AT),y >.

i-te Zeile von (AT| — AT) ist:

(a1i7 A2iy .« -+ 5 Amigy —QA13, —A245 - -+ _ami)-

Folglich ist i-te Komponente des Produktes (AT — AT)y:

a13Y1 + a2iy2 + - + AmiYm — ALiYm+1 — *° — OmilYom =

a1i(y1 — Ym+1) + a2i(Y2 — Ym+2) + - + @mi(Ym — Y2m) =
—_——— —_—— —

=u1 =us =Um

QiU = A,iu,

I
s

dh. (AT| - AT)y = ATu.
Die Variable u ist dabei beliebig, d.h.

(D) min{(b,u) |ATu > c}.
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Beweis: (<) (Definition 2 — Definition 1)

Seien
(P) max{(c,z) | Az =b, x>0} und

(D) min{(b,u) | ATu > ¢} gegeben.

Betrachten wir jetzt die lineare Optimierungsaufgabe (P’) mit:

(P") max{{c,x) | Az <b, x>0}
Dann gilt folgende Kette von Aquivalenzen:
(P max{{c,z) | Az+u=0b, x>0, u>0}

=max{{c,z)| Az+Fu =b, x>0, u>0}

<AE>< x )
u

—mx(lea) | @) (5 ) =0 (4)=0

(£ )-(2)) (1) (7)o

Nach Definition 2 ist die zu (P’) duale Aufgabe (D’):

(D) minb,2) | (A|E)Ts > ( : )}.

Es gilt:

und daraus ergibt sich:
T
(AE)Tz > ( ¢ )<:> Azze

Das letzte Ungleichungssystem ist:

ATz > ¢
2120 T
Coan Azze
: z>0
Zm > 0

und folglich hat (D) die Form

(D) min{(b,2) | ATz > ¢, z2>0}.

49
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Wir werden (vorerst) Definition 2 benutzen.

Lemma 1:
Wenn (P) lésbar ist, so ist auch (D) losbar und die Extremalwerte sind gleich.

Bemerkung;:
Wenn z und wu zuléssig sind und v der gemeinsame Extremalwert ist, so gilt:

(e,z) < v < (byu)

v — <C7 $> < <b7 u> - <C, £L'>
N———

Giite der Anniherung an Extremalwert

Beweis des Lemmas:

Sei (P) 16sbar. Dann existiert fiir (P) ein Simplextableau, das die hinreichende
Optimalitdtsbedingung erfiillt:

TN
doo don
| zs dBo di;

T = ( B ) A= (AplAy),  Ap € M(m,n),

TN

Az = (AB|AN) ( ;f] ) = Aprp + Ayxzy = b€ R".

Agl existiert, da Ap regulér ist. Folglich gilt:
AglABIB + AélANIN = Aglb =
EmiL'B = Aglb—(AélAN)JJN

~—— =

dBo dBN

T

und (¢, z) = ¢' x = dop — donx N, Wobei



3.1. DUALITAT IN DER LINEAREN OPTIMIERUNG 51

T, _ T T _
C'T=cTp +CNTN =

= cpAR'b — (B AR An)zn + chan =

=cEAGY —(cEAZ AN — ch)an
—_—— ———
:doo dON

Weiterhin wissen wir, dafl die hinreichende Optimalititsbedingung erfiillt ist,
d.h. dON 2 0 und dBO Z 0.

Betrachten wir jetzt die Aufgabe:

min(doo + dsoys), yYs € R™ unter den Nebenbedingungen

(D/) {yB 2 Om

dgNygdgN >0

Wir kennen eine Losung dieser Aufgabe, ndmlich yg = 0, denn da dpg > 0 ist,
wird jeder andere Wert einen grofieren Zielfunktionswert erzeugen.

Es ist noch zu zeigen:

(D) ist dquivalent zu (D).

Wir haben:

(P) max{{c,z) | Az =b, x>0}

Nach Definition 2 muf (D) folgende Form haben: min{(b,y) | ATy > c}.

Betrachten wir die Zielfunktion von (D'):
doo + d5ys =
= cpdp'b+ (A50) s =
>0
= (e, A'b) + 07 (A5")Typ =
= (Ap'b.cp) + b7 (A5")Tys =
= VT (A5Y)Tep + b7 (AY) Typ =
= b7 ((A5Y)Ten + (A1) Tys).

Betrachten wir die Nebenbedingungen:

1l.yp >0
2. (A" AN)Typ + (cEAZ ' Ay — )T >0
I
AL (A Typ + AL (A" ep — en
I
AJTV ((A]_gl)TyB + (Aél)TcB) —cN.
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Wir substituieren: u := (A5")Typ + (A5") cn
= ul' = c:gAg,l + ygAg,l

= wlAp=cL+yk. *)

Aus der Nebenbedingung 1. folgt:

yp >0 «—— y%ZOT — 0 gygzuTAB—cg —

—suTAg > cg — Agu > cp. (**)

Weiterhin gilt nach Nebenbedingung 2:
AJTVu —cn > 0.

Das ist gdw. AL u > cy. (35

Aus (**) und (***) erhalten wir:

T
(j% )uZ(EB ),d.h.ATuZC.
N N

Fiir die Zielfunktion gilt offensichtlich: 67w = (b, u).

Satz (Dualitéitssatz der linearen Optimierung):
Es seien

(P): max{{c,z) | Az <b, x>0} und
(D): min{(b,y) | ATy > ¢, y>0},
Ae M(m,n),ce R*,be R™,x € R",y € R™.

Dann gilt:

(P) ist losbar genau dann, wenn (D) 16sbar ist. Im Falle der Losbarkeit sind die
Extremalwerte gleich.

Beweis: )
(—) Sei (P) 1ssbar. Nach der Aquivalenz von Definition 1 und Definition 2 fiir
Dualitdt (Bemerkung 1) und Lemma 1 folgt die Behauptung.

(<) Sei (D) losbar.
Idee: Wir formen (D) dquivalent zu einer Form (P)” um und wenden den schon
bewiesenen Teil des Satzes an.

Betrachten:

(D1) max{~(b,y)| — ATy < —c,y > 0}
———"
=(-by)

Es gilt offensichtlich: vp, = —vp.

Betrachten nun die duale Aufgabe zu (D7). Diese sei (Dz). Nach Definition 1
hat (Ds) die Form:

(D) min{(—c, z) | (=AT)T2 > —b,2 >0}
= min{(—¢,2) | (—Az > —b,z > 0}
= min{(—¢,2) | (Az < b,z > 0} = vp,
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—vp, = max{{c,z) | Az < b,z >0} = (P)
|
vp

Das ist die Behauptung.

Bemerkung:
Der Beweis zeigt zusétzlich, dafl die duale Aufgabe einer dualen Aufgabe die
primale Aufgabe ist.

3.2 Die duale Simplexmethode

Idee:

Simplexmethode:
Wir gehen von einem ersten Tableau mit dgg > 0 aus.

Ziel ist: Tableau mit dony > 0 zu konstruieren:

TN
doo don
| #p | dpo | dBn

Duale Simplexmethode:

Start mit Tableau, in dem dox > 0, aber dpg im allgemeinen nicht nichtnegativ:

NBV
Tk Lq
doo dox dog
BV | x; dio dix diq
Lp dpo dpk dpq
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dox, dog > 0, d.h. ein dual zuldssiges Tableau liegt vor. Sei dpg < 0. Dann ist die
p — te Zeile die Pivotzeile. Das zentrale Element in Zeile p wird derart gewahlt,
daB dpq < 0 ist.

e Dadurch wird sichergestellt, da das neue Element an der Stelle von dpg
(d.h. dgo) positiv wird.

e Auflerdem wird dadurch gesichert, daf3

doo = doo —
<0

d.h. monoton fallendes Verhalten der Zielfunktion von einem Tableau
zum néichsten (und damit kein Zyklus).

e Wenn dp;, > 0 fiir alle k € N, dann ist die Aufgabe unl6sbar. D.h. die Ziel-
funktion der dualen Aufgabe ist iiber dem zuléssigen Bereich unbeschrankt
(nach unten) und folglich hat die Originalaufgabe keinen zuléssigen Punkt.

o Anderenfalls betrachten wir alle k mit dpy < 0. Wie ist ¢ unter diesen k
zu wéhlen?

— Das neue Element d, in der charakteristischen Zeile anstelle von do,
muf} nichtnegativ sein:

— Restliche Elemente:

Interessant ist der Fall, bei dem gilt:

>0
dog d
k
£0q Zpk > O7
dpq
~—

<0

sonst ist () trivial erfiillt.
Damit muf} gelten: dpr < 0. In diesem Fall erhélt die Bedingung ()

die Form: dow o
doj, — 4Pk >
|dpq|
d d
O > T YEe N, dy <0
|dpk| |dpq|

q ist so zu wihlen unter den k mit d,r < 0, dal

—qu = min —dOk
|dpq ko |dpr
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Einsatz: Vergessene Nebenbedingungen

Beispiel:
Sei folgendes Simplextableau gegeben:

NB
i) T4
4 1 1
B| x 1 -1 1
3 2 2 -2

Offensichtlich ist das Tableau optimal und der Optimale Punkt ist (x1, z2, 23, 24) =
(1,0,2,0).

Sei x1 + w2 — x3 + x4 > 0 eine vergessene Nebenbedingung (die vergessene
Nebenbedingung darf keine neuen Variablen enthalten).
Was tun?

e Basisvariablen durch Nicht-Basisvariablen ausdriicken:
21 =1— (-2 +x4)
r3 = 2 — (2&[:2 — 21‘4).
e Einsetzen in die vergessene Nebenbedingung;:
l4+x0 —x44+ 20— 24209 — 224 +24 >0
!
—1+4£L’2 —2$4 > 0

!

—1+4+4xy— 224 —u=0 u=—1—(—4xs + 214)

NB
xZ9 Ty
4 1 1
B| x 1 -1 1
T3 | 2 2 )
U -1 —4 2

Dieses Tableau ist nicht zuldssig, aber dual zuléssig, also verwenden wir jetzt
die duale Simplexmethode:

NB
U Ty
15/4] 1/4 3/2
B[ z; | 5/4 | -1/4

zs | 3/2 | 1/2

zo | 1/4 | -1/4 -1/2

Dieses Tableau ist optimal!
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Wozu Dualitéat?

e Es lassen sich Optimalitdtskriterien ableiten, d.h. Aussagen des Typs
x € Mp ist optimal fiir (P) gdw. ...
Fiir unseren Fall wiirde dieses Optimalitatskriterium lauten:
x € Mp ist optimal fiir (P) gdw. es ein y € Mp gibt mit
(¢,z) = (b,y).
e Abschitzungen fiir Extremalwerte sind moglich:
Wenn z € Mp und wir irgendein y € Mp kennen, so ist:
Ve = (¢,z) < (b,y) — (¢, z).

Einsatz der Dualen Simplexmethode

1. Nachoptimieren wegen vergessener Nebenbedingungen
2. Beginn der Arbeit mit weniger Nebenbedingungen

3. ganzzahlige Optimierungen: bewufltes Einfithren zusétzlicher Nebenbedin-
gen:

Idee:
Betrachten: Modell der ganzzahligen linearen Optimierung:

max{(c,z) | Az < b,x > 0,21,...,2, € N}.

O
O O O O
O O O O

e Zuerst die Aufgabe ohne Ganzzahl-Bedingung 16sen. Sei T die Losung.
Ist T € N, so ist die ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe gelost.

Ist T ¢ N, so gehe weiter.
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e Fiigen eine neue Restriktion hinzu, die von allen zuléssigen ganzzahli-
gen Punkten erfiillt wird, aber nicht von T (die neue Restriktion heift
Schnitt).

Wir 16sen nun die Aufgabe ohne Ganzzahligkeit, aber mit Schnittbedin-
gung. Neue Losung sei T', usw.

(alle Schnittbedingungen werden jeweils beibehalten)

Die Losung der Aufgabe erfolgt zweckméfig mittels Dualer Simplexme-
thode.

Es ergeben sich viele Fragen, eine davon ist, wie man den Schnitt konstruiert
(Hauptproblem!)

— Es gibt verniinftige Schnitte (Gomory-Schnitte).




Kapitel 4

4.1 Parametrische Optimierung

Bisher haben wir mit festen Daten gearbeitet, d.h. Matrix A und die Vektoren
b und c enthielten feste Daten.

Frage: Wieviel kann ich (z.B.) an den Zielfunktions-Koeffizienten &ndern, ohne
dafl sich die Struktur meiner LOA &dndert (d.h. der Wert der ZF wird sich
natiirlich &ndern, aber die gleiche Ecke bleibt optimal).

Wir betrachten Spezialfall:

¢ wird ersetzt durch: ¢(© + ¢M¢, d.h. 1-par. LOA.
Haben:

P(t) max{{c(t),z)| Ar=>b, x>0} mit

c(t) = O Wt O D) e pr,

Ziel:

Fiir jedes t € (—o0,4+00) eine optimale Losung von P(t) zu berechnen, sofern
eine existiert, bzw. feststellen, fiir welche ¢ P(¢) nicht 16sbar ist.

58
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Wir haben:
(1) -
A0 +dll) -t d0 +d
B dpo dpnN
Loésung

Bei der Losung ist fiir jede zuléssige Basislosung das Intervall von ¢ zu finden,
fiir das diese Losung optimal ist (charakteristischer Bereich). Die Grenzen
des charakteristischen Bereichs werden durch die charakteristischen Punkte
gegeben.

P(t)

ZF : dé%) + d(%)t - > (dég-) + dé;)t):zrj — max
JjEN

rg+Axy =b, x5 >0, xzy > 0.

Idee zur Losung der 1-par. LOA:

Wir stellen fest, unter welchen Bedingungen das von uns aufgestellte Tableau
T(t) ein Abschluitableau ist und wie weit sich ¢ dndern kann, ohne daf§ T'(¢)
seine Optimalitéit verliert.

Zuerst losen wir die LOA fiir ¢ = ¢ty = 0. (Natiirlich kann man die Aufga-
be fiir to = k und k beliebig starten.) Dabei fithren wir alle Umrechnungen mit

dé%), d(%), d(()(;-), d&-) durch. Damit erhalten wir eine Abschluitabelle T'(¢)(¢t = 0),
bei der alle Werte in der charakteristischen Zeile nichtnegativ sind, D.h.

(1) dy? +dyM -t >0 Vj,j €N

fiir t = 0, wobei

T(t)

TN

dop” +dgy )t oy gy o

TB dBo dpn
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Das bedeutet, daf

(2) dy!” >0 Vj,j € N.

Das Ungleichungssystem (1) ist aber i.A. nicht nur fiir einen einzigen Wert von
t (ndmlich fiir ¢ = 0) erfiillt, sondern fiir ein Intervall (um ¢ = 0).

Wir berechnen jetzt dieses Intervall, in dem wir die Werte von ¢ bestimmen, fiir
die (1) erfiillt bleibt und erhalten:

0,(0)

. dy .
< min{~ gy | dyV <0nje Ny =t
7

und

0,(0)

dgy .
thaX{—ﬁ | dgj(l) > 0/\] S N} :Zto
Jj

0
0,

Wenn wir ¢ iiber ¢; hinaus wachsen lassen, dann wird mindestens fiir ein j € N
der Koeffizient d&(o) + dgg(l) -t kleiner Null. Danach kénnen wir einen
Simplexschritt ausfithren und ein neues Intervall [t1, o] mit ¢ > ¢; finden, oder
wir konnen kein Pivotelement bestimmen, weil alle Zahlen in der Pivotspalte
negativ sind. Dann ist die ZF fiir ¢t > ¢; offenbar unbeschrénkt.

Dieses Verfahren kénnen wir endlich oft wiederholen, weil die Anzahl der mogli-
chen Basen endlich ist. Die Eckpunkte der Intervalle nennen wir, wie bereits
gesagt, charakteristische Punkte.

Also, wir erhalten die charakteristischen Punkte tg,¢1, - - , .. Analog berechnen
wir noch die charakteristischen Punkte t_g,--- ,t_1,%9, wenn wir ¢ kleiner als
to werden lassen. Analog ist auch s endlich.

Damit erhalten wir:
t*S? e 7t717t07t17 e ;t’r‘-

Die Struktur der optimalen Programme (der ZF) zwischen je zwei benachbarten
charakteristischen Punkte bleibt die gleiche. An den charakteristischen Punkten
erhalten wir jeweils (mindestens) 2 ZF-Strukturen.

Falls wir fiir £ = 0 keine optimale Tabelle finden konnen, dann haben wir eine
,hegative Spalte“ mit negativen Koeffizienten in der Tabelle berechnet.

Dann iiberpriifen wir, ob diejenigen Ungleichungen d((f;-) + déy -t>0

aus dem Ungleichungssystem (1) bei denen die dazugehorige j—te Spalte nur
negative Zahlen enthilt, erfiillt werden kénnen. Gibt es kein solches ¢, so hat
die LOA fiir keinen Wert von ¢ eine Losung. Anderenfalls kénnen wir fiir ein
gewisses Intervall fiir ¢ eine optimale Simplextabelle ausrechnen, oder fiir dieses
Intervall ist die LOA unlésbar etc.

Wir betrachten die 1-par. LOA:
P(t) : max{(c(t),z)|Az <b x>0},  c(t)=cD+cDt, te (—o0,00)

Wir haben einen Algorithmus angegeben, der die R-Achse
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in endlich viel Intervalle einteilt; und genauer:
Satz 1:

Verwendet man in dem Algorithmus zur Berechnung einer optimalen Losung fur
P(t) fiir jedes t € (—00, +00) ein Simplexverfahren mit Antizyklentechnik (z.B.
lexikographische Simplexmethode), so ermittelt dieser Algorithmus in endlich
vielen Schritten fiir jedes t € (—o0,400) ein zuléssiges Abbruchtableau der
Aufgabe.

Beobachtungen:
1. Die Geltungsbereiche fiir ¢, die sich aus der Losung der Ungleichungen
dY) +di)t>0, jeN

ergeben, sehen wie folgt aus: (fiir card(N) = 3)

\\\\\
\\\\\

bzw.

bzw.

Wir wissen: Aus den Koeffizienten zu der NBV x; ergibt sich der Geltungsbe-
reich fiir ¢:

|/

falls: Y + dj)t > 0 und dj) > 0.

und
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falls: df; < 0.

2. Beobachten wir nun, was geschieht, wenn ein Simplexschritt ausgefithrt wird,
indem die NBV z; gegen die BV z;, ausgetauscht wird:

(do; ist ein Koeffizient in der charakteristischen Zeile)

dy) + diy't = doy — ‘d)fil,iw =

0 1
1y _ Ao )
! dkj -

_ (4@ _ dudg? (1) _ dudgy) ), _
S CHEE R CHEE T

= CZE)?) + J((ﬁ)t und

7(0
a0 = ...

7(1
) = ...

~ P+ d

Analog gilt:
3+ = =

kj
(0) , 4(1) (0) (1)
__dg)dg)t di) ol
dk]‘ dkj dkj
(0)
70) _ dy
d.h. dok =—a
7(1) _
und dy; = ...

Offensichtlich sind die Koeffizienten dég) und d&) jeweils nach der Kreuzregel
zu berechnen.

Wir haben:

T(t)

TN

0 0

i) o
______________ i

by do

B dBo dpn
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Was macht man, wenn die Daten des Vektors b einparametrisch sind?

Wir berechnen die duale Aufgabe.

Beispiel:

3x1 + 8xs — max
11+ 29 <442t
T+ 209 <20+t

2I1+I2§28—3t
1 20,2220

P(t)

fiir t € [—2, 2] zu l6sen !

Losung:

Zuerst berechnen wir die zu P(t) duale Aufgabe D(t):

(4 + 2t)y1 + (20 + t)y2 + (28 — 3t)ys — min

—y1+y2+2y3 >3
Y1+ 2y2 +y3 > 8
y1207y2207y320

D(#)

Wir werden die Aufgabe D’(t) 16sen mit ZF(D') = —ZF(D) und Mp = Mp::
D'(t) —(4+2t)y1 — (20 + t)y2 — (28 — 3t)ys — max

mit den gleichen Nebenbedingungen, wie in D().

= zu losen ist also:

—(4+2t)y; — (20 + t)y2 — (28 — 3t)ys — max

—y1 +y2 +2y3 —uy = 3
y1+2y2+ys —uz =8
yi>0,u; >0

Um einen ersten zuldssigen Basispunkt zu finden, 16sen wir zuerst die Hilfsauf-
gabe (H):
—(21 + 22) — max

—ynty2+2ys—ur+z21=3
Y1+ 2y2 +yz —uz+22 =38

(H)

— —(Zl —+ 22) = —11 + 3y2 —+ 3y3 — Uy — Uy = —11 — (—3y2 — 3y3 + ul + UQ)

yi Y2l ys ui we
-11 0 -3 -3 1 1
— Z1 3 -1 1 2 -1 0
29 8 1 2 1 0 -1
yil 21 ys ui ug
21 -3 3 3 -2 1
w31 1 2 -1 0
— 29 2 3 2 -3 2 -1
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22 21 Y3 Ui U2
0
Y2 11/3 1 -1/3 -1/3
U1 2/3 -1 2/3 -1/3

Die restlichen Elemente der Tabelle brauchen wir nicht, um die Starttabelle fiir
die D’(t)-Aufgabe aufzustellen:

BV:yi, ye
NBV: y3 , u1 , u2
und

Y2 = 11/3 — (y3 — 1/3u1 — 1/3ua)
Yy = 2/3— (—y3 + 2/3U1 — 1/3UQ)

Wir miissen nur noch die Zielfunktion ZF(D’) als Funktion der NBV darstellen,
um die charakteristische Zeile angeben zu kénnen:

ZF(D") = —(4+2t)y; — (20 +t)y2 — (28 — 3t)ys3
= —(4y1 + 20y2 + 28y3) — (2y1 + y2 — 3y3)t
2 2 1 11 1 1
= —[4(= -z - 20(— — - - 28
[ (3+y3 3U1+3u2)+ (3 y3—|—3u1+3uQ)+ ya)
2 2 1 11 1 1
—[2(§ + y3 — §U1 + §u2) + (3 —Yys+ gul + qu) — 3ya]t
[8+4 8 +2 +220 +20 +20 28]
= —|3 —cu U —_ = —U — U —
3 Y3 3 1 3 2 3 Y3 3 1 3 2 Y3
—[%+2 —éu +Eu +E— —I—lu —I—lu — 3ys|t
3 TAB T gl g2 T T T gt gt T ol

= —[76 + 12y3 + 4U1 + SUQ] - [5 - 2y3 — Uy + ’U,Q]t
—76 — (12y3 + 4duq + 8u2) -5 (—2y3 — Uy + ’U,Q)lf

Daraus ergibt sich die Starttabelle:

Yy  u1l Us
-76 12 4 8
t -5 -2 -1 1

—[wm [ 2/3 | 1 2/3 —1/3
y | 11/3 ] 1 -1/3 —1/3

e

6

[}

dh. wir haben:

AL

\J

S

-8 4 6
Diese Tabelle ist eine abschlieende fiir ¢ € [—8,4]. Dann hat D’(t) die Zielfunk-
i 2/3
tion ZFpiy = —76—5tund BP = | 72 | = | 11/3

Y3 0
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N . . U1 4—t
Die Zielfunktion ZFp() ist (76 + 5t) und BP = ( - ) = ( St )

Wenn ¢ iiber 4 wéchst, dann mufl u; BV werden und y; NBV.

y3 | Y1 Us

80 | 18 6 10

A [ =72 32 1)2

w | 1| —3/2 3/2 —1/2

| |4 | 172 172 -1/2

[}
\j
\j

36/7 4 -20
dh. wir haben:

-
-

| /]

-20 4 36/7

w

0
: ) 36 _ _
Wir erhalten: ¢ € [4, 2] , ZFp) =80+ 4t , BP = ( 10+ ¢ )

Wenn ¢ iiber % wéchst, so mufl y3 BV und yo N BV werden.

Y2 U1 U2
-224 | -36 -24 28
24 7 5 -3

U1 -2
ys | 8 2 1 -1
36/7 24/5 28/3

dh. wir haben:

| N

/5 /7 /3

Abate%%%LZFmﬂzzﬂ—zg,sz( 0 ).

28 — 3t

Wir rechnen nicht mehr weiter, da das Verhalten der Zielfunktion fiir t € [—2, %]

gesucht ist (Aufgabenstellung!).
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Wir haben erhalten:

ZF": 76 + 5t 80 + 4t 224 — 24t

4—t 0 0
BP: (8+t> (10+§> (28—3t>



Kapitel 5

5.1 Die Transportaufgabe

Gegeben seien n Produzenten P; (Erzeuger) und m Abnehmer (Verbraucher)
Aj.

Ein beliebig teilbares Gut ist vom Produzenten P; zum Abnehmer A; so zu
transportieren, dafl die dabei entstehenden Transportkosten minimal sind.

H

e - ?/T.-- g

Das ist im allgemeinen der Inhalt der Transportaufgabe. Je nachdem, welche
zusétzlichen Bedingungen erfiillt werden sollen, entstehen verschiedene Arten
der Transportaufgabe.

67
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Zuerst betrachten wir die allgemeine TA mit Ausschopfung des produzierten
Gutes und Abdeckung des Bedarfes, also mit erfiillter Bilanzgleichung.

a; — die Menge des bei P; produzierten Gutes
b; — der Bedarf des Gutes bei A;

cij — Preis fiir den Transport einer Einheit des Gutes von P; zu Aj;.

n m
Ziel: Minimale Transportkosten, wobei Y a; = Y b;.
: =

=1
Die Matrix
A1 Ay ... A,
Pilci c2 ... cm
Pn Cnl Cn2 CIE Cnm

heifit Kostenmatrix.

Modell:

Mit x;; bezeichnen wir die Menge des Gutes, die von P; nach A; transportiert
wird. Dann modelliert folgende LOA die vorgestellte Transportaufgabe:

m
> ¢ijrij — min
~

=

N
Il

—
<

s

<
Il
—

ol

s
Il
-

,Tij:bj Vj (jzlm)

M=

a; = Y bj — Bilanzgleichung
1 j=1

-
Il

2z >0, a; >0, b; > 0.

Nun sehen wir uns das Problem genauer an:
Offensichtlich hat die Transportaufgabe die Form:
(TP) min{{c,z) | Az =b, x> 0}.

Es gilt:

T = ($11,$12,...7$1m,$21,...,J]Qm,...,l'nl,...,l'nm) Ean

Das Gleichungssystem wird durch folgende Matrix A und Vektor b beschrieben:
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nX
m X m X m X
—_—
1 1 1 0 0 0O ... 0
0 0 1 1 0 0
nx
A= 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 0
: mX
0 0 1 0 1 0 1
ai
: ci1
b= (zn € Rvtm, Dabei ist ¢ = : € R,
L :
. Cnm
b

Es gilt offensichtlich: rg(A) < min{n + m,nm} = n+ m fiir Vm > 2, Vn > 2.

Behauptung 1: rgA =m +n — 1.
Beweis:

Betrachten wir die Matrix A:

11 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0
A= 0 0 0 1 1

1 0 01 0 1

0 0 1 0 1 0 1

0 0 0 -1 -1 -1 -1

0 0 0 1 1 0 0
A= 0 0 0 1 1

10 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0 1

Jetzt addieren wir die Zeilen 2 bis n zu der ersten hinzu:
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0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0
A= 0 0 0 0 0 1 1

1 0 0 1 0 1

0 0 10 1 0 1

etc.:

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0
A=10 0 0 0 0 1 1

1 0 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0

Anzahl der unabhiingigen Zeilen ist jetzt offensichtlich m + (n — 1).

Behauptung 2: Mrp) # (.
Beweis:

Wir konstruieren T € M(rpy nach der sogenannten NW-Eckenregel:

Ajlby o . b
P,
ay

an

Definition (NW-Ecken-Regel):

(A)

x11 := min{aq, by }. Dabei wird

(a) a1 ausgeschopft, falls min{a1,b;} = a1. Dann ist von by bereits ein
Teil (genau a;-Teil) ausgeliefert worden. Noch zu deckender Bedarf
von A ist dann by — a1 =: ¢;.
oder

(b) by wird gesittigt, falls min{ay, b1} = by. Dann hat P; nach a; — bl =:
dy vorhandene Ware.

(D

Sei x;; schon definiert und dabei ist
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(a) a; ausgeschopft und von b; bereits ein Teil geliefert, so daff noch ¢;
zu liefern ist.

= (IS) z;11,; := min{ai41, ¢;}. Offensichtlich gilt dabei:
(al) a;41 wird ausgeschopft, falls min{a; 1, ¢;} = a;41. Dann braucht
Aj noch ¢; — a;41 Ware, um seinen Bedarf zu decken (d.h. ¢; :=
Cj — ai+1).
(a2) b; wird geséttigt, falls min{a;1,¢;} = ¢;. Bei Piyq ist dann
noch a;+1 — ¢; an Ware iibrig (d.h. diy1 = ai41 — ¢;).
(b) b; ist gesiittigt und von a; noch d; iibrig geblieben (d.h. a; — d; der
Ware des Produzenten P; ist ausgeliefert).
= (IS) z; j4+1 := min{b;;1,d;}. Offensichtlich wird dabei entweder
(b1) a; ausgeschopft, falls min{b;+1,d;} = d;.
oder
(b2) bj+1 geséittigt, falls min{bj+1, dz} = bj+1'

Rest: x;; := 0.

Und die formelle Beschreibung der NW-Ecken-Regel:

for i:=1 to n do
 for j:=1 to m do
o :vij::O;
end
end

211 := min{ay, b1 };

¢1 = max{0,b; — a1 };
dy := max{0,a1 — b1 };
1 :=1;

J=1

do l;f cj > 0 then Tit1,5 = min{ai+1,cj};
¢; = max{0,¢; — ai41};
diy1 = max{0,a;4+1 —¢;};
1:=1+1;
end

if d; >0 then Tij+1 = min{di,bj+1};
Cj+1 = max{O, bj+1 — di};
di = max{O, dl - ijrl};
j=it
end

if Cj = 0& dl =0 thil Tit1,j+1 = min{ai+1, ijrl};
Cj+1 = max{O, bj+1 — ai+1};
di—i—l = max{O, Ai+1 — bj.:,_l};
Ti41,5 (Z 0) oder xi,j—i—l(: 0) wird KE ]
i:=1+1;5 =7+ 1;
end

until i:=n& j:=m.
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Offensichtlich gilt:

o In jedem Schritt wird ein b; geséttigt oder/und ein a; ausgeschopft.

e Zum Schlufl werden b,, und a, gleichzeitig gesittigt und ausgeschopft
(wegen der Bilanzgleichung).

Folglich ist die Anzahl der Késtchenelemente (Z;; # 0) m +n — 1.

— (TA) besitzt eine optimale Losung.

Beispiel 1:

Seien die Daten des Transportproblems in der Kostenmatrix zusammengefafit.
Wir konstruieren ein T € M p) (dh. T ist ein erster zulédssiger Transportplan
fiir die Aufgabe) nach der NW-Ecken-Regel:

A
p

7B, 4,72
3 11 2|14, |5
o |4 |8 |9, |8,

Esist: m =4, n=3. Wir haben insgesamt 6 = m +n — 1 Kéastchen markiert.
Die Werte von T sind: @11 =4, T19 =3, Too =2, Tog =1, Tgz =1, Tgg = 1,
restliche Z;; = 0. O
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5.2 Optimalitiatskriterium

Wie kommt man zu einem besseren Transportplan?

Lemma 1:

Die Losungen einer TA veréndern sich nicht, wenn zu einer Zeile (oder Spalte)
der Kostenmatrix eine feste Zahl addiert wird.

Beweis:
Gegeben: Punkt T sei ein optimaler Punkt fiir die Transportaufgabe
(TA) min{} ¢z | Ar =b, x> Opmnt.

]

Sei
(TA*) min{Z(cij + (Oéi + 63))$1J | Ax = b, X Z Omn}
5,J

Behauptung: T ist auch ein optimaler Punkt von (T'A*).

k#0 =1
0.B.d.A. sei a; = 70,
0, sonst
und f; =0firj=1...m.
Dann ist c’{j =ci;+k Vi(1<j<m)
und cf; = c;j Vi(i > 2)Vj(1 < j <m).
Fiir die ZF von (T A*) gilt dann:
> CiiTij = clp T+ Gy Tim Y D ij Tij
i=1j=1 ~~ i=2 j=1
=ci1tk =cim+k =cij
=k(zi+-+am)+ 20 > e
i=1j=1

=a;

Analog wiirde gelten:

* .. — L.
Z ciiTij = kay + Zc”:r”.
i,

%,

Da T ein Optimalpunkt fiir (TA) ist, gilt:
Zcijfij S ZCiinj \V/Iij S M(TA) = M(TA*) =M
0. i

und damit
Z CijTij + ka, < Zcijl'ij + kay Vl‘ij e M.
i,j i,

=2 ¢yTig =2 ¢

Wann ist ein Transportplan optimal?

Betrachten die Dualaufgabe zu (TA):

(DTA) max{z a;u; + Z bj’Uj | u; +v; < Cij}.
i J

Aus dem Dualitdtssatz folgt, dafl die Dualaufgabe 16sbar ist und die Extremal-
punkte gleich sind.
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Satz 1: (Charakterisierungssatz der LO)
(P1)min{(c,z) | Ax =b, x >0,}. Dabei sei die Matrix A vom Typ (m,n).

Der Punkt T € R, T > 0, mit AT = b ist optimal fiir (P1) gdw. ein Punkt
y € R™ existiert mit

(1) ATy < cund
(2) T (ATy —c) = 0.

Beweis:

(—)

Sei T ein optimaler Punkt fiir (P1). Betrachten die zu (P1) duale Aufgabe
(D1) max{(b,y) | ATy < c}.

Da (P1) eine Losung hat (und zwar T), so besitzt (D1) auch eine, sei diese der
Punkt 3.

Dann gilt:

ATy < c und damit geniigt 7 der Bedingung (1). Nach dem Dualititssatz gilt
weiterhin:

'z =0vTy. (%)

Aus T - optimaler Punkt von (P1) folgt

AT =b

& AT — b = 0 | Multiplizieren von links mit 77

& 7 (AT —b) =0
& 77AZ - b =0

~—~

=pTy

=c'z
& JPAT —c"T =0
& @GrA-cz=0
& 7L (AT —¢) = 0.
(—)

Sei 7 € R™ ein Punkt, der (1) und (2) erfiillt. Sei weiterhin T € R™, T > 0,, mit
AT = b. Es ist zu zeigen, dal T ein optimaler Punkt fiir (P1) ist.

7 ist ein zuldssiger Punkt fiir (D1) und T ist ein zuldssiger Punkt fir (P1).
Folglich gilt:

b7y < ¢T'T und falls
b1y = Tz gilt, so sind T bzw. ¥ optimal fiir (P1) bzw. (D1).
Betrachten 77 (AT5 — ¢) = 0.

& ZTATG —7Tc =0

T _ =T . _
& (AZ)'y—T c=0
=b
& Vg —zlc=0
& Vg =ztc

und folglich ist T ein optimaler Punkt fiir (P1).
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Frage: Wie verbessert man einen Transportplan (einen ersten Plan kann man
durch die NW-Regel erhalten) bzw. warum ist ein Plan optimal?

Antwort: Wir wenden den Satzes 5.1. fiir die Transportaufgabe an:
Da die (TA) eine optimale Losung besitzt, besitzt auch die duale (DTA) eine

optimale Losung, sei diese vl )
J

Dann gilt nach dem Satz 5.1.: 7T (AT ( uz ) —c)=

K2

Das bedeutet komponentenweise: Tij(ui +v; —cij) =0 Vi Vj.

1. Fall: 7;; #0 (d.h. T;; ist BV in der (TA))

—>ui—|—vj—cij:()<:>ui+vj:cij.

2. Fall: Tij =0

— U; + ’Uj S Cij-
Damit haben wir

Kriterium

Tij 70 — ui +vj = cij
Tij =0 — u; +v; < ¢y
gdw

T - optimal

Wir haben m + n Variablen u;,v; und wir haben m + n — 1 Gleichungen

~» setzen (z.B.) w1 := 0 und bestimmen die restlichen u;, v;, so dal u;+v; = ¢;;.

Beispiel 1:
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2 |4 |8 ([, |8, ]| s 2| 1] 0

v 3 4 6 3

wobel Aij = Cij — Uy — Uy

Offensichtlich ist dieser Plan ( T11 = 4, T12 = 3, Too = 2, 523 = 1, 533 = 1,
Tzs =1, Rest =0 )  nicht optimal  (z.B. A3z; <0) |

Merke: Wir konnen anstatt mit der urspriinglichen Kostenmatrix mit der
(A;;)-Matrix weiterarbeiten (Lemma 1)!

Frage: Wenn der aktuelle Transportplan nicht optimal ist, wie kann man ihn
verbessern?

Antwort: Wir suchen jetzt einen zuliissigen Transportplan, der mindestens
an einer Stelle die "negativen” Kosten verbessert:

neuer TP —= weiter!

?Zyklus” bilden

Frage:

1. Gibt es immer einen ” Zyklus”?

2. Ist der neue TP besser?

Sei die Optimalitatsbedingung in A;yj, verletzt.

Definition 1: Zwei Elemente einer Matrix heiflen benachbart, wenn sie in der
gleichen Zeile oder gleichen Spalte stehen (d.h. a;; und ax; sind benach-
bart, wenn ¢ = k oder j =1[).

Definition 2: Ein Weg (in einer Matrix) ist eine Folge jeweils benachbarter
Elemente.

Definition 3: Ein Zyklus (Kreis) ist ein Weg, dessen Anfangs- und Endpunkt
dieselben sind.
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Definition 4: Eine Teilmenge T der Elemente einer Matrix heiflt zusammenhdngend,
wenn es zu je 2 Elementen von T einen Weg in T gibt, der diese verbindet.

Bemerkung 1: Ein Transportplan, der nach der NW-Eckenregel entsteht, hat
die Eigenschaft, dal die Késtchenelemente eine zusammenhidngende Men-
ge bilden.

Beweis: Offensichtlich nach Definition 4 O

Bemerkung 2: Wenn die Menge der Késtchenelemente zusammenhéngend ist
und wenn in jeder Zeile (Spalte) mindestens ein Késtchenelement enthal-
ten ist, dann gibt es einen Zyklus, der aus A; ;, und Késtchenelementen
besteht.

Beweis: Betrachten die Kostenmatrix und ¢;;,. Es ex. ein KE ¢;;, in derselben
Zeile (ig). Betrachten ¢;j,. Es ex. ein KE ¢;, j, in derselben Spalte (jo).
Da die Menge der KE zusammenhéngend ist, ex. ein Weg, der ¢;,;, und
Ciyjo verbindet und nur aus KE besteht. Folglich ex. ein Zyklus, der aus
Ciojo Und KE besteht.

5.3 Algorithmus zur Definition eines neuen
Transportplans

Sei die Optimalitdtsbedingung in (A;;)-Matrix fiir A, verletzt (Ay;, < 0).

Wir bilden den Zyklus ¢y, Cigji> Cirgrs - sCirijns Cirjo-
Offensichtlich ist die Anzahl der Elemente des Zyklus gerade.
Es gilt:

1. Aiojo = Cigjo — Uig — Vjy und

2. 0= Cigj, — Uiy — Uyjy, VCisjt*KE

s

und es gilt:
Ciojo — Cioj1 T Cirjr = Cirje T T Cigi, = Cipjo =
=(2) Ciojo — Wip — Vjy T Wiy +Vjy — Uiy =+ + Uiy, +Vj, — Uiy, — Vjp =

= Cigjo — WUip — Vjo (I) Aiojo‘

Wir nennen ”Minus”™-Elemente des Zyklus alle ¢;j, , fiir die gilt: s +1 =t und
die Ubrigen (s =t) ”Plus”-Elemente.

Sei k := min{w; .., | ¢ij.,, € Zyklus} ==, ;. ., , d.h
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k ist das Minimum aller BV, fiir die das entsprechende Element in der Kosten-
matrix ein ”Minus”-Element in dem Zyklus ist.

Wir definieren einen neuen Transportplan x7;, wie folgt:
Tij ., Cij ¢ Zyklus
zj; =19 T —k , ¢y €Zyklus und ¢;; -”Minus-Element”

zij +k , ¢ € Zyklus und ¢;;-" Plus”-Element

*

Dabei wird z} . = 0 sein. Das entsprechende Element c;_ ; wird kein
tsgJsg+1 soJso+1
KE mehr sein. Dafiir wird z} ; =k > 0 und ¢; 5, ein KE.

Merke: Wir betrachten immer ”minimale” Zyklen, d.h.

ist nicht erlaubt.

Bemerkung 3: Bei dem neuen Transportplan z* verbessert sich der Wert der
Zielfunktion.

Beweis : Es gilt:

Z=0migc = Y TijCip = ) TGt ) Ty

iJ B ei,-KE ei,-KE
eij~KE ety ¢ Zykl ei, €Zykl
_—

¥ =>afc;= Y. xl i+ Z Xl Ci + 2L Cinjo =
= 2. %G = ij Cij ij Cij i0jo Ciojo =

3 cij-KE i, S~~~

c;;#Zykl cij~KE =k

c;eZykl

—_———
> (@igtk)cii+ > (wig—k)ey

Plus-el. Minus-el.

= D wyegt Y wiey kg,
e, KE ey KE
c;;2Zykl c;;€Zykl

Wir wissen, da§ £ > 0 und A;,;, < 0 sind. Wenn k£ > 0 ist, gilt dann 2* < z,
d.h. der Wert der Zielfunktion hat sich verbessert. Wenn aber k& = 0 ist, so ist
dann z* =z, d.h. der Wert der Zielfunktion hat sich nicht verschlechtert.
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Bemerkung 4: Der Transportplan x* ist (a) ebenfalls zusammenhingend und
(b) liefert ebenfalls in jeder Spalte und jeder Zeile ein KE.

Beweisidee:

zu (a):

Betr. Zyklus Ciogor Ciogrs - -+ Cis—1§s—15Cis—14s Cisjsr Cisjst1s Cist1gsy1o - -+ Ciggis Cingo-
Wissen: ¢;_j, ist

"Minus”-El. & s+1=1t
”Plus”-EL & s=t

k= min{alle ”"Minus”-El.}
= min{z;,j, | ¢,;, € Zyklus und s + 1 =t}

Ligyjsg+1°

Dann wiirde ¢;, ;. ., zwar zum nichtKE (NKE), dafiir aber ¢;,;, zum KE:
s0dso

Ci30j50+1

Cisyjiso

Ciso +2jso+1

Ciso+1jso+1

Cisjo

Wir wissen, dafl T = {“alte“ K E'} zusammenhéngend ist. Alle Wege, die iiber
Cisgisg® Cisgisgt1r Cisgr1degsr SlNGeN, konnen jetzt iiber den Rest des Zyklus ge-
hen. Folglich ist dann T* = (T'\ {ci, j., 1 }) U {cCipjo } auch zusammenhingend.

zu(b):

Wir zeigen jetzt, daf§ der x*-Transportplan ein KE in jeder Zeile und jeder
Spalte der Kostenmatrix liefert.

Erhalten haben wir den Plan x* aus einem vorhergehenden Plan, sei dieser x
genannt. Die Menge der KE, die x* liefert, haben wir bereits mit 7™ bezeichnet.
Offensichtlich bezeichnet T' die Menge der KE, die x liefert. Es ist sofort zu
sehen, dafl T und 7™ sich nur um ein Element unterscheiden: zu T gehort das
Element ¢;, j, .,, aber nicht ¢; 5, und zu T™ gehodrt c¢;,j;, aber nicht ¢; ;. .-
Die iibrigen Elemente der beiden Mengen sind gleich.

Wir zeigen nun, dafl in jeder Zeile der Kostenmartix sich ein KE aus T* befindet.
Der Beweis fiir jede Spalte ist analog.

Sei r eine beliebige Zeile in der Kostenmatrix.
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1. Fall: r # ig,.

In dieser Zeile gibt es ein KE ¢,; aus T. Dieses KE kann offensichtlich nicht
Ciyyjsgsr Sein und folglich gehort ¢, auch zu der Menge T, d.h. die Zeile r hat
ein KE aus T™.

2. Fall: r =14,

Dann befindet sich in dieser Zeile das Element ¢;_ ;. .., das auch ein Zyklusele-
ment ist. Betrachten wir jetzt die KE a und b aus T', die die Nachbarelemente
von ¢;, ..., in dem Zyklus sind. Wegen der Vereinbarung, daf wir nur minimale
zyklen betrachten (vgl. Merke) kénnen nicht alle drei Elemente (c;, j, ., » @
und b) in einer Spalte liegen. Damit mufl nach Def. 2 einer der benachbarten
Elemente, sei dieses o0BdA. a, in der gleichen Zeile wie ¢;, ;. ,, liegen, dh. in
der Zeile i, = 1.

Offensichtlich ist a ein KE aus T', a # ¢;,_j,,,, und folglich auch in 7*. Damit
haben wir auch in diesem Fall ein KE aus T gefunden, das in der Zeile r liegt.

O

Beispiel 2: (wir betrachten wieder das vorhergehende Beispiel)

Wie wir im Beispiel 1 gesehen haben ist der aktuelle TP nicht optimal. In der
A-Matrix bilden wir einen Zyklus mit dem negativen ElementAs;:

@ 1[0 o],

Minimum der ”"Minus”’- Elemente ist min{4,2,1} = 1, dh. Ag; wird ein neues
KE und Asz wird ein NKE. Damit ergibt sich ein neuer TP:

Uj

(=]
(=]

Yy

Die Uberpriifung seiner Optimalitit
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zeigt, dafl auch dieser TP nicht optimal ist. Deshalb rechnen wir analog weiter:

Usj

min{l,3} =1

Auch dieser TP ist nicht optimal. Wir berechnen erneut einen weiteren TP:

W,

0

s

W,
[0],] 5
[0, 3|2 |3

5]

Offensichtlich ist der Transportplan T1; = 2, T12 =4, T14 = 1, Too = 1, Toz = 2,
T31 = 2 Rest= 0 optimal.

Die Gesamtkosten betragen: 2-3+4-4+1-2+1-2+2-4+2-4 =42

Bemerkung 5: Es gibt mehrere optimale Transportplédne, falls fiir ein NKE
Aij = 0 ist.

Bemerkung 6: Der Algorithmus berechnet in endlich vielen Schritten einen
optimalen Transportplan.
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Beweis: Es ist klar (sofern keine ausgeartete Losung zwischendurch auftaucht),
denn jedesmal wird die ZF verbessert und nur ganzzahlige nichtnegative Werte
sind dabei moglich.

$ | | $ | &
ZF(xopt) == 7 - ZF(zy) ZF(x,)

Ausartung: Wenn das ”Minimal”-Element mehr als einmal im Zyklus vorhan-
den ist.

Wissen: Es gibt eine Losung (= lex. SM); hier ” Ungarische Methode”.

5.4 Variationen der klassischen TA

Wir betrachten die klassische Transportaufgabe, in der aber die Bilanzgleichung
nicht erfiillt ist:

1. Fall: Uberproduktion

Zai >ij,

i=1 j=1

d.h. es gibt eine Uberproduktion. Um diese Transportaufgabe auf die vorherge-
hende zuriickzufiihren, definieren wir einen fiktiven Verbraucher A, 41, so dafl
dann die Bilanzgleichung erfiillt wird.

m—+1

Zai = Z bj, d.h. bm+1 = Zai — ij
i=1 j=1 i=1 j=1

Die Transportkosten ¢; 41 von P; nach A,,41 (fiir jedes i = 1,...,n) werden
gleich gesetzt (giinstig 0).

2. Fall: Produktionsmangel
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d.h. es gibt einen Produktionsmangel. In diesem Fall fithren wir einen fiktiven
Produzenten P,y1 ein mit den Transportkosten c,y1; = k(= 0) fir alle j =
1,...,m. Die Produktionsmenge von P, ; ist

m n
Apy1 = g bj — E a;,
j=1 i1

damit die Bilanzgleichung fiir die modifizierte Aufgabe erfiillt ist.

3. Fall: Streckensperrung
Bestimmte Strecken von P; nach A; sind gesperrt.

Fiir diese Strecken setzen wir fiktive Transportkosten ein, die so hoch sind, dafl
sie de facto immer hoch bleiben und damit das Verfahren diese Strecken auto-
matisch meidet:

Als fikitive Transportkosten setzen wir M ein, so dafl
M+k>0VkeN
—-M+k<0VkeN

Falls in einer solchen Transportaufgabe im optimalen Transportplan eine ge-
sperrte Strecke vorkommt, dann besitzt diese Transportaufgabe keinen optima-
len Plan.

4. Fall: Transportaufgabe mit Kapazititenbeschrinkungen

m
Imn{ E CijTij | E Tij = g,
.3 Jj=1
n
E zij = by,
=1

zij < kij, ki; >0

Das heifit, wir haben eine LOA der Form

(1) min{{c,z)| Az =a

Agl':b
—x > —k
x>0}
a b1
mit a = , b= , A1 = (m-n,n), Ao = (m-n,m), z € R™",
an bm

ke R™"
Die zu (1) duale Aufgabe (1p) hat dann die Form:

(1p) max{aTu+b"v — kTw| Alu+ ATv —w <¢}.

w >0
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Satz 2 (Komplementaritétssatz): (fiir diesen Fall)

TER™™ mit AiT=a

ist Minimum fiir (1) gdw. ein § = existiert mit

SRS

1. AT+ ATv—w<ec
2. W >0

3. 71 (ATa+ A5 —w—c) =0
| —

—ETZ—(—k)

Beweis: HA. O

Das bedeutet komponentenweise:

1.Fall 0<7y <ky  (Tiy— BV)
m+5j—wij—cij=0 LT —
und Ty = 0 = Ui + V5 = ¢
2. Fall 7;; = k (Tij — BV)
U; +0; — W5 — ¢ =0 T T > s
und EZ—J— 2 O = Uq —i—’l}] - CU
3. FallT”:O
Ui + 05 — W5 < Cj = =
und ;= 0 = U + V5 < ¢

Damit haben wir fiir die Optimalitit von T (Transportplan) ein Kriterium:
erhalten:

T ist ein optimaler Transportplan gdw
0<Zy; <kiyy — W+70;=cy
Tij =kij — Wi +T; 2>

Tij:O — ﬂi"’ﬂjgcij

Achtung:
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. Bei min = m Bestimmung eines Zyklus mufl auch z;; + m < k;; beachtet

werden, falls x;; ein ”Plus”-Element des Zyklus ist.

Falls A;; > 0 und c¢;; geséttigt (x;; = k;j) errechnen wir einen neuen
Transportplan mittels eines Zyklus, wobei jetzt ¢;; ein "Minus”-Element
ist.



Kapitel 6

Lineare Optimierung und Matrixspiele

6.1 Grundbegriffe der Spieltheorie

e Ein Spiel ist charakterisiert durch eine Menge von Spielern I. Fiir jeden
Spieler ¢ € I gibt es eine Strategie-Menge S;.

e Das Spiel lduft so ab, dafl jeder Spieler aus seiner Strategiemenge eine
Strategie s; € S; wahlt, und zwar so, dafl er einen Nutzen davon hat.

Frage: Wie 143t sich dieser Nutzen bestimmen?

Wir definieren:

Definition 1:
Die Funktion fy : 'XJSi — R heifit (Gewinn-)Funktion fiir den Spieler k.
1€

Natiirlich ist es wichtig, ob Spieler ihre Strategien untereinander abstimmen
konnen, Koalitionen bilden, etc.

Betrachten wir n-Personenspiele, nichtkooperativ, d.h. die Strategien der Spieler
werden voneinander unabhiingig gewiihlt (keine Absprache).

Wir definieren vorerst einige Grundbegriffe der Spieltheorie:

Definition 2:
Das Tripel T = [I,{S; }ier, { fi }ic1] heiflt Spiel.

Definition 3:
s € X S; heifit Situation.
iel

Definition 4:

Eine Situation s = (s1,...,Sk,...,Sp) heifit fiir den Spieler £ annehmbar |,
falls gilt:
Vtk(tk S Sk — fk(Sh . ,Skfl,tk, Skaly---, Sn) < fk(Sl, ey Sky ey Sn))

Definition 5:

Eine Situation s heifit Gleichgewichtssituation (GGS), falls s fur alle Spieler
annehmbar ist.

86
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Beispiel 1: Gefangenendilemma

Zwei Diebe kommen in Betracht, eine ,;sehr grofle* Summe erbeutet zu haben.
Sie werden gefaflt und stehen vor Gericht. Es 148t sich zweifelsfrei nachweisen,
daf} einer der beiden der Téter ist. Wenn beide behaupten, dafl sie unschuldig
sind, werden sie zu je einem Jahr Gefangnis verurteilt. Wenn einer aussagt, dafl
er der Schuldige ist, bekommt er 10 Jahre und der andere wird nicht bestraft.
Wenn beide gestehen, so miissen sie fiir je 8 Jahre hinter Gitter.

Daraus ergeben sich die Gewinnfunktionen f; und fo wie folgt:

f1 f2
N2 g = N2 g =n
g | -8 —10 g -8 0
n 0 -1 n | —10 -1
g - gestehen

n - nicht gestehen
Es gilt: (n,n) ist GGS, denn (n,n) ist annehmbar fiir f; und fiir f.
Um zu zeigen, dal (n,n) annehmbar fiir f; ist geniigt es zu zeigen, dafi:

filn,n) > fi(z,n) Vo € {g,n}\{n}, d.h., daB:
fl(nan) > fl(gvn)

Es folgt aber sofort aus der Tabelle, daf3

fi(n,n) = —=1> —10 = f1(g,n) gilt.

Um zu zeigen, dafl (n,n) auch eine annehmbare Situation auch fiir fs ist, miiflen
wir zeigen, dafl

fa(n,n) > fa(n,y) Vy € {g,n}\{n}, d.h., daf:
f2(n,n) = fa(n,g).

Nun gilt wiederum aus der Def. von fo, dafl
fa(n,n) = =1>—10 = fa(n,g)

d.h. wir haben eine GGS.

Beispiel 2: Familienstreit
Abend: Theater oder Fuf3ball:
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Die Frau wiirde lieber ein Theaterstiick im Fernsehn sehen, dagegen freut sich
der Mann eher auf die Ubertragung des Fuflballspiels seiner Lieblingsmann-
schaft. Das “Familiendrama“ kann man folgendermassen bewerten:

e Gemeinsame Entscheidung — 1 Pkt.
e Eigener Vorzug — 1 Pkt.
e “Sturheit® , dh. jeder beharrt auf seinem Wunsch — -1 Pkt.

e sonst —— 0 Pkte.

fi f2
1\2 | F T 1\2 | F T
F |11 0 F |2 0
T |0 2 T [0 1
(F,F) und (T,T) sind GGS
O
Beispiel 3: Spieler A gegen Spieler B
Gewinn von A = Verlust von B
fa IB
A\B | 1 2 A\B | 1 2
1 1 5 1 -1 =5
2 13 2 2 -3 =2
Dieses Spiel hat keine GGS.
O

Damit ist klar, dafl der Losungsbegriff nicht unproblematisch ist! - z.B. wenn
ein Spiel keine oder mehrere GGS besitzt.
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6.2 Zwei-Personen-Null-Summen-Spiele

Definition 6:

Ein Spiel I" mit n = 2 heifit antagonistisch (oder 2-Personen-Nullsummenspiel),
wenn f1 = — fo.

Lemma 1:

Sei I ein antagonistisches Spiel. Wenn die Situationen (s1, s2) und (¢1,t2) GGS
sind, so sind auch (sy,t2) und (1, s2) jeweils GGS und f;(s1, s2) = fi(t1,t2) mit
i=1,2.

Beweis:

Sei f = fi. Dann ist fo = —f.

s=(s1,82) - GGS < f(x,82) < f(s1,82) Ve €S
und f(s1,y) = f(s1,82) Vy € S

d.h.

(1) f(x,s2) < f(s1,82) < f(s1,y) Ve e S Vyebl,.
Analog;:

(2) fm,t2) < f(t1,t2) < f(t1,y) Ve e S; VyeSs.

Einsetzen in (1) = t1, y = t2 und
in (2) x = s1, y = s2 ergibt:

f(t1,82) < f(s1,52) < f(s1,12)
f(s1,t2) < f(t1,t2) < f(t1,82)
und damit:

f(t1,82) = f(s1,82) = f(s1,t2) = f(t1,12)

Das Lemma 1 berechtigt uns, bei antagonistischen Spielen (sonst nicht, verglei-
che Beispiel 2) von optimaler Strategie zu sprechen.

Definition 7:

s1 € S1 ist optimal fiir den Spieler 1, falls es so € So gibt, so dafl (s1, s2) GGS
ist.

(d.h. wenn ein antagonistisches Spiel eine GGS besitzt, so ist sie optimal fiir die
Spieler.)

Lemma 2:

Sei I' weiterhin ein antagonistisches Spiel.

(s1, 82) ist GGS gdw. CIﬂne%)l(f(x,sQ) < ;215% f(s1,y).

Beweis:

(—) Sei (s1, s2) GGS.

= f(s1,82) > f(x,82), dh.Vxe S « gé%)ff(x’SQ) < f(s1,82)
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und —f(s1,82) > —f(s1,9), dh.Vye Sy« 5215{1 f(s1,y) > f(s1,82)

Anmerkung: max und min nur, falls f Maximum bzw. Minimum besitzt, sonst
sup bzw. inf.

= < mi .
max f(z, s1) < min f(s1,9)

(<) Sei max f(z, 52) < min f(s1,9). (1)

Es gilt fiir min und max immer:

max f(z,82) > f(s1,s2) weil s1 ein bel. Element aus S; ist, und
rESL
. < '
mip f(s1,9) < f(s1,82)
> > mi . 2
= géa;ff(%&)_f(Sl,Sz)_;IGHST;f(Sl’y) (2)

Aus (1) und (2) folgt:

ggff(il?,Sz) = f(s1,82) = f(s1,82) = min f(s1,9)

1 1
f(z,82)<f(s1,52) Vz€S1 —f(s1,9)<—f(s1,82) Vy€ES2

Nach Definition 5 folgt daraus, dafl (s1, s2) eine GGS ist.

(d.h. suchen eine Situation (si1,s2) mit min(max(...)) = max(min(...)). =
deshalb: min-max-Methode).

Beispiel: Mensch - Natur

7

s P T
S O i
sk _"’:/’-._%
¥ I _'ff,‘ -

/»/4//?
4 4
7%
A

G

An einem sonnigen Sonntagmorgen unternimmt jemand (Spieler 1) einen Aus-
flug, wobei er sich entschliefit, das damit verbundene Vergniigen mit der Zahl 10
zu bewerten. Der Terminus ,,aufkommende Niederschlagsneigung® im Wetterbe-
richt des Rundfunks fiir diesen Tag fithrt ihn zu dem Schluf}, dafl der Natur zwei
Strategien zur Verfiigung stehen: (1) Regen und (2) Trockenheit. (Da der Spieler
1 einige GesetzmaBigkeiten der Natur kennt, schliefit er von vornherein aus der



6.3. MATRIXSPIELE 91

Menge ihrer Strategien Schnee, Frost, Wirbelsturm, Uberschwemmungen usw.
aus.) Nun iiberdenkt der Spieler 1 seine eigenen Strategien. Es sind drei: (1)
Verzicht auf den Ausflug (in diesem Fall ist sein Vergniigen unabhingig von
der Strategie der Natur gleich Null); (2) Mitnahme eines leichten Regenmantels
(die mit dem Tragen des Mantels verbundene Unannehmlichkeit verringert sein
Vergniigen bei trockenem Wetter auf 9. Gleichzeitig bewirkt das Vorhanden-
sein des Mantels, dafl der Ausflug sogar bei Regen eines gewissen Reizes nicht
entbehrt; in diesem Fall bewertet der Spieler 1 das mit dem Ausflug verbunde-
ne Vergniigen mit 5); (3) Weggehen ohne Mantel (ungetriibtes Vergniigen bei
trockenem Wetter und sehr méfBiges, ndmlich nur das einer einzigen Einheit
entsprechende bei Regen).

Was ist das optimale Verhalten fiir den Spieler 17

Loésung:
fu:
M\N | R T |min max(min)
1 0 O 0
2 5 9 5 )
3 1 10| 1
max 5 10
min(max) | 5

— (2, R) - GGP und optimal.

— Strategie fiir den Menschen: ,,Regenmantel mitnehmen*

6.3 Matrixspiele

e Das sind antagonistische Spiele mit card(S1) und card(Sz) endlich.
dh. = [{1,2}, {1, fo}, {51, S2}].

e SeicardSi=m S1y-..,8m
Sei cardS; =n t1,...,tn.

e Bilden die Gewinnmatrix A = (a,;;) mit a;; = f(s4,t;). (f ist dabei die
Gewinnfunktion fiir Spieler 1).

Grundvoraussetzung: Das Matrixspiel werde sehr oft gespielt: Zahl der
Spiele N!

Spieler 1 wahlt die Strategie s; hierbei N;-mal.
m
i=1
Wenn Spieler 2 standig die Strategie t; anwendet, so wird der Gewinn von Spieler

N;a;; und der ,relative® Gewinn pro Spiel:

s =

N
Il
-

13
{=
E

m
s
=
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Definition 8:

Gegeben sei das Matrixspiel I = [{1,2}, {51, S2}, f] mit Strategiemengen S; =
{s1,-.-,8m} und Sy = {t1,...,tn}.

n
Der Vektor p = : heiflt gemischte Strategie fiir den Spieler 1, falls 0 < p;,

Pm

m
i=1,...,m, > pi=1
i=1

Wir sagen, daf p; die Wahrscheinlichkeit (Héufigkeit) sein soll, mit der Spieler
1 die Strategie s; wéhlt.

= Gewinn von Spieler 1 bei Anwendung der gemischten Strategie p gegen Stra-
m
tegie t; vom Spieler 2 ist Y pia;;.
i=1
Analog kann man die gemischte Strategie fiir Spieler 2 einfiihren:
q1
n
q= 70§(Jul:177n72(b:1
i=1
In ’
Verlust vom Spieler 2 bei Anwendung von Strategie s; (durch Spieler 1) und der
Strategie ¢ ist dann
n
> 15
j=1

= Gewinn von Spieler 1 bei Anwendung von (p, ¢) wird:

Z q; (Z piaij) = Z E Diq;aij ZPTAQ = <p7 AQ>
] =1 j=1li=1

Jj=1

Haben:
1. P={peR™|p>0, > p;i=1}
i=1

2.Q={qeR"[q=0, Zlqul}
iz

= P und @ sind kompakt (abgeschlossen und beschrinkt) und konvex.

Die Gewinnfunktion vom Spieler 1: E(p, q) = (p, Aq).

Definition 9:

Sei I = [{1, 2}, {51, S2}, f] ein antagonistisches Spiel. Fiir jede gemischte Stra-
tegie p € P und ¢ € Q mit der Gewinnfunktion von Spieler 1 E(p,q) = (p, Aq)
heifit das Spiel I'™* = [{1, 2}, { P, Q}, E] gemischte Erweiterung von T'.

Satz (Hauptsatz iiber Matrixspiele):

Die gemischte Erweiterung des Spiels I' besitzt immer eine GGS.
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Folgerung:

Der Matrix A ldfit sich eindeutig eine Zahl v(A) = (p, Ag) zuordnen ((p,q) -
GGS des Spiels I'*). Dabei ist die Reprisentantenunabhiingigkeit durch Lemma
1 gegeben.

Definition 10:

v(A) heiflt Wert des Matrixspiels. (Genauer: Wert der gemischten Erweiterung
von T)

Beweis des Satzes:

Betrachten: ¢;(p) := géig (p, Aq) ist der garantierte Mindestgewinn vom Spie-
ler 1.

= P ist optimale Strategie fiir Spieler 1, falls g, = ¢1(p) = r;lealg( a1(p)

Analog: g2(q) := max (p, Aq). (garantiert maximalen Verlust)
pe

= 7 ist optimale Strategie fiir Spieler 2, falls g2(q) = mig 92(q)
qe

Betrachten g;: g1(p) := Hélél (p, Aq) = (*)
q

Da @ ein Polyeder ist, reicht es, die Ecken zu betrachten.
Q=1{qlq >0, > ¢ =1} — Ecken von @ sind ¢; = (0,...,0,1,0,...,0).
= (*)= min (p, Ae;j) = min (p, A.;).

J J

Wissen:

Fiir jedes feste j ist p — (p, A.;) stetig. Wegen der endlichen Anzahl von j
folgt:

91 = g1(p) ist stetig und damit nimmt ¢; das Maximum auf der abgeschlossen
und beschrénkten Menge P an.

Die Aufgabe max g1 (p) 148t sich so schreiben:
P

Betrachten alle ¢: min (p, A.;) >t,
J
d.h. betrachten {¢| min (p, A.;) >t} und suchen dabei grofites t.
J
= max{t | min (p, A.;) > t} = g1 (p).
= maxgy(p) = max{t|{p,A;) 2t, j=1,...,n, peP}
P
(t,p) werden dabei als Variable aufgefafit.
= Das ist eine LOA, d.h. wir haben:
max{t|(p,A;)—t>0,5=1,...n, > p; =1, p, >0, t € R}.

Die Aufgabe fiir Spieler 2 wird analog umgeformt:
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min go(¢) = min{s | (4;.,¢) —s <0, >.¢g; =1,q; >0,s € R}.
J

Bemerkung;:
Als LOA sind max ¢g; und min go zueinander dual.

Beweis:
max g1 (p) = max{t | (p,A;) =t >0, j=1,....,n, Y pi=1,p; 20, t € R}
i=1
=max{t|t—(p,A.;) <0, j=1,...,n,>.p;=1,p; >0,t € R}
i=1

:max{t|t— <A1;p> S 07 at_ <A’n.7p> S Oa Epl - 1apz 2 Ovte R}
=1

zmax{l-t—l—OEfm)-p|IT-t—AT-p§O,
prt-+pm =1,
pzZOa
t — bel.},

—_
~
~

t
p1
0,1,...,1) . =1,
Pm
Di Z 07
t — bel.}

Wissen:

max{(c,z)| A1z < by, Aoz = bg, x > 0} dual zu min{u? by +ulby| ATus+ AL uy >
c,u; > 0}.

und dual zu min{s | ¢ +---+ ¢, = 1,5 — (¢, 4;.) > 0,¢; > 0}

=min{s | (g, 4;.) —s<0,> ¢; =1,¢; >0,s € R}
1

Da maxg; und min gs zueinander dual und beide Aufgaben l6sbar sind gilt
max ¢g; = min gs.

Seien p und § entsprechende Losungen. Dann muf} gelten:

1 _A pu— n pu— p— il pu— A_'
ggg@, 7) =01(p) = v =92(q) glea;dp, q)

= (p,Aq) > v > (p, Ag) VpVq
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(. Aq) =2 (p, Ag) = (p,Aq) = (p, AQ)
Situation annehmbar fiir Sp. 2 Situation annehmbar fiir Sp. 1
= (p,q) ist eine GGS. O
Bemerkung:

= Losen der LOA (P) liefert (p, 1)
= Losen der LOA (D) liefert (g,3)
Dabei ist p optimal fiir Spieler 1, § optimal fiir Spieler 2 und ¢ =35 = v(A).

Beispiel: (Spiel: ,,Papier-Schere-Stein“)

Das Spiel ,,Papier-Schere-Stein“ ist ein Zwei-Personenspiel. Beide Spieler wihlen
unabhéngig voneinander eines der Symbole ,Papier”, “Schere” oder ,,Stein*.
Dabei:

e das Papier wickelt den Stein ein;
e der Stein zertriimmert die Schere;

e die Schere zerschneidet das Papier.

Der Sieger erhélt vom Verlierer 1 Punkt; bei gleichen Symbolen erhélt jeder
Spieler 0 Punkte.

Wie soll man spielen?

Losung:

Gewinnfunktion von Spieler 1:

1\2 | P Sch St|min max
P o -1 1|-1 -1
Sch | 1 0o -1 -1

St | -1 1 0| -1
max | 1 1 1
min | 1

i=—/2
— keine GGS!

Wie héufig soll man die verschiedenen Strategien spielen, damit man optimalen
Gewinn erwartet, d.h. Berechnung der gemischten Erweiterung.
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1\2| P Sch St

D P10 -1 1

q Sch| 1 0 -1
l—-p—q St |-1 1 0

Es sind p, ¢ (und 1 — p — q) zu berechnen. Dafiir l6sen wir die LOA:

(P)  max{t|(p,A;)—t>0,> p;=1,p; >0,t € R}
1=1

mitn=3,pr=p,p2=q,p3=1-p—q.

Es gilt:

(P) =max{t|¢g—1+p+q—t>0 }
—p+1—p—q—-t>0
p—q—t=0
P,q =20

=max{t| 2¢q+p—-1-t>0 }.
—2p—q+1-t=>0
p—q—t=>0
p,q=0

=max{t|2¢g+p—t>1}
2p+q+t<1
—p+q+t<0
p,q=0

=max{tT —t7|2¢+p—tT+t7>1}
p+qg+tt -t~ <1
—p+q+tt—t= <0
p, g, tt, 67 >0

Wir erhalten durch Hinzufiigen von Schlupfvariablen das Gleichungssystem:
2q+p—tt+tT —u+yp =1

WHqg+tt —t +uy =1
—p+qg+tt—t"+u3=0

Um einen zuldssigen Basispunkt zu finden miissen wir fiir diese LOA die Hilfs-
aufgabe l6sen:

max(—y1) = max(p+2q —tT +¢7 —u; — 1)

(HA):Q 2q+p—tT+t" —ur+y1 =1
WHg+tt —t~+uy=1
—pHq+tt =t +uz =0

P gl T w t

-1]1-1 =2 1 1 -1

Y1 1 1 2 -1 -1 1

ugy | 1 2 1 1 0o -1

— ug | 0] —1 1 1 0o -1
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Dl us T w t~
-1 (-3 2 3 1 -3
- w1 3 =2 =3 -1 3
Uo 1 3 -1 0 0 0
g |lol-1 1 1 0 -1
Y1 U3 o t~
0 1 0 0 0 0
p | 13 1/3 —2/3 -1 —1/3 1
U9 0 —1 1 3 1 -3
g | 1/3] 1/3 13 0 -1/3 o0

= BV: p, ug, q.

Und nun zuriick zur Originalaufgabe:

us tt l (5 (A
0 0 -1 0 1
13 —2/3 -1  —1/3 1
— uz | 0 1 3 1 -3
g | 1/3] 1/3 0 —1/3 0
us U9 U t—
0 [ 1/3 1/3 1/3 0
p 13 —1/3 1/3 0 0
o |13 13 13 -1
¢ | 13113 0 -1/3 0

=p=1/3,¢=1/3=1-p—q=1/3,

t=v(A)=0.

Bilder von Sara Zeugmann

t=tt—t—"=0-0=0
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