1 Entartung, lexikographische Simplexmethode

Definition 1:
Ein Basispunkt heifit entartet, wenn der Wert mindestens einer Basisvariablen
Null ist.

NBV
Le

BV Tk 0= dkO dkg

Neuer Wert der Zielfunktion beim Wechsel B — B = (B \ {k}) U {¢} ist

(bis jetzt: Wenn dio > 0, so wichst die Zielfunktion)

Wenn das Element dp, das Pivotelement werden sollte, wird sich der Zielfunk-
tionswert nicht dndern!

Daher miissen wir uns in diesem Fall mit der Frage der Endlichkeit des Algo-
rithmus beschéftigen, denn es kann ja sein, dafl wir in einen Zyklus geraten, wie
das néchste Beispiel auch zeigt.

Was wissen wir {iber Basispunkte?

e Ein Basispunkt erfiillt die m Gleichungen von Az = b mit z; > 0 und
j=1...m und die (n-m) Nicht-Basisvariablen sind Null, d.h. z; = 0 fiir
alle 7 € N.

e In entarteten Basispunkten werden noch zusétzliche Basisvariablen x; =
0,7 € B.

Es ist glinstig fiir die Behandlung dieses Falls die lange Form des Simplextableaus
zu benutzen.

Lange Form des Simplextableaus:

BV NBV
Ty ... Tp ... Ty Tm+1 . Tq T
do,o do,m+1 . do.q do,m
T dl,O 1 ... 0 “e 0 d1’m+1 N dl’q dl,m
To dg)o 0 ... 0 . 0 dg)m+1 . d27q dz)m
BV | : : ; ; ; : : ;
Tp dp70 0o ... 1 ‘e 0 dp,m+1 N dp,q dp,m
Tm dm70 0o ... 0 N 1 dm,m+1 e dm,q dm,m
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Die Transformation des Simplextableaus fiir einen Simplexschritt 148t sich wie-
der ausrechnen:

Sei wieder dj; das Pivotelement.

e Dann wird die k-te Zeile durch dy; dividiert...

N 1
Zl — T Zk
di

(7 ist die [-te Zeile, 2, ist die k-te Zeile).

e Alle iibrigen Zeilen z; werden ersetzt durch

. dy
Zi =2 — T2k

di

(Kreuzregel, i # k, i = 0 zugelassen fiir die charakteristische Zeile).

Nun einige Uberlegungen beziiglich der Auswahl der Pivotzeile:
Seix € R*, z # 0,

Definition 2:
x heiit lexikographisch positiv (x = 0) , falls die erste von Null verschiedene
Komponente von x positiv ist.

Formell:
z>0:=F(1<i<nAz;>0AVYj(j<i—z; =0))

Definition 3:
x heifit lexikographisch negativ (x < 0) , falls —x > 0.

Definition 4:
Sei die Relation > (gesprochen: lexikographisch gréer) definiert, wie folgt:

— R" X R'mit x »y<x—1y > 0.

Bemerkung 1:
> ist:
1. irreflexiv (z ¥ )
2. transitiv (z > y Ay >z = x > 2)
3. asymmetrisch (z = y — y ¥ x)
4. total (VaVy(x € R" Ay € R™ — ((x = y) V (y > x)))
5. 2>y — x> Ay (A>0)

1. bis 4. bedeuten: irreflexive Ordnung.

Lexikographische Simplexmethode :

Wir definieren eine neue Regel fiir die Auswahl der Pivotzeile:



e Spalte [ liegt fest (durch dgy; < 0).
Wir betrachten i € B mit di > 0 (Menge B.) und bilden 7t = z;.
e Offensichtlich unterscheiden sich die Zeilen z} und 2z (2} # 2/ fiir i # v,

i,v € B, weil die Zeilen z; und z, unterschiedlich sind, denn es gilt: d;; =
Zii = 1 und dm' = Zyi — 0.

e Unter den Zeilen 2] gibt es folglich eine kleinste nach der lexikographischen
Ordnung, diese sei zj.
Damit wird die k-te Zeile Pivotzeile, d.h.
2. ist das lexikographische Minimum von den 2], i € By:

z;, = lexmin{z] | i € B4}

Bemerkung 2: Diese Vorschrift ist eine konsistente Erweiterung der gewdhn-

lichen Auswahlregel, denn Zﬁ? > ’;—’;’ fiir alle ¢ € B...

Behauptung 1:

Seien alle Zeilen z; (i € B) lexikographisch positiv. }
Dann sind nach der Simplextransformation alle Zeilen z;, ¢ € B ebenfalls lexi-
kographisch positiv:

Beweis: Sei B = (B\ {k}) U {l}.

e Fiir [ € B ist klar, denn

- 1

Z1= — 2z > 0.
S~~~ =0
>0

o Fiiri e B, i #1 gilt:

wobei dj; > 0 ist.

1. Fall d; <0, dann ist ,g;zl > 0.

Die erste Komponente von z;, die von Null verschieden ist, ist positiv, da
zr > 0. Folglich gilt:

Zi > Zi
und, da z; > 0, auch:
Zi =0

2. Fall d;; >0, d.h. i € B,.

Dann ist z] > 2, nach der lexikographischen Auswahlregel. Dann gilt:

Zi Zk
L= 22 dyg >0
d; diy
~— =~
d.
z2i — —lek >0 O

dr

=z
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Behauptung 2 :

Die charakteristische Zeile im langen Tableau wéchst lexikographisch.

Beweis:
<0
d
5 0l
20 =% I (]
0 0 dy k 0

o >0



