Ganzzahlige Optimierung (Gomory-Schnitt)

Sei

(P) =max{c'z| Az <bxr >0,z €Z}

ein ILP und sei

G:={zeZ" | Az <bx>0}.

Betrachte die Relaxation (Fp) von (P):

(Py) :={c"x | Ax <b,x >0},

d.h.

My:={zeR"| Az <b,x >0}.

Es gilt: G C M.

e Falls ein z* € Z™ existiert, sodass x* optimal fiir (Fp) ist, so ist * auch

fiir (P) optimal.

Im Allgemeinen ist z* € R™; man darf nicht runden, denn:

3 . . . .
2 . . . .
1 . . . .

Offensichtlich ist z* sowohl aufgerundet als auch abgerundet nicht zuléssig!

e Falls 2* ¢ Z™, fiigen wir eine Restriktion a”z < a¢ hinzu, die x* abschnei-

det, also

2 ¢ My = Myn{zecRn|a"z<ap}.

Durch diese Restriktion soll aber kein ganzzahliger Punkt von M, abge-

schnitten werden, d.h. es soll gelten: G C M;.
e Lise (P1) =max{c"z|x € M }.

Wie findet man solche Schnitte?



Formal: Betrachte das ILP
(P)=max{c"z | A, =bx >0,z €Z" }

mit
rgA=m, Ae M(m,n)

sowie die Relaxation

(Py) =max{c'z| Az =b,x >0}

G={z€Z"| Az =b,z >0 }und
My={zeR"| Az =b,2>0}.
Sei (Py) losbar mit x* ¢ Z™ optimal fiir (Pp). Dann nennt man die Restriktion
az < ag eine Schnitt / Cut von My, falls My alle ganzzahligen Punkte aufler

z* enthalt, d.h.
¥ EMon{zeR" |a"r<ay}DG.

Berechnung der Gomory-Schnitte: Betrachte (P), (Fy), G, M.
Sei z* Losung von (Pp) und seien

Zj NBYV.

Sei Az = b dquivalent zu

xiJrZEiquj:Bi W€BV$€M0

JEN
mit B
z;=b;, i1€B, ;=0 jeN
Es gilt:
xl+26”x] :BZ Vee GVieB (1)
JEN
GCR” _
=t $1+ZL61]J$J sz Vre GVie B
JEN
gezt T; + Z Laijj “ T < LBZJ Vee GVie B (2)
JEN
% Z(Eij— LEUJ)CEJ Zgi— LElJ Ve e GVieB. (3)
JEN



Bemerkung: Es gilt:

(a) z* wird abgeschnitten, d.h.

My = MoN{z €R" |z geniigt (3) } # 2"

(b) Wenn & € Z™ N My, so ist & € M;.
D.h. (3) definiert eine Schnittebene fiir M.
Beweis:

zu (a) Wir wissen, dass
r;=0 VjeN

Angenommen, z* € M; = z* erfiillt auch (3).

— 0= (@, |ay)) =} >b;— |b] VieB.

JEN

Wegen

gibt es aber ein g € B mit L@OJ #* Bio und damit EZ—O —

Damit gilt fiir iy wegen (4):
OZBZ'O— LE'OJ >0 %
zu (b) Sei £ € Z™ und & € My = & € G. Wegen (3) gilt:

ze Myn{zeR"|x geniigt (3) }.

Bezeichnung: Der in (3) definierte Schnitt heifit Gomory-Schnitt.

(4)



