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1 Vektoren und Vektorraume

Da die Objekte in der Computergrafik als Punktmengen im zwei- oder dreidi-
mensionalen Zahlenraum betrachtet werden, fiir den die Gesetze der Vektor-
bzw. der linearen Algebra gelten, machen wir zuerst eine kleine Einfiihrung in
die n-dimensionale Vektorrdume (Euklidische Réume), Matrizen und geome-
trische Objekte.

Die mit der linearen Algebra eng verbundene analytische Geometrie wird uns
hier mit der Berechnung der Flicheninhalte geometrischer Objekte und mit
Losungen anderer geometrischer Probleme mit Hilfe der Vektorrechnung be-
kanntmachen.

Ein Vektor z ist ein Element des n-dimensionalen Euklidischen Zahlenraums
und wird durch reelwertige Koordinaten x1, ....., x,, reprisentiert.

1
x2

Schreibweise als Spaltenvektor: z! =
In

Schreibweise als Zeilenvektor: © = (21, ...., zy)

Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation mit skalaren Gréflen und bzgl. Vektoraddition:
re R aeR:
a-r=(a-r,0 x9,...,-T,) €R?

z,y € R®
r+y=(r1+y, 22 +y2,...., Tn +yn) € R®

Linearkombination:
£7xuy72 6 an Oév/BuFY 6 R
& heisst Linearkombination von z,y, 2z, falls { =a- 2+ 8-y +v- 2



Lineare Unabhéingigkeit:

Sind wieder &, x,y, z Elemente eines Vektorraumes, heisst diese Menge linear
unabhéngig, falls keiner von ihnen als Linearkombination der anderen Vektoren
darstellbar ist. Anderenfalls sind sie linear abhéngig.

Und im Falle linearer Abhéngigkeit gibt es a, 3,7,0 € R, so dass
a-z+p-y+v-2z+6-&=0- Nullvektor

Im Falle linearer Unabhéngigkeit gibt es solche skalaren Koeffizienten nicht.

Skalarprodukt: z,y € R™
n
Toy=), =Y
i=1
Geometrische Deutung des Skalarprodiktes:
x -y =Lénge des auf den Vektor y projizierten Anteils von x, multipliziert mit
der Lénge von y.
y - x = analog.
Folgerung: z,y € R™ und z,y sind orthogonal zueinander
=z-y=0

Lénge oder Betrag eines Vektors:

x| = Vx-z



2 Matrizen und Matrizenmultiplikation

In der 3D-Programmierung hat jedes Objekt ein eigenes (lokales) Koordinaten-
system. Das Objekt ist meistenes genau zentral Um dieses Koordinatensystem
positioniert. Dabei besteht das Objekt nur aus Ortsvektoren (vom Koordina-
tenursprung zu den Punkten des Objekts). Um dieses Objekt auf den Bild-
schirm zu bringen, muss es erst verschoben, rotiert oder skaliert werden. Um
diese Operationen zu berechnen, verwendet man Matrizen. Also kénnen so-
wohl geometrische Objekte als auch deren Transformationen durch Matrizen
beschrieben werden.

Ohne Matrizen miissten wir mehrere Formeln verwenden, um das Objekt rich-
tig zu positionieren. Das wiirde Rechenzeit kosten. Wir erstellen zwar mehrere
Matrizen um das Objekt zu bewegen, jedoch kénnen wir diese miteinander
multiplizieren und am Schluf} bleibt nur noch eine einzige Matrix.

aill alg ... QA1n

asy asy ... a9on,
Sei eine Matrix A, ,, =

Am1 oo Qmn

=
1
€2
Produkt einer Matrix A,, , mal Spaltenvektor x =
Tn



I 21
Z2 22

n
Amn - ' = ' wobel z; = A, 2= aij-x;
. . =

In Zm

Produkt zweier Matrizen A, , und B, j (Voraussetzung: Beide Matrizen aus
dem selben Vektorraum, d.h. Anzahl der Spalten der ersten Matrix muss der
Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix gleich sein):
Am,n : Bn,k = Cm,k ;
wobei die Komponenten ¢; ; der Matrix (), ; Skalarprodukte der i-ten Zeile
von A mit der j-ten Spalte von B sind:

n

cij = > (ai-bij)
1

Wichtige Eigenschaften der Matrix- und Vektormultiplikationen:
Assziativitat: A- (B-C)=(A-B)-C
Kommutativitit: A-B # B-A - Matrixmultiplikation ist i.a. nicht kommutativ.



3 Objekte im 2- und 3-dimensionalen
kartesischen Koordinatensystem

Ein dreidimensionales, rechtshindiges (Reihenfolge x-y-z-Achse dem Uhrzeiger-
sinn entgegengesetzt) kartesisches Koordinatensystem wird aufgespannt durch
drei orthonormalen Einheitsvektoren:

14

0.5
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Die Punkte in diesem Raum werden durch Ortsvektore reprisentiert, die vom
Koordinatenursprung zum jeweiligen Punkt p mit Koordinaten (p, py, p-) lau-

fen.
Mit Richtungsvektoren bezeichnet man die Differenzvektore zwischen zwei Orts-

vektoren (Punkten).



3.1 Linien, Ebenen, deren Schnittpunkte und
Schnittgeraden

Mit Linearkombination von zwei Vektoren kann man eine unendlich ausgedehn-
te Linie darstellen:

Seien v (Ortsvektor) und d (Richtungsvektor) Vektore, dann wird so eine Linie
durch

l=v+X-d

—00 < A < 400 definiert

&

Richtungsvektor d

Orsvektor v

Um eine begrenzte Linie darzustellen, brauchen wir zwei Ortsvektore, die diese
Linie begrenzen. Sie kann dann durch [ = v + A(w — v);
0 < X\ <1 ausgedriickt werden.

Ty Liniensegment |

Ortsvekior v

Ortsvektor w
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Um eine Ebene darzustellen, braucht man zwei linear unabhéngige Vektore,
die diese Ebene aufspannen. Eine Ebene kann so ausgedriickt werden (explizite
Form):

Seien u, v, w Vektore, wobei u ein Ortsvektor und v, w linear unabhéingige Rich-
tungsvektore sind

p=u+«a- v+ [-wist dann die Ebene, die von Vektoren v und w aufgespannt
wird. Dabei sind a und § unbegrenzt.

Ahnlich einer Ebene wird auch ein Dreieck definiert. Nur die Parameter o
und 8 werden begrenzt, damit keine Punkte auflerhalb des von zwei linear un-
abhingigen Vektoren aufgespannten Dreiecks ausgedriickt werden konnten:
t=u+a-v+ 8- w

0<a<1;0<6<l—a

ist dann das Dreieck, das im Punkt u ein Eck hat und von dort aus ausgehen-
den Vektoren v und w aufgespannt wird.

Richtungvektor v

Ortsvektor u Richtungvektor w

Implizite Form fiir Ebenen:

Hier werden Begriffe Betrag eines Vektors und Vektorprodukt benutzt:

Betrag eines Vektors: |v| = /vy + vy + v,

11



Vektorprodukt (Kreuzprodukt) der Vektore v und w:

x Yy oz VyW,  — U Wy
vxw=det| vy vy v :(:c y z ) VW, —  Uply
Wy Wy Wy VpWy —  VyWy
VW,  — U Wy
wobei der Vektor VW — UgWsy senkrecht auf v und w steht.
VpWy — Uyl

Der Betrag dieses Vektors ist gleich dem Flacheninhalt des durch die Vek-
toren v und w aufgespannten Parallelogramms.

Implizite Form fiir Ebenen wird aus der parametrischen Form p = u+a-v+3-w
Aus dem Einschub kénnen wir ableiten, dass das Vektorprodukt n = v X w eine
Flachennormale bildet. Auflerdem gilt es, dass die Differenzvektoren zwischen
beliebigen Punkten p der Ebene und Punkt u senkrecht zur Flichennormalen
n stehen.

= (p/—u)-n:p/-n—u-n:()

Mitd:=u-n
und Normierung der Gleichung mit |n| ergibt sich die Ebenengleichung;:

pon —4d _

[ Inl
oderp -n—d=20

—p -n=d

und die Konstante d wird zum Abstand der Ebene zum Koordinatennullpunkt.

Linie-Ebene-Schnitt:

Die Ebenengleichung p -n=dund die Liniengleichung | = v+ X\ - w

sind gegeben.

Durch Substituieren der Punkte der Linie in die Ebenengleichung

(v+ A w)-n=d

erhilt man nach Auflésen nach A den Schnittpunktparameter Ay = d;’z{;”
Setzt man A; in die gegebene Liniengleichung ein, so erhélt man den Schnitt-
punkt p, der gegebenen Linie mit der Ebene p' -n =d :

Ds =0V + )\s T w

12



Ebene-Ebene-Schnitt:

et

E3 Ggne—t L~
E1

Ne2

5

e

Zwei Ebenen sind durch implizite Gleichungen gegeben:

Elanl-P—dlzo

EQZ nEQ-P—dQZO

Der Richtungsvektor der Schnittlinie ! ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der
beiden Normalen ng, und ng,, denn die Schnittlinie senkrecht zu ihnen liegt.
Fiir die Schnittliniengleichung bleibt nur noch einen beliebigen Punkt P dieser
Linie zu finden. Dazu konstruiert man eine dritte Ebene, deren Flichennormale
parallel zu der Schnittlinie ist. Das erlaubt uns die Schnittlinie [ als Flidchen-
normale dritter Ebene in der Gleichung fiir diese dritte Ebene zu benutzen. Die
dritte Ebene definieren so, dass sie durch den Ursprung geht (d = 0):

Es:ng, - P—d3=1, - P, +1l,-P,+1.-P,—0=0

wobei d3 Abstand der Ebene E3 zum Ursprung ist, I, l,,l. Komponenten des
Richtungsvektors [ und P, P, P, Koordinaten des Punkts P sind.

Da der Punkt P der Schnittpunkt aller Drei Ebenen ist, muss er die Gleichun-

13



gen aller Drei Ebenen erfiillen. Seine Koordinaten werden demnach durch das
Losen eines linearen Gleichnungssystem aus drei Ebenengleichungen:

Ll L P, 0
nElz nEly nElz : Py = dl
nEQac nEQy nEQz PZ d2

3.2 Polygone und deren Fldcheninhalte

P4

P5 P3

PO

Konvexes Polygon Nicht-Konvexes Polygon

Um Flédcheninhalte von Polygonen zu berechnen unterteilt man Polygone in
Dreiecke, man berechnet die Flacheninhalte von Dreiecken und addiert deren
Flacheninhalte:

n—2

Fliche des Polygons F = 1| > (P, — Py) x (Piy1 — )|
i=1

14



Diese Formel kann man sowohl fiir die konvexen als auch fiir die nicht-konvexen
Polygone anwenden, denn die bei den nicht-konvexen Polygonen mehrfach
gezihlten oder auflerhalb des Polygons liegenden Dreieckflichen werden durch
die unterschiedlichen Vorzeichen des Kreuzprodukts ausgeglichen, so dass man
richtiges Ergebnis erhilt.

15



4 Geometrische Transformationen in
2D- und 3D-Koordinatensystem

4.1 Translation

Bei einer Verschiebung eines Objekts werden die Koordinaten der Punkte dieses
Objekts mit einem Richtungsvektor addiert.

4.2 Skalierung

Hier handelt es sich um eine Streckung oder Stauchung eines Objekts beziiglich
des Koordinatenurprungs.

Uniforme Skalierung wird realisiert durch skalare Multiplikation der Ortsvek-
tore des Objekts mit dem Skalierungsfaktor.

Nicht-uniforme Skalierung funktioniert wie die uniforme, nur der Skalierungs-
faktor ist fiir jeden Komponenten des Ortsvektors unterschiedlich.

16



4.3 Rotation

a+8

Fiir die Darstellung einer Drehung eines Objekts werden Polarkoordinaten als
Hilfsmittel herangezogen. Die Polarkoordinaten eines Punktes ergeben sich aus
dem Abstand dieses Punktes zum Ursprung und dem Winkel zwischen x-Achse
und dem Ortsvektor dieses Punktes.

Seien die Polarkoordinaten eines Punktes P des gegebenen Objekts (7, «)
Aus den Verhiltnissen r = /22 + y2,

x=r-cosa, y=r-sina (¥)

folgt, dass sich die neuen Polarkoordinaten des um den Winkel 6 gedrehten
Punktes P sehr einfach darstellen lassen: P' = (r, a + 0)

Um die kartesischen Koordinaten zu erhalten, setzt man in (*) den neuen Win-
kel ein. Der Abstand zum Koordinatenursprung bleibt natiirlich unveréndert:
z =r-cos(a+0),y =r- sin(a+0)

Nach Anwenden des Satzes fiir Sinus und Cosinus einer Summe zweier Winkel
erhélt man

' =r-cosa-cosd —r - sina- sin,

! . .
y =71-cosa- sinf 4+ r - sina - cosd

17



Und wegen (*) erhélt man
& =x-cosh —y- sinb,
y =z sinf+y - cosd

Dies lésst sich als Matrixoperation fiir Spaltenvektoren darstellen:

z _ cosd —sind |z
y/ "\ sinf  cosf Y

18



5 Matrixdarstellung von
Transformationen in homogenen
Koordinaten

5.1 Homogene Koordinaten

Dass die bereits vorgestellten Transformationen nicht einheitlich dargestellt
wurden (durch Vektoraddition, skalare Multiplikation oder Matrizenoperati-
on) heifit nicht, dass es nicht einheitlich geht. Die Einfithrung einer zusétzlichen
Dimension erlaubt es, alle Transformationen einheitlich als Matrixoperationen
darzustellen. Man arbeitet dann nicht einfach im kartesischen Vektorraum, son-
dern in dem sogenannten homogenen Vektorraum, der den kartesischen Vek-
torraum als Teilraum enthélt. Die zusétzliche, oder homogene Koordinate ist
fiir die meisten Anwendungen der Computergrafik auf Eins gesetzt.

5.2 Translation und Rotation

Um die Translationsmatrix zu erhalten, 16st man das Gleichungssystem aus
dem Verhéltnis (Translationsmatrix angewendet auf ein Ortsvektor in homo-
genen Koordinaten ergibt neue homogene Koordinaten):

a1l a2 a1z a4 x T+ Az
a1 G2 Q23 a4 vy | _ | vt+Ay
as31 a3z as3 as4 z - z+ Az
aq1 Q42 Q43 44 1 1

Aus diesem Produkt erhélt man ein Gleichungssystem, dessen Losung die Trans-
lationsmatrix ergibt:

19



1 0 0 Az
01 0 Ay
0 01 Az
000 1

Die homogene Rotationsmatrix lasst sich leicht aus der kartesischen Form
ableiten, indem man vierte Dimension einfiihrt. Da im 3-dimensionalen Raum
auler der x — y-Ebene noch x — z und y — z-Ebenen gibt, gibt es auch drei
Rotationsmatrizen:

x — y-Ebene (Drehung um die z-Achse):

cos —sinf 0 0
sinf  cosfd 0 0
0 0 10
0 0 0 1

x — z-Ebene (Drehung um die y-Achse):

cosd 0 —sinf 0
0 1 0 0
sind 0 cosf® O
0 0 0 1

y — z-Ebenen (Drehung um die x-Achse):

0 0
cost) —sinb
sinf  cosH

0 0

o O o=
— o O O

5.3 Skalierung, Spiegelung, Projektion und Scherung

Sowohl die uniforme als auch die nicht-uniforme Skalierung wird durch folgende
Matrix erreicht:

20



oo oM™
codo
oMo o
— o oo

Alle Faktoren sind dabei grosser Null und bei uniformer Skalierung gilt zusétz-
lich: F, = Fy = F,

Eine Spiegelung wird dadurch erreicht, indem man negative Skalierungsfak-
toren einsetzt (-1 fiir eine Spiegelung ohne Skalierung).

Bei einer Scherung verdndern sich Koordinaten einer Dimension in Abhéngig-
keit von den Koordinatengrofie anderer Dimensionen:

1 0 0 0 T T
01 s O Y | yts-z
0010 z | z
00 01 w w

In diesem Fall ist die neue y-Koordinate von der z-Koordinate und Faktor s
abhéngig. Dabei wird der urspriingliche Kérper immer mehr in die y-RIchtung
verschoben, je weiter er von der z—y-Ebene entfern ist (z— Achsen— Richtung).

5.4 Verkniipfung von Transformationen

Die meisten Transormationen von Objekten in der Computergrafik sind keine
einfachen, sondern bestehen aus mehreren solchen Transormationen. Da alle
Transformationen einheitlich als Matrizen dargestellt werden kénnen und de-
ren Anwendung nichts anderes als nacheinander ausgefiihrte Matrizenmultipli-
kation ist, kann man mehrere auszufithrende Transformationen in einer Matrix
darstellen. Die Matrizen werden dabei nacheinander von links multipliziert,
wobei die Reihenfolge beibehalten werden muss, denn Matrizenmultiplikation
i.a. nicht kommutativ ist. Das heif3t, es ist nicht egal, in welcher Reihenfolge
die einfachen Transformationen nacheinander ausgefiihrt werden. Das resultie-
rende Produkt wendet man dann von links auf das zu transformirende Objekt
an.

21



5.5 Inverse Transformationen

Um eine durchgefiihrte Transformation riickgédngig zu machen, wird die inver-
se Matrix der Transformationsmatrix von links angewendet. Wenn dabei die
Transformation aus mehreren einfachen Transformationen bestand, werden die
iversen Matrizen in umgekehrter Reihenfolge von links angewendet:

Wenn eine Trasformation aus vier einfachen Transformationen besteht:
(Ty-T5-T»-T) , wobei die Indizes die Reihenfolge reprisentieren, die bei einem
Hintereinanderausfiihren von Matrizen eingehalten wiire.

Um diese Transformation riickgéingig zu machen, wird auf das Objekt die in-
verse Matrix (Ty - T3 - Tp - T1) ' =T, 1Ty ' - Ty 1 - T, ' angewendet.

22



6 Abstande

6.1 Punkt - Ebene

r
[ ] ,rq
e
-
ra
I
— .-..--l--. —
Ebene HIY Vs £ ]
F 3 .-_.-' d
A4
ra
ra
ra
_.-"f
n-d ,-"
e
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D A

Abbildung 6.1: Abstand von einem Punkt zur Ebene

Sei n der Normalvektor, der die Ebene beschreibt, mit |n| = 1. Dann gilt
nach der HNF: n - p = d. Dabei ist p € R>.
Der Abstand des Punktes ¢ von der Ebene ist demnach der die Lénge des Vek-
tors |¢'ql =n-q—d.

Mit diesem Losungsweg ist sind dann auch die Abstdnde Gerade-FEbene und
Ebene-Ebene analog berechenbar. Dazu wihlt man sich bei Gerade-Ebene einen

Punkt auf der Geraden bzw. bei Fbene-FEbene einen Punkt in einer Ebene, um
das Problem auf Punkt-Ebene zu reduzieren.

6.2 Gerade - Ebene

Wie in Abschnitt 6.1 gezeigt, 148t sich dieser Fall auf die Berechnung des Ab-
standes Punkt-Ebene berechnen.
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6.3 Gerade - Gerade

. :
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Abbildung 6.2: Abstand von einer Geraden zu einer Geraden

Seien zwei Geraden gegeben, die durch die Punkte a und b in Verbindung
mit den Richtungsvektoren v und w. Um den Abstand der beiden Geraden zu
bestimmen, greifen ich mir den nicht-trivialen Fall heraus, in dem die Geraden
wie in Abbildung 6.2 dargestellt, windschief sind. Sollten sich die Geraden
schneiden, so ergibt sich der Abstand d = 0.

Zuerst wird eine Flidche konstruiert, in der b liegt und deren Normalvektor
n gleich dem Normalvektor der Geraden a ist. Nun ist es moglich, mit der in
Abschnitt 6.1 gezeigten Punkt-Ebene-Methode den Abstand zu berechnen.
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7 Punkt-Tests

Oftmals ist es in der 3D-Grafikprogrammierung notig herauszufinden, wo sich
ein Punkt relativ zu einer Fldche befindet. In diesem Kapitel werden einige
dieser Punkt-Tests vorgestellt.

7.1 Punkt im Rechteck

Der Test, ob ein Punkt in einem Rechteck liegt, ist ein Spezialfall des Punkt
im Polygon-Tests aus Abschnitt 7.2.

7.2 Punkt im Polygon

Abbildung 7.1: Befindet sich ein Punkt P im Polygon Py ... P,?

25



In der Abbildung 7.1 wird veranschaulicht, wie getestet wird, ob der Punkt
P in dem Polygon mit den n 4+ 1 Eckpunkten F;... P, liegt, oder nicht.
Dazu wird vom Punkt P aus jeweils eine Gerade zu einem Eckpunkt konstru-
iert. Die Winkel ¢; zwischen zwei benachbarten Geraden zu den Punkten P;
und P;;; werden aufsummiert.

n+1
Ist Z ¢; = 27, so liegt P im Polygon.
/=0
' n+1
Ist andernfalls Z ¢; = 0, so liegt P nicht im Polygon.
i=0

7.3 Punkt im Kreis

Abbildung 7.2 zeigt einen Kreis um den Mittelpunkt K mit dem Radius r. Es
gilt nun zu testen, ob der Punkt P in diesem Kreis liegt, oder nicht.

Dazu werden die beiden Ortsvektoren OK zum Kreismittelpunkt K und OP
zu Punkt P konstruiert. Ist der Abstand der beiden Punkte K und P grofier,
als der Radius 7, so liegt der Punkt P offensichtlich ausserhalb des Kreises.
Es gilt dann also: » < |OP — OK]|. Umgekehrt gilt: P liegt im Kreis, wenn
r>|OP — OK]|.

7.4 Punkt in einer Kugel

Der Fall aus Abschnitt 7.3 Punkt im Kreis 148t sich auf den 3-Dimensionalen
Raum {iibertragen. Das Vorgehen ist dabei Analog. Lediglich die Vektoren ha-
ben je eine Komponente mehr.
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Abbildung 7.2: Befindet sich ein Punkt P im Kreis?
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8 Koordinatentransformationen

Bei der Modellierung von 3-Dimensionalen Rdumen existieren verschiedene Ar-
ten von Koordinaten- bzw. Bezugssystemen. Diese kénne ineinander transfor-
miert werden. In diesem Kapitel sollen die wichtigsten vorgestellt werden.

8.1 Verschiedene Arten von Koordianten- bzw.
Bezugssystemen

Durch die Abeit mit verschiedenen Koordinatensystemen, wird vieles in der
Verwaltung der Objekte einer Szene vereinfacht.

8.1.1 Lokale Koordinaten

Lokale Koordinaten werden auch Objekt-, Modell- bzw. Master-Koordinaten
genannt. Sie sind relativ zum Objekt definiert, d.h. jedes Objekt besitzt sein
eigenes Koordinatensystem. Der Ursprung liegt im Zentrum des Objektes.

Abbildung 8.1: Beispiel fiir die lokalen Koordinaten eines Objektes.
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8.1.2 Welt-Koordinaten

Welt- K oordinaten bilden die Wurzel fiir die gesamte Szenenhierarchie. Sie sind
unabhéngig von allen anderen und beschreiben die Anordnung und Grofle der
Szenenobjekte.

W ik
MC,

o .| &
o :

Abbildung 8.2: Beispiel fiir die die Komposition von zwei Objekten (mit lokalen
Koordinaten) in globalen Welt-Koordinaten.

8.1.3 Kamera-Koordinaten

Kamera-Koordinaten werden auch Augen-Koordinaten genannt. Sie sind inner-
halb der Welt definiert und stellen somit den Blickwinkel auf die zu rendernde
Szene dar. Das Zentrum ist der Augpunkt. Die Blickrichtung fokussiert den
View Reference Point. Dadurch wird das View Frustum definiert, dafl auf Sei-
te 30 in Abschnitt 8.2 beschrieben wird.

8.1.4 Bild-Koordinaten

Soll eine Szene rerendert werden, so miissen die 3D-Koordinaten auf eine 2D-
Flache projetiert werden, um sie z.B. auf einem Monitor darstellen zu kénnen.

29



Abbildung 8.3: Beispiel fiir die die Projektion von zwei Punkten aus dem 3-
Dimensionalen auf eine Ebene.

8.2 View Frustum

Das View Frustum ist der Pyramidenstumpf, der sich ergibt, wenn man aus-
gehend vom wview point in die Szene sieht. Er ist in Abbildung 8.4 visualisiert.
Dabei beschreibt die view distance den Abstand zwischen Betrachter und der
Projektionsebene. Damit zu nahe Objekte nicht die gesamte Szene verdecken,
werden alle Punkte vor der Front-Plane nicht mit berechnet. Sehr weit ent-
fernte Objekte erscheinen dagegen ganz klein und konnen daher hinter der
Back-Plane verworfen werden.

8.3 Koordinatentransformationen

Koordinatentransformationen verhalten sich komplementér zu den Transfor-
mationen von Objekten. Dabei bleiben die Objekte fest, aber das Koordina-
tensystem dndert seine Lage ung eventuell seine Form.
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Abbildung 8.4: View Frustum mit Front-Plane (near) und Back-Plane (far).

8.3.1 Viewing-Pipeline

Die Viewing-Pipeline beschreibt die Schritte, die ein Punkt durchlaufen muf,
der in Lokalen Koordinaten vorliegt, bis dieser zu Bild-Koordinaten transfor-
miert wird.

Lokale Koordinaten in Welt-Koordinaten

Die Objekte liegen als Prototypen vor. Ihre Definitionspunkte sind unabhéngig
von spéterer Grofle und Position im Welt-Koordinatensystem. Durch das Mode-
ling erhalten die Objekte im Welt-Koordinatensystem ihre individuelle
Orientierung und Position durch , Rotation und Translation.

)

1. Das Modell-Koordinatensystem liegt deckungsgleich zum Welt-Koordinatensystem.

2. Das Modell-koordinatensystem wird durch schrittweise Ausfiihrung von
Einzeltransformationen in die gewiinschte riiumliche Lage gebracht.

3. Das Objekt wird im Welt-Koordinatensystem abgebildet.

4. Die Objektkoordinaten aller Objektpunnkte werden mit den Transforma-
tionsmatrizen multipliziert.

Anhand dieser Schritte wird im Beispiel in Abbildung 8.5 der Wiirfel gedreht.

Sieht man sich in Abbildung 8.6 die Rotation in den Einzelschritten der drei
Dimensionen an, so erkennt man, dafl man diese drei Einzeltransformationen
R; ... R3 zu einer einzigen mathematisch zusammengefasst werden kénnen.
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Abbildung 8.5: Beispiel fiir die Drehung eines Wiirfels (links: Ausgansposition
recht_s_: transformierte Position)

\{A \..I.l“ V
¥ ¥ ¥
X
y %
z
z,7 X 7 X zZ X
z

Abbildung 8.6: Beispiel fiir die Drehung eines Wiirfels entlang der einzelnen
Achsen mittels der drei Einzeltransformationen Rj ... Rg3.

Sei Q(x,y, z,1) der Punkt eines Objektes, so erhilt man die Welt-Koordianten
aus den Modell-koordinaten und den folgenden Transformationen: (Qwc)? =

Rs- Ry Ry - (Que)t.
Welt-Koordinaten in Kamera-Koordinaten

Hierbei findet ein Koordinatensystemwechsel statt, der dazu dient, dafl eine
Szene einmal relativ zu den Welt-Koordinaten definiert wird, aber trotzdem
flexibel betrachtet werden kann. Die XY-Ebene ist dabei die Bildebene. Das
»Auge® liegt bei z = VPD.

Kamera-Koordinaten in Normalisierte Projektions-Koordinaten

Um die moglichen Persketivischen Verzerrungen bei den vorherigen Transfor-
mationen zu korrigieren, wird der Pyramidenstumpf des View Frustum auf
einen Einheitswiirfel abgebildet.

Normalisierte Projektions-Koordinaten in Bild-Koordinaten

Durch weglassen der 3. Dimensions-Komponente werden die Koordinaten auf
eine Ebene abgebildet.
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9 Projektionen

Bei Projektionen handelt es sich um die Abbildung eines Vektors x aus einem
n-Dimensionalen Vektorraum X auf einen Vektor aus einem m-Dimensionalen
Unterraum U. Im besonderen geht es uns um die Abbildungen des 3D-Raumes
auf eine Ebene. Dabei handelt es sich um planare Projektionen (mit n=3,m=2).
Abbildung 9.1 zeigt die hierarchische Gliederung der Projektionen.

Projektionen)

planare geometrische [ nicht p]anare

Zentral Parallel

Einpunkt l [ Fweipunkt ] [ Dreipunidt [nnhqm.ln] [ schiefe ]

[Grmu, Auf, saitanrii] o T ]

| isometrisch | | dimetisch | | timetrisch |

Abbildung 9.1: Hierarchie von Projektionen
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9.1 Zentralprojektion

Zentralprojektionen werden oft auch Perspektivische Projektion genannt. Wir
kennen den Augpunkt, der das Projektionszentrum Z bildet. Bei der Projektion
kann es zu perspektivischen Verzerrungen kommen, da parallele Linien nicht
immer parallel projeziert werden. Es entsteht ein rdumlicher Eindruck durch
perspektivische Verkiirzung. Winkel bleiben nur erhalten, wenn die Geraden
parallel zur Bildebene sind. Parallele Linien schneiden sich in der Unendlichkeit.

Abbildung 9.2: Beispiel fiir eine Zentralprojektion
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9.2 Punkt-Perspektiven

9.2.1 Ein-Punkt-Perspektive

Die Ein-Punkt-Perspektive besteht nur aus dem Fluchtpunkt F', der das Pro-
jektionszentrum darstellt.

9.2.2 Zwei-Punkt-Perspektive

Die Zwei-Punkt-Perspektive besteht aus den beiden Fluchtpunkten Fy und Fs,
die in der Regel auf Augenhohe liegen.
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9.2.3 Drei-Punkt-Perspektive

Eine Drei- Punkt- Perspektive besteht aus den drei Fluchtpunkten Fy, F5 und F3
. Der zusitzliche Fluchtpunkt trédgt nur wenig zu einer Realitdtsverbesserung

bei. Er wird als zusétzlicher Fluchtpunkt fiir die vertikalen Kanten genutzt.
Dies fiihrt zu Frosch- und Vogelperspektiven.

£

9.3 Parallelprojektionen

Bei Parallelprojektionen ist der Abstand vom Projektionszentrum zur Projekti-
onsebene unendlich. Demzufolge kénnen die Projektionslinien als parallel ange-
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nommen werden. Die Parallelprojektion ist ein Spezialfall der Zentralprojekti-
on. Sie spiegelt exakte Mafle wider. Parallele Linien bleiben parallel. Allerdings
bleiben nur Winkel erhalten, die parallel zur Projektionsebene liegen. Diese
Perskektive ist aufgrund der fehlenden pespektivischen Verkiirzung weniger
realistisch.

9.3.1 Orthogonale Parallelprojektion

Bei der Orthogonalen Parallelprojektion ist die Projektionsrichtung gleich einer
Normalen der Projektionsebene, d.h. die Projektionslinien stehen senkrecht zur
Bildebene, wie in Abbildung 9.3 zu sehen ist.
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Abbildung 9.3: Beispiel fiir eine Orthogonale Parallelprojektion

9.3.2 Risse

Risse werden oft fiir technische Zeichnungen verwendet, da Entfernungen und
Winkel direkt abgemesen werden kénnen. Allerdings sind die meist schwer zu
Interpretieren und nicht immer rekonstruierbar.

Aufril

Der Aufrif§ betrachtet die XY-Ebene.
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GrundriB3
Der Grundrif$ betrachtet die ZY-Ebene.

SeitenriB

Der Seitenrif$ betrachtet die XZ-Ebene.

9.3.3 Normalaxonometrische Projektionen
isometrisch

Bei der Isometrischen Normalazonometrischen Projektion sind die Schnitt-
punkte der Bildebene mit den Hauptachsen alle gleich weit vom Ursprung
entfernt. Alle Koordinaten werden gleich verkiirzt.

£

o>

e

dimetrisch

Bei der Dimetrischen Normalaxonometrischen Projektion sind zwei Schnitt-
punkte der Bildebene mit den Hauptachsen alle gleich weit vom Ursprung ent-
fernt. Auf zwei Achsen werden die Koordinaten werden gleich verkiirzt.
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trimetrisch

Bei der Trimetrischen Normalazonometrischen Projektion werden alle Koordi-
natenachsen in unterschiedlicher Entfernung vom Ursprung von der Bildebene
geschnitten. Alle Koordinaten werden unterschiedlich verkiirzt.

x

9.3.4 Schiefwinklige Parallelprojektion (Oblique)

Bei einer Schiefwinkligen Parallelprojektion, die auch Oblique Projektion ge-
nannt wird, ist die Projektionsrichtung ungleich der Normalen der Projekti-
onsebene.

Abbildung 9.4: Beispiel einer Schiefwinkligen Parallelprojektion
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