Clifford-Algebren, ihre Darstellung und die Anzahl globaler
Vektorfelder auf Sphéren

Michael Schulz
16. Juli 2007

12.1 Definition (Algebra). Sei A ein K-Vektorraum. A heifit K-Algebra, falls es zusétzlich eine Multipli-
kationsabbildung
p:AxA— A (a,d)— pla,d)=1a-d,

mit folgenden Eigenschaften gibt:
1. p ist K-bilinear
2. A zusammen mit der Vektorraumaddition und der Multiplikation p ist ein Ring.

12.2 Definition (Clifford-Algebra). Eine assoziative Algebra iiber den Korper K mit Einselement 1 ist die
Clifford-Algebra CI1(Q) von einer nicht-degenerierten quadratischen Form @ auf dem Vektorraum V', wenn
es V und K = K -1 als Unterrdume enthélt, so dass

1. v? = Q(v) fiir jedes v € V
2. V generiert Cl(Q) als Algebra iiber K
3. und CI(Q) wird von keinem echten Unterraum von V erzeugt wird.

12.3 Behauptung. Sei {ei,...,e,} Standardbasis von R™. Dann haben die Clifford-Algebren Clg , tber
den negativ definiten Raum R%"™ = (R, —(-,-)) und Cl, o dber den positiv definiten Raum R™°(R™, (-,-))
folgende Basiselemente:

1 Skalar
€1,€2,...,€n Vektor
€1€9,€1€3,...,E61€,,€2€3,...,Enh_1€, Bivektor
e1eg - €Ep n-Vektor

und Cly, erfillt folgende Multiplikationsregeln:

e;e; = —eje; fir i#£7j
A I = eiej +eje; = —20; 5
€;€; = -1
und Cly, o erfillt:
ee; = —eje; fir i#j
l] I T = ei€; +eje; = 2(51"]‘
€;6; = 1

Bemerkung. o jedes Element = € Cly,, bzw. Cl,, o ldsst sich darstellen als > e, mit a, € R

a€pln| Qo
und e, = e}’ -+ ePr mit p; = 0 oder 1 und damit betrigt die Dimension von Clg ,, und Cl,, o 2"

e fiir ejes schreiben wir auch ejo
e R C Cly,y, bezeichne die Menge aller Vielfachen des Eins-Elementes

e Die Clifford-Algebra hat definitionsgemifl die universelle Eigenschaft, dass jeder Vektorraum-Homo-
morphismus f : V — A mit A R-Algebra fiir die (in A) die Gleichung f(v)? = Q(v) erfiillt ist, zu
einem Algebrenhomomorphismus f : Cl(Q) — A fortgesetzt werden kann mit f(v) = f(v) fir alle
veV.



12.4 Beispiel (Cly1). Clp; wird von den beiden Elementen 1,e; erzeugt. Mit 1 als Realteil und e; als
Imaginérteil kann man sich leicht anhand der nachfolgenden Multiplikationstabelle davon iiberzeugen, dass
Clo’l ~ C.

12.5 Beispiel (Cly2). Clpo wird von 1,eq, ez, ejeq erzeugt. Mit den Zuweisungen 1 +— 1, i +— ey, j —
€2, k — ejes kann man sich leicht iiberzeugen, dass die Rechenregeln ij = —ji = k, jk = —kj =i, ki =
—ik = j fiir die Quaternionen gelten und somit Cly o =~ H.

‘ 1 €1 €9 €1€2

1 1 €1 €92 €1€2

el el -1 €1€2 —€9
€9 es —ei1en -1 e1
€1€2 €1€2 €9 —€1 -1

12.6 Definition (Tensorprodukt). Das Tensorprodukt zweier Algebren A und B iiber einen Kérper K ist
der Vektorraum A ® B := (A X B, ®), der durch ein Produkt

(a®b)(d @b)=(ad")® (bb')  fira,a’ € A, bV € B

zu einer Algebra wird. Im speziellen Fall endlich-dimensionaler assoziativer Algebren mit multiplikativer
Eins, kann C = A ® B durch Nachpriifen folgender Eigenschaften auf den Subalgebren A und B von C
ermittelt werden:

1. ab = ba fiir jedesa € A, b€ B
2. C wird als Algebra von A und B generiert
3. dimC = (dim A)(dim B).

12.7 Satz. FEs gibt Algebren-Isomorphismen

Clo’n X Clg’o ~ Cln+2’0 (1)
Clyo ®Cly g ~ Cly gz (2)
Beweis. Zu |1} Sei {e1,...,en+2} Erzeugendensystem von Cl,120, €],..., €}, seien die Generatoren von

Clo,n und e, ef bezeichnen Standardgeneratoren von Clag. Sei f : Cly100 — Clo,n ® Cla o mit

flei) ==

ef@eley, firl<i<n
1®e! firi=n+1,n+2

v fleie; +ejer) = fle)fle;) + fles) fler) = 26,
26; 5
1<4,5< n:

" _n n_n n_n " _n " _n_n ! " _n

(e;@efey)(ej@eley) + (€ @efey)(e; @efey) = (eje]) @ (efegefey) + (€)e;) @ (ef ejeyey)
— (e + e © (-1
= —25i,j ® (-1)
= 20,

n+1<4,7<n+2:
(lee )l )+(1oe]_)(lee ,)=0e e )+ (1] el ,)
= (1 ® (e;/—neg—n + G;I—neg—n)

=1® 25i7j
= 2045



1<i<nn+1<3<n+2:
(e @ efer) (1@ €f_p) + (1@ €y )(e; @ efez) = (¢ ® erezes_p) + (¢ ® ef_nerer)
=¢; ® (¢lege]_n +€f_neles)
:ez®0

—0=26;,

Also ist f ein Algebren-Homomorphismus. Weiterhin ist f surjektiv, da f auf ein Erzeugendensystem ab-
bildet, und injektiv da beide Réume die selbe Dimension 27 - 22 = 2"*2 haben. Damit ist f unser gesuchter
Isomorphismus. Beweis zu [2] analog. O

12.8 Behauptung.

R(n) @r R(m) ~ R(nm) Vn,m €N (3)
R(n) ®r K ~ K(n) K = C,H und Vn (4)
CeorC~CoC (5)

C@r H~C(2) (6)

H @p H ~ R(4) (7)

Dabei meint K(n) die reelle Matrixz-Algebra der n x n Matrizen mit Eintrigen aus K.

1|2 3 | 4 | 5 6 | 7 | 8
C | H [HoH|H® | €@ | RE) |RE) ORE) | R(16)
R(2) | C(2) | H(2) | H(2) ® H(2) | H(4) C(8) R(16)

12.9 Satz (Periodizitéit von 8). Fiir alle n > 0 gilt:

Clo’n+8 ~ Clo’n(16) (8)
Clyygo ~ Clpo(16) 9)
Beweis. Nach Satz gilt:
Clo,nts = Clyye,0 @ Clo 2
~ Clonta ® Cla o @ Cly 2
~ Clyp ®Clag® Clya ®@Clao® Cly o
~ Clyp ®Clag® Clag®Cly2®@Cly o
~ Cly, ® R(2)®@R(2) @ Hog H
~ Clp, ®R(4) @ R(4)
~ ClO,n ® R(lG)
~ Clo’n(lfi)
Der Beweis fiir [9] lduft analog. O

12.10 Definition. Sei ~: Cly,, — Clyn, Y o(z)i — Doio(—=1)"(z); mit (z)o Skalar, (z); Vektor, (z)s
Bivektor ... Automorphismus (f : V. — W, V. =W, f bij.) . Dann heif}t

Cly,, :=={x €Clo, | T ==z} Subalgebra der geraden Elemente von Clg ,,
Cly,, :=={z € Clo, | T =—a} Subalgebra der ungeraden Elemente von Cly ,
12.11 Satz. Es gibt einen Algebren-Isomorphismus
Clojn ~ CIQ iy
Beweis. Es sei ¢ : R" — CI§,,, definiert durch ¢ (v) := vey41.

P(v)? = vepi1vens1 = —Veniien i1 = Vv = v*

Also induziert v einen Algebren-Homomorphismus ¢ von Clon nach CI,, ., (siehe Bemerkung oben).
Dieser ist offensichtlich surjektiv und, da beide Algebren Dimension 2* haben, injeketiv und somit ein
Isomorphismus. O



12.12 Definition (Darstellung). Unter einer Darstellung einer R-Algebra A versteht man einen Algebren-
Homomorphismus ¢ : A — End(W), wobei W ein reeller (endlicher) Vektorraum ist.

Sei eine solche Darstellung von A = Clgyk gegeben und {ey, ..., e;} eine Orthonormalbasis von R%*. Wir
definieren nun Elemente ¢; € End(W) durch ¢; := ¢(eze;?).

12.13 Lemma. Fir jeden Vektor p € W\ {0} sind die Vektoren ¢;(p) linear unabhingig.
Beweis. Sei A; € R und x = ZZ Aiei, dann gilt:

Z)\ﬂbi(p) = Z)\i¢(6i€fl)(p) = (¢Z Aieier D) (p) = dlzer ) (p)

Ist z # 0, dann existiert ein Inverses 2! = ﬁ € Clgyk, da (-, ) positiv definit. Also ist xe;l invertierbar
und damit ist auch ¢(ze; ') € End(W) invertierbar. Daraus folgt, dass ¢(ze; ') (p) # 0. D.h. Null lisst sich
nicht linear aus ¢;(p) kombinieren und sind somit linear unabhéngig. O

12.14 Definition (Vektorfeld). Ein Vektorfeld auf der Sphére S™~! ist eine stetige Funktion v : S*~1 — R™,
so dass fiir alle z € S"~! v(z) tangential an z, d.h. (v(z),z) = 0, ist.

12.15 Definition. Eine Menge von Vektorfeldern {vy,...,v;} auf S"~! ist linear unabhingig, wenn
{vi(z),...,vx(2)} eine unabhiingige Menge von Vektoren in R" fiir jedes x € S"~1 ist.

12.16 Satz. Es besitze Clgyk, eine Darstellung auf einem n-dimensionalen Vektorraum. Dann besitzt die
Sphdire S*~1 mindestens k — 1 orthonormale Vektorfelder.

Beweis. Sei p € S"~! und (v1(p),...,vk(p)) Folge, die durch Orthonormalisierung von (¢1(p), ..., ox(p))
entstanden ist. Da ¢1 = ¢(ere] ') = (1) = id, ist v1(p) = p und va(p), ..., vx(p) sind orthonormale Tangen-
tialvektoren im Punkte p € S"~!. Da ¢ als Homomorphismus endlich-dimensionaler R-Algebren stetig ist,
sind die v; stetig von p € S"~! abhingig. O

12.17 Korollar. Sei m =: a(k) die kleinste positive Zahl, so dass C’lg’,c eine Darstellung auf einen m-
dimensionalen Vektorraum besitzt. Dann hat jede Sphire S"~' mit n =i - a(k), i € N mindestens k — 1
orthonormale Vektorfelder.

Beweis. Sei Wi =W @ ...® W und ¢ : End(W) — End(W?*) Homomorphismus. Durch Komposition von
1 o ¢ erhalten wir eine Darstellung von C’lgyl€ auf W¢. U

Bemerkung. Die so definierte Zahl a(k) ist nicht, wie in [I] angegeben, die Radon-Hurwitz-Zahl.

12.18 Satz. Mit etwas Theorie zur Darstellung von n x n Matrizen mit Eintrigen aus einer Algebra und
gil:
a(k + 8) = 16a(k)

Fir kleine k sind die Werte von a(k):

B 1]2]3]

|1 |5 |
ak) [1]2]4]

8]

| 7|8
[8]8

12.19 Satz. Sei n durch 2% teilbar mit a € N, 0 < b < 3. Dann existieren auf der Sphire S™!
mindestens 8a + 2° — 1 linear unabhingige stetige Vektorfelder.

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar [12.17|und Satz [12.18] denn mit k := 8a + 2 gilt:

4
4

ool

7
8

a(k) = a(8a + 2b) — 16aa(2b) _ 24aa(2b) — gdagb _ 9da+2b
O

12.20 Definition (Radon-Hurwitz-Zahl). Die Radon-Hurwitz-Zahl ist die maximale Anzahl linear un-
abhingiger Vektorfelder auf einer Sphire S™~!.



Bemerkung. Mit den vorher gefithrten Uberlegungen und den Ergebnissen von J. F. Adams, dass unsere
untere Schranke fiir linear unabhingige Vektorfelder auch obere Schranke ist, ist mit n = 2%**+% wobei
a €N, 0<b <3, die Radon-Hurwitz-Zahl durch

p(n) :=8a+2"—1

gegeben. Fiir kleine n ergibt sich somit folgende Tabelle:

n |[[2[4][8]16]32]64]128
a [OJo[o[ T[T [1]1
b o|[1]2|3/0 1|2/ 3
pn) || 1137 8|9 |11 15
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