Der Fundamentalsatz
der Algebra




Motivation

= Wir betrachten Polynomfunktionen p(x) = Xr-, apx®*mitn>1,a,, # 0,a, € R
= Fir viele Anwendungen sind Nullstellen interessant (z.B. Extremwertprobleme)
= Vielzahl an Methoden (Mitternachtsformel/pg-Formel, Polynomdivision, Satz vom Nullprodukt, ...)

= Beispielfunktion: f(x) = 2x2 — 8x

2x>—8x=0|+2
x> —4x =0

pg-Formel:

x1,2=—‘74i\/(-74)2—0=2i2

x1:0
x2:4‘
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Motivation

= ABER: Die Nullstellen verschwinden durch ein wenig
Verschieben ¥

= Beispielfunktion: g(x) = f(x) + 9 = 2x?> — 8x + 9

2
2x>—8x+9=0]|=2
x*—4x+2=0 .
pg-Formel:
4
—4 N2
v =-51[G) —3=2+ |
2
-2 0 2 4 i
-2
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Motivation

= Losung: Komplexe Zahlen!
= Wir betrachten ab jetzt also Polynomfunktionen p(x) = }%-, cex¥mitn>1,c, # 0,c, € C
= Nochmal die Beispielfunktion: g(x) = 2x? —8x + 9

2x>—8x+9=0]|=+2
x*—4x+2=0

pg-Formel:
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Der Fundamentalsatz der Algebra

,Es ist angemerkt worden, dass der sogenannte ,Fundamentalsatz der Algebra‘ nicht wirklich fundamental ist, dass er
nicht unbedingt ein Satz ist, sondern manchmal als Definition dient und dass er in der klassischen Form eigentlich kein
Resultat aus der Algebra, sondern aus der Analysis ist.” (M. Aigner, G. M. Ziegler: Das BUCH der Beweise, 3. Auflage)
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Beweisidee

= Der Betrag des Polynoms strebt gegen unendlich ur ar e ; :
= Somit gibt es einen Kreis mit Radius R > 0 um die 0 mit |p(x)| > [p(0)]
= Nun definiert man eine Scheibe S durch diesen Kreis

-2

= S ist eine kompakte Menge und die reellwertige, stetige Funktion |p(x)]| T*
hat auf dieser somit ein Minimum in einem Punkt x, im Inneren der
Scheibe N

= D‘Alemberts Lemma:

Falls p(x) # 0 ist, dann gibt es um x, eine Stelle, deren
Funktionswert einen kleineren Betrag hat

= Widerspruch, da |p(x)| in xy ein Minimum hat
= Also gilt p(x) = 0 und es existiert eine Nullstelle
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Bewels

= Sei p(x) = Y7 _o kX" ein komplexes Polynom vom Grad n > 1

= Als wichtigsten Schritt missen wir zunachst folgendes Hilfslemma beweisen

D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|
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Bewels

= Sei p(x) = Y7 _o kX" ein komplexes Polynom vom Grad n > 1

= Als wichtigsten Schritt missen wir zunachst folgendes Hilfslemma beweisen

D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthalt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)]

= Sei dazu D eine beliebige Scheibe um a mit Radius R > 0
= Dann haben alle Punkte im Inneren von D die Form a + w mit |w| < R

= Erstes Ziel: p(a + w) = p(a) + cw™(1 + r(w))
fureinc € C\ {0},1 < m < nund ein Polynom r(w) vom Grad n — m mitr(0) = 0
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D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

Zz..pla+w) =p(a) + cw™(1 +r(w))
fureinc € C\ {0},1 < m < n und ein Polynom r(w) vom Gradn — m mitr(0) = 0

pla+w)=X_,cr(a+ W)k
oy (k) gkt
= co()a®w® + c1()atw® + ¢4 (7)a’wt + cz(o)azwo +ca(D)atwt + c(2)a®w? + - + ¢ (F)a™w® + -+ ¢, (M) a®w"
= (co(p)a® + cr(g)at +c2(g)a? + -+ ca(pla™)w’ + (c1()a® + 2 (Ha + -+ cu(F)a"w! + -+ cu(7)a’w™
o Chemi c(F)akHw!
= p(@) + Xy Ty i (Fa*Hw!
=p(a) + XL diw?
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D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

Zz..pla+w) =p(a) + cw™(1 +r(w))
fureinc € C\ {0},1 < m < n und ein Polynom r(w) vom Gradn — m mitr(0) = 0

“pla+w) =p(a)+ XL, dw'

= Seim = 1 der kleinste Index i, fir den d; # 0 ist
= Wir setzen ¢ := d,;, und klammern cw™ aus

d
" P(a + W) = p(a) + cw™ (1 +%W1 +@W2 + ..._|_T”Wn—m)
= Setze r(w) := %Wl +%W2 + ..._|_d_CnW‘rl—m

=pla+w) =pla) + cw™( + r(w))
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D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

Nachstes Ziel: |cw™| und |r(w)| nach oben abschitzen

m

Sei p; = p(@)

c

Fur |w| < p; gilt dann:
lew™] < [p(a)

Da r(w) stetig und (0) = 0 ist, gilt nach Definition der Stetigkeit:
Jp,: [r(w)| < 1 fur lw| < p,

Fur |w| < p = min(p4, p,) gilt also insgesamt:
lew™| < |p(a)| und [r(w)| <1
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D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

p(a)/c

= Wir definieren nun { als eine m-te Wurzel von —
lp(a)/cl

= Dann ist { eine komplexe Zahl mit |{| =1
= Seizudem € € Rmit 0 < ¢ < min(p, R)
= Wir setzen wy := €(

Behauptung: b := a + w, ist der gesuchte Punkt mit [p(b)| < |p(a)|
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D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

Behauptung' b:=a+ wy=a+ & ist der gesuchte Punkt mit |p(b)| < |p(a)|
pa)/c

mit = [~ b@yel

und 0 < ¢ < min(p, R).
= b ist in der Scheibe D um a enthalten, da |[wy| = ¢ <R

= Wir definieren einen Faktor §:
p(a)
cwo™ = c(e()M=ce™{™ = ce™ (— |@|> =
C

= Wegen |cw™| < p(a) gilt fur diesen Faktor:
0<o<1

p(a) = —8p(a) also & :=

Ip(a)/CI Ip(a)/CI
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D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung

Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

Behauptung b:=a+ wy=a+ & ist der gesuchte Punkt mit |p(b)| < |p(a)|

p@/c em

mit ¢ = @/ und 0 < &€ < min(p, R). Sei 6 := D@7/l mit0 <6 <1

Ip(b)| = |p(a+wo)l = Ip(a) + cwo™ (1 + 7(wp))|

= |p(a) — dp(a)(1 + r(wo))| = Ip(a) — 6p(a) — 5p(a)r(wo)l

= |(1 = 8)p(a) — dp(a)r(wo)l < (1 = Olp(a@)] + Slp(a)lIr(wo)l
<1 -8p@l+élp(a)l

= [p(a)| = 6lp(a)| + lp(a)| = |p(a)l
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Bewels

= Seip(x) = Ockx ein komplexes Polynom vom Grad n > 1

pOO)X T = ot g 0 et Oy e 1+ A IS S B
X X XN n-1 nxn x| xn—1 ' ,n-2 x Ny o N

" Esfolgt: [p()| = Ip()x™"x™| = [p(x)x~ "lenlmw

= Es existiert folglich ein R > 0, sodass fur alle Punkte auf dem Kreis K := {x : |x| = R} gilt: [p(x)| >
lp(0)l
= Wir definieren die kompakte Menge S:= {x : |x| < R}

= Auf S nimmt die stetige, reellwertige Funktion |p(x)| ein Minimum in einem Punkt x, an
= Nach Definition von K muss dieses x im Inneren von S liegen

HENRIKSCHEEFF DER FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA 18.12.23



Bewels

* Nun wenden wir auf dieses Minimum in xgdas Hilfslemma an

D‘Alemberts Lemma / Argands Ungleichung
Ist p(a) # 0, so enthélt jede Scheibe D um a im Inneren einen Punkt b mit |p(b)| < |p(a)|

= Angenommen es gilt p(xy) # 0

= VR; > 03b € Int({x : [x — x| <R D: [p(b)| < Ip(xo)l

Wahle Ry < R — |x,]

Dann ist dieses b € S und es gilt |[p(b)| < |p(xp)]

Das ist ein Widerspruch dazu, dass |p(x)] in xy ein Minimum einnimmt

= Somit muss p(xg) = 0 gelten und wir haben eine Nullstelle von p(x) gefunden
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Ende

Danke furs Zuhdren ©

Quelle: Das BUCH der Beweise (M. Aigner, G. M. Ziegler, 3. Auflage)
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