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Irrationalitat von e



Beweis: e ist irrational

» Nehme an:
da,beZ,b>0:7=e

» Dann wiurde gelten:
Vn > 0: nl*b*e = nl*a



Beweis: e ist irrational

Nehme an:
da,beZ,b>0:7=e

Dann wiirde gelten:
Vn > 0: nl*b*e = nl*a
Betrachte beide Seiten der Gleichung:

Rechte Seite der Gleichung: n!*a
nl eNundacZ

nl*aeZ



Linke Seite der Gleichung: n!*b*e

» Schreibe e als:
_ 1 1 1
e=(l+{+5g+.tqy)+

n!



Linke Seite der Gleichung: n!*b*e

» Schreibe e als:
€= (1 + % + % Tt %) + ((njl)! + (nJiZ)! + (ni3)! + )

> nl*e*h =

n*b* (1+ &+ 5+ o+ 5+

n!

n!*b*((njl)l ) (/1A12)I ) (,,jg)] ) )




Linke Seite der Gleichung: n!*b*e

» Schreibe e als:
e=(14+5H+53+..+3)+

n:
> nl¥e*bh =
n*b* (1+ L+ L+ o+ )+

nl*p*

Es ergeben sich 2 Teile:



Linke Seite der Gleichung: n!*b*e

» Schreibe e als:
e=(14+5H+53+..+3)+

> nl*e*h =
n*b* (1+ L+ L+ o+ )+
nl¥b*

Es ergeben sich 2 Teile:

1. Teil:

n*b* (1+ 5+ 4+ .+ 5)=b* (nl+ 3+ 8+,

n!

dabEZund%GN Vb:0<m<n



2. Teil der Gleichung: n!*b*e

> nl*p*
! ! !
= b*(Gim + ot T ey T )

— b*



2. Teil der Gleichung: n!*b*e

> nl*b*
! ! !
= b* (i + o T sy o)

= b*

> Stelle Ungleichung auf:

1
n+1

1 1 1 _
ST T T T e T

<



b
S
> Fir n > b gilt:

Also folgt:

Sl



b
n+1 <

> Fir n > b gilt:

Also folgt:

<1

Sl



b
n+1 <

> Fir n> b gilt:

nl*p*

Also folgt:

¢ 7

¢ 7

<1

Sl



Flge beide Teile der linken Gleichung zusammen

> n!*e*b Aufgeteilt in 2 Teile
> 1. Teil:
bx(n+ 0+ 2 +..+0)€eZ

n!

> 2. Teil:
¢ Z



Flge beide Teile der linken Gleichung zusammen

> n!*e*b Aufgeteilt in 2 Teile
> 1. Teil:
b« (n! +'1l:+’2i;+,,,,+ " e

n!

» 2. Teil:
¢ 7
Summe der beiden Teile:
bx(nl+ T+ 5+ .+ 2+
¢ 7

Die linke Seite der Gleichung kann keine ganze Zahl sein

nlsxbxed¢Z



Zurtick zum Anfang

» Nehme an:
Ja,beZ,b>0:7=e

» Dann wiirde gelten:
Vn > 0: nl*b*e = nl*a



Zurtick zum Anfang

» Nehme an:
da,beZ,b>0":

o-\m

» Dann wiirde gelten:
Vn > 0: nl*b*e = nl*a

> nlxbxed¢Z
> nlxacZ
=> Wiederspruch: n!xbxe # nlxa

Annahme war falsch

fa,beZ,b>0: 2=e—egQ



Irrationalitat von 7

lvan Niven: 1947



Grundlagen Analysis

> Differenzieren
Potenzregel: f(x) = x"; f'(x) = nxx"!

Trigonometrische Funktionen:
sin(x) — cos(x) — —sin(x) — —cos(x) — sin(x)

> Partielles Integrieren
ff’ x)dx = [f(x) ] —ff x)dx

Bestimmtes Integral:

[F(x) * g(x)]; = (F(b) x g(b)) — (f(a) * &(a))



Beweis:7 ist irrational (lvan Niven

Nehme an:
Ja,beN,a,b>0: 7=
Definiere:

f(X) — x"*(a;!b*x)"

Fir 0 < x < 7 gilt:
> 0<

: 1947)



Beweis:7 ist irrational (Ivan Niven: 1947)

Nehme an:
Ja,beN,a,b>0: 7=
Definiere:

f(X) — x"*(a;!b*x)"

Fir 0 < x < 7 gilt:
> 0<

> < 7"xa"

n!



Beweis:7 ist irrational (Ivan Niven: 1947)

Nehme an:
Ja,beN,a,b>0: 7=
Definiere:

f(X) — x"*(a;!b*x)"

Fir 0 < x < 7 gilt:
> 0<

> < 7"xa"

n!

> 0 < < wxa"

n!




Stelle Ungleichung fiir [ sin(x) * f(x) dx auf

>0< <M

n!

Fiir groBe n gilt:

T"xa" 1
n! < T
wxa" 1
0< <IH <2




Stelle Ungleichung fiir [ sin(x) * f(x) dx auf

>0< <M

n!

Fiir groBe n gilt:

0< <z o1
> Bilde Integral:
0<f07T dx<f7r7lrdx—1
Jo 2dx=[Ltxx]g=(2xm)—(£x0)=1
0<f07T dx <1

— [y dx ¢ Z



Forme f(x) um

f(X) _ X"x(a—bxx)"

n!

Binomischer Lehrsatz:

> (a—bxx)" =) (Z) A"k s (—bx)*

> Seici=(})xa" K« (-b)keZ



Forme f(x) um

f(X) _ X"x(a—bxx)"

n!
Binomischer Lehrsatz:

n

» (a—bx*xx)" = Z (Z) a" kK x (—bx)k
k=0
> Seici=(})xa" K« (-b)keZ

» Schreibe (a-b*x)"als :

(a—b*x)"=co*x®+cp*xt + ...+ ¢y x x"



Forme f(x) um (2)

> f(X) (a—bxx)"

n!

(a—b*x)"=co*xP+cpxxt + ...+ cp*x"



Forme f(x) um (2)

> f(X) (a—bxx)"

n!
(a—b*x)"=co*xP+cpxxt + ...+ cp*x"
» Multipliziere noch mit x":

X"k (a—bxx)"=co*xx" 4+ cpxx"TL 4 4y x"TN

» Schreibe f(x) als:

2n

_ cokx"FepRx T4 4 cpkx
f(x) = _ 2

Es gilt: f(0) = 0



CoxxX"+Crxx" T 4 cprx?"

nl

Differenziere f(x) =

> Fiir jede i-te Ableitung: /i < n
f(/)(X) _ zo*co*x”*"+*zl*c1*x’";lf1*"+...+Z,,*c,,*x

z;: Durch Ableitungen entstandenes Produkt

2n—i

» In jedem Teil der Summe kommt noch ein x vor

f(D(0) =0



CoxxX"Hcpxx" T4 4 cprx?"

Differenziere f(x) = - (2)
Fiir jede i-te Ableitung: n </ <2n
f(’)(X) _ i!*c;_,,—i—*z,-_n+1*c;_n+1*xl+...+in*zn*x

n!
Alle Terme ...x" mit n < i fallen weg

Der Term ...x" mit n =i wird zu ... x nl x x

2n—i

0

Betrachte ())(0)

f(,)(o) _ i'*ci_,+0

n!

Vorderste Term ist ganze Zahl mit den Faktoren von n!

itxci_p =/

n!

Also:

f()(0) € Z



CoxxX"Hcpxx" T4 4 cprx?"

Differenziere f(x) = - (3)

» Fiir jede i-te Ableitung: 2n </
f(i)(x) =0
> Fiir alle Ableitungen i gilt:

f((0) e Z



Integriere
> [ dx

= [—cos(x) * f(x)]g + [y cos(x) * f'(x)dx



Integriere
> foﬂ dx

= [—cos(x) * f(x)]g + [y cos(x) * f'(x)dx

» Setze Grenzen ein

(—cos(m) = (7)) — (—cos(0) * £(0))) = f(x) + £(0)



Integriere
> f07r dx

= [—cos(x) * f(x)]g + [y cos(x) * f'(x)dx

» Setze Grenzen ein

(—cos(m) = (7)) — (—cos(0) * £(0))) = f(x) + £(0)

> Weiter Partiell Integrieren:
f(m) 4+ £(0) + [ cos(x) * f'(x )dx
= f(m) + £(0) + [sin(x) = f'(x)]g - [y sin(x) = f"(x)dx



Integriere
> f07r dx

= [—cos(x) * f(x)]g + [y cos(x) * f'(x)dx

» Setze Grenzen ein

(—cos(m) = (7)) — (—cos(0) * £(0))) = f(x) + £(0)

> Weiter Partiell Integrieren:
f(m) 4+ £(0) + [ cos(x) * f'(x )dx
= f(m) + £(0) + [sin(x) = f'(x)]g - [y sin(x) = f"(x)dx

» Setze Grenzen ein

(sin(r) * f'(1)) — (sin(0) * £(0)) = 0



Integriere
> f07r dx

= [—cos(x) * f(x)]g + [y cos(x) * f'(x)dx

» Setze Grenzen ein
(—cos(m) = (7)) — (—cos(0) * £(0))) = f(x) + £(0)

> Weiter Partiell Integrieren:
f(m) 4+ £(0) + [ cos(x) * f'(x )dx
= f(m) + £(0) + [sin(x) = f'(x)]g - [y sin(x) = f"(x)dx

» Setze Grenzen ein

(sin(r) * f'(1)) — (sin(0) * £(0)) = 0

> Weiter Partiell Integrieren:
f(m) + £(0) + 0 - [5 sin(x) * F(?)(x)dx
= f(m) 4 £(0) + 0 — [—cos(x)  F2(x)] 5 — [y cos(x)* £3(x)dx



Integriere (2)

> f(m) + £(0) + 0 — [—cos(x) 1‘2(x)]6r — Jo cos(x) * F3(x)dx
Bei jeder 2. Integration werden die Terme zu 0

> Bei der 2n+1 ten Integration:
(=1)" s fy cos(x) = £ (x)dx

> Wie vorher gezeigt:
f(2n+1)(X) -0
also fallt (—1)" * [ cos(x) * F2+1(x)dx weg und es muss
nicht weiter integriert werden



Integriere (3)

Es steht nun noch da:

F(m)+F(0)+0— (F&)(m) — FD(0)) 0+ (F@ () + F(0)) +-... +(—1)"*F#")(0))

Also:

Jo sin(x) = f(x)dx =
() + £(0) — FO(x) — FA(0) + FW () 4 FH(0) — ... + (—1)"* F)(0))



Weiter Auflosen

fﬁ dx =
F) + £(0) — FD () — FOI(0) + FO () 4+ FO(0) — ... + (—1)" « FC(0))

» Welchen Wert haben die Terme?

> Wie vorher gezeigt:
f(0), f1)(0), f)(0)....F2"(0) € Z

> Und fiir f()(r)?



Beweis f(x) ist Symmetrisch fiir 0 und 7

f(x) = aib*X)”

Nach Annahme: 7 = %

f(mr—x) = f(% —x) = (2—x)"x(a—bx(2—x))"

n!

(a=bx(3—x)"=(a—(a— bx)" =

(%—X)”*b”*x"
T

— M:f(x)

n!

(bx)"



Weiter Auflosen (2)

fo7T dx =
() + £(0) — FO(x) = FA(0) + FB () 4+ FH(0) — ... + (—1)"* FM(0))

> Wie vorher gezeigt:
f(0), f(0), F()(0)....F2"(0) € Z

» f(x) ist symmetrisch:

f(n), f'(x), FA(x)...fC)(x) e Z



Weiter Auflosen (2)

fo7r dx =
() + £(0) — FO(x) = FA(0) + FB () 4+ FH(0) — ... + (—1)"* FM(0))

> Wie vorher gezeigt:
£(0), £(0), F(0)....F2M(0) € Z
» f(x) ist symmetrisch:
f(n), f'(x), FA(x)...fC)(x) e Z
» Das heiBt:
f(m) + £(0) — F@(x) — FP(0) + FB(x) + FH(0) — ... +

(—1)"  F37(0))
Ist eine Summe von ganzen Zahlen

> Also: foﬂ dx €Z



Zusammenfassung
Eben berechnet [ dx € Z

Ungleichung zu Anfang
0< Jo dx <[5 Ltdx =1

Widerspruch:
Es kann nicht gelten

foﬂ dx € Z

und

0< fy dx <1

Annahme war falsch:
fa,beNab>0:2=r

= 7¢Q



Quellen

e ist irrational:
Martin Aigner, Giinter M. Ziegler, (2014), Das BUCH der Beweise,
4. Auflage, Berlin

w ist irrational: (Ivan Niven: 1947)
https://www.ams.org/journals/bull/1947-53-06 /S0002-9904-1947-
08821-2/50002-9904-1947-08821-2.pdf

Letzer Zugriff: 22.11.2022



