Der Satz von Pick

Neil Ziolkowski

Berlin, 6.12.2021
Institut fur Informatik

Humboldt Universitat zu Berlin




Eine andere Formel fiir die Berechnung von Flécheninhalten.

Voraussetzungen:

e cin (nicht notwendigerweise konvexes) Polygon

o das Gitter Z*

e Eckpunkte des Polygons sind Gitterpunkte (d.h.
ganzzahlig)

Keine Seitenldngen, Winkel oder Integralrechnung]



Der Satz von Pick

Die Fliche eines Polygons Q € R? mit ganzzahligen
Ecken:

n
A(Q)znin‘l'%d_l

wobei:
N, = Punkte im Inneren des Polygons

n,q = Punkte am Rand des Polygons



Beispiele:

e Dreieck? Viereck? Was

wissen wir? Was sagt

uns der Satz von
Pick?






Man erkennt das der Satz von Pick ohne das Gitter gar nichts aussagt. Neh-
me ein einfaches Dreieck. Die Flédche ist ja % Verschiebe einen der Eckpunkte.
Jetzt ist die Fliache grofler, aber die Verbindung zwischen Punktzahl und Flache
ist weg.




Gleichseitiges Dreieck?

Angenommen, dass ein gleichseitiges
Dreieck ins Gitter eingezeichnet werden
konnte. Dann ware Seitenlange d eine
Ganzzahl und dementsprechend d*
auch. Wir wissen, dass die Flache eines
gleichseitigen Dreiecks eine irrationale
Zahl. Aber der Satz von Pick besagt, dass
die Flache eine rationale Zahl ware.
Widerspruch!



Im Allgemeinen lasst sich der
Satz von Pick nicht auf drei

Dimensionen erweitern.

Betrachte das Reeve-Tetraeder. Das Volumen
ist bekanntlich r/6, wobei r hier der
Gipfelpunkt ist. Man kann das Volumen
durch eine Verschiebung des Gipfelpunkts
nach oben, z.B. von (0,0,1) auf (0,0,2),
vergrolRern. Die Punktzahl aber andert sich
nicht.

Reeve-Tetraeder
Eckpunkte: (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,r)
Volumen:r /6

(0,0,2)

V

(1,0,0)

(1,1,0)

(0,1,0)

(IMA, 2021)



Georg Alexander Pick
* 1859, Wien
T 1942, KZ Theresienstadt

(Wikipedia, 2021)



Fig. 2. (Pick, 2021 (1899).)

In dem  Aufsatz ,Geometrisches zur
Zahlenlehre” (1899) verwendet Pick einen
konstruktiven Ansatz.
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Geometrisches zur Zahlenlehre.”
Von

GEORG PICK,

Seit Gauss sind parallelogrammatische Gitter in der Ebene
und entsprechende Raumfiguren vielfach zur Veranschaulichung
und als heuristisches Mittel in der Zahlenlehre verwendet worden.
Im Vergleich mit allen diesen Anwendungen verfolgen die nach-
folgen Zeilen ein viel bescheideneres Ziel: es wird der Versuch
gemacht, die Elemente der Zahlentheorie von vorn herein auf
geometrische Basis zu stellen. Dazu dient eine trotz ihrer Ein-
fachheit bisher, wie es scheint, unbemerkt gebliebene Flichen-
formel fiir Polygone, welche in ein Gitter eingezeichnet sind.

§. I. Gitter und Gitterpolygone.

Zwei Systeme aequidistanter Parallelen in der Ebene bilden
ein Gitter (Fig. 1); die Schnittpunkte derselben heissen Gitter-
punkte, die Parallelen selbst sollen Hauptgitterstrahlen
genannt werden. Offenbar gelten folgende zwei Congruenz-
sitze:

I. Das Gitter (insbesondere als Inbegriff seiner Punkte)
kommt durch Parallelverschiebung mit sich selbst
zur Deckung, sobald irgend ein Gitterpunkt anf
irgend einen anderen solchen fiallt.

II. DasGitterkommt mitsichselbst zur Deckung
durch Drehung um 180° um einen seiner Punkte.

1) Bearbeitung eines in der deutschen mathem. Gesellschaft zu Prag ge-
haltenen Vortrages.

Wir arbeiten den BUCH-Beweis
nach und wenden uns jetzt der
linearen Algebra zu, um die
Eigenschaften des Gitters, die
Pick als Voraussetzung flr
seinen Beweis bezeichnet,
anzuschauen.



1. Schritt

* Definiere elementar fur ein Polygon P

e ein Polygon P € R? ist elementar wenn seine Eckpunkte ganzzahlig
sind, es aber keine weitere Gitterpunkte enthalt

d.h. die Eckpunkte von P sind Gitterpunkte
e ein elementares Dreieck

A(A) = %



2. Schritt

e die Eulersche Polyederformel:

FUr jeden zusammenhangenden ebenen Graphen G mit n Ecken, e
Kanten und f Gebieten gilt

n+f-e=2.



Lemma:
Jedes elementare Dreieck A = conv{pg, p1, P2} € R?

hat die Flache A(A) = %




Bewels

* Spiegelung im Mittelpunkt der Strecke von p; nach p,




P1+ P2 - Po




Bewels

* Spiegelung im Mittelpunkt der Strecke von p; nach p,
* D.h. das Parallelogramm P mit Ecken pg, p1, P2, P1 + P2 — Po und
das Gitter Z? sind symmetrisch bzgl. der Abbildung:

OV DPy+Pp —V

e P = AUoa(A)ist elementar



Bewels

 die ganzzahligen Translate von P pflastern die Ebene
e {p; — Do, P2 — Do} ist eine Basis vom Gitter Z2.



Gitterbasen

(die geometrische

Anschauung) ;//://’



Neil Ziolkowski
(die geometrische Anschauung)
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Beispiel
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Neil Ziolkowski
Beispiel


wic Suchen al e Taverse

zu A

Sc-b\\‘&il?&

(22 /52)









Lemma:
Jedes elementare Dreieck A = conv{pg, p1, P2} € R?

hat die Flache A(A) = %
=




die Eulersche Polyedertformel:

* FUr jeden zusammenhangenden ebenen Graphen G
mit n Ecken, e Kanten und f Gebieten gilt

n+f-e=2.
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Der Satz von Pick

A(Q) = Nin




Beweis. AQ) =ny,, + % -1

* Interpretiere die Triangulierung als einen ebenen Graphen.

* D.h. es gibt (f — 1) Dreiecke der Flache %

* 3(f —1) = 2e;p, + €1g
* jede der ¢;;, inneren Kanten begrenzt zwei Dreiecke
* jede der e,.,; Randkanten begrenzt nur ein einzelnes Dreieck

e Jetzt umformen



ng,=11,n,;=28,also 4 =14






3(f—1) =2, + e
3(f-1)=2(e—era) tera |
3(f-1)=2e—-2e,q+e€q
3(f-1)=2e—¢e,q
3f —3=2e—-e.q
f+2f-3=2e—-e,4
f=2e—-2f—€.q+3
f=2(e-f)—ea+3
£ o —2) — ey + 3
f=2(n-2)-n.q+3
f=2((nin + npa) =2) = npq + 3
f=2n;, +2n,g—4—n,q+3
f=2n, +n4-1
f—-1=2n;, +n,.q—1-1
Fe1=2n,, +n,y -2

1
(f - 1) =Ny, + in'r'd -1

1
A(Q) =Ny t §nrd -1

N| —



ng,=11,n,;=28,also 4 =14



Farey_Folge « * N . + 4 -8B , , 4.
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Der Satz von Pick und die Farey-Folge

Was fiir einen Zusammenhang gibt es zwischen dem Satz von Pick

Ny
A = Nin + % -1
und der Farey-Folge?
Eine Farey-Folge N-ter Ordnung Fy ist eine geordnete Menge von gekiirzten

Briichen zwischen 0 und 1, deren Nenner kleiner gleich IV ist.
a
EV:{E@SasbsN;aez,aNeN,%Tmﬁ)=q

z.B.

o Fy = (9 11123 1)

Fs_(Qlllgl§Z§él)

cRs(BEL3ELALLEY)

Die geometrische Darstellung der
Folge 6-ter Ordnung wird gezeich-
net, indem ein Radisuvektor, der vom
Koordinatenursprung zu (6,0) zeigt,
27 rad gedreht wird. Fiir die Fi-
gur werden nur die Gitterpunkte mit
z,y € [—6, 6] betrachtet. Die Punkte,
durch die der Radiusvektor geht, wer-
den nacheinander verbunden und da-
durch ensteht die “Farey sunburst”.
Wenn der Radiusvektor durch mehre-
re Punkte gleichzeitig geht, wird der
dem Ursprung am néchsten Punkt ge-

Abbildung 1: Farey sunburst (IMA nommen, also einem gekiirzten Bruch

2021)
1



analog. Die gewihlten Punkte (Rich-

tungsvektoren) mit Winkel € [0, §

entsprechen den Termen der Farey-
Folge 6-ter Ordnung, wobei der Punkt (z,y) dem Bruch g entspricht.

Zwar lisst sich die Fliche mit Hilfe des Satzes von Pick berechnen, n,;, =
1, n,.q =96, also 1 + % — 1 = 48, aber das ist hier eigentlich Nebensache. Viel
wichtiger ist, dass zwei benachbarte Terme in der Folge % < g folgende Glei-
chung ergeben, bc — ad = 1. Das heifit, wenn die Terme als Koordinatenpunkte
geschrieben sind, machen conv{(0,0), (b,a), (d,c)} ein elementares Dreieck und
{(2) , ((j)}, bzw. {(2) , (2)} Gitterbasen. Also beinhaltet die obige Figur 96
elementare Dreiecke.

Im Aufsatz “Geometrisches zur Zahlenlehre” (1899)
geht Pick konstruktiv voran. Der Zusammenhang zwi-
schen dem Satz von Pick und der Farey-Folge bliebe un-
behelligt, betrachte man nur den BUCH-Beweis. Im Auf-
satz skizziert Pick zuerst den nach ihm benannten Satz,
dann im zweiten Teil wendet er die im ersten Teil ent-
wickelte Methode auf den Satz von Euklid an. Im drit-
ten Teil entwirft er eine geometrische Darlegung von
Néherungsbriichen, und an dieser Stelle weist er aus-
driicklich auf die Farey-Folge. Zuletzt verfeinert er den
Beweis aus dem ersten Teil. Wer Interesse hat, diesen
Ansatz nachzuarbeiten, findet ein Link zum Aufsatz im
Quellenverzeichnis.
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