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Eine andere Formel für die Berechnung von Flächeninhalten.

Voraussetzungen:

• ein (nicht notwendigerweise konvexes) Polygon

• das Gitter Z2

• Eckpunkte des Polygons sind Gitterpunkte (d.h.
ganzzahlig)

Keine Seitenlängen, Winkel oder Integralrechnung!



Der Satz von Pick

Die Fläche eines Polygons ! ⊆ ℝ! mit ganzzahligen 
Ecken:

$ ! = &"# +
&$%
2 − 1

wobei:
&"# ≔ Punkte im Inneren des Polygons
&$% ≔ Punkte am Rand des Polygons



Beispiele:

A(Q) = nin +
nrd

2
� 1

• Dreieck? Viereck?Was
wissen wir?Was sagt
uns der Satz von
Pick?





Man erkennt das der Satz von Pick ohne das Gitter gar nichts aussagt. Neh-
me ein einfaches Dreieck. Die Fläche ist ja 1

2
. Verschiebe einen der Eckpunkte.

Jetzt ist die Fläche größer, aber die Verbindung zwischen Punktzahl und Fläche
ist weg.



Gleichseitiges Dreieck?

Angenommen, dass ein gleichseitiges
Dreieck ins Gitter eingezeichnet werden
könnte. Dann wäre Seitenlänge ! eine
Ganzzahl und dementsprechend !!
auch. Wir wissen, dass die Fläche eines
gleichseitigen Dreiecks eine irrationale
Zahl. Aber der Satz von Pick besagt, dass
die Fläche eine rationale Zahl wäre.
Widerspruch!



Reeve-Tetraeder
Eckpunkte: (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,r)
Volumen: r / 6

(IMA, 2021)

Im Allgemeinen lässt sich der
Satz von Pick nicht auf drei
Dimensionen erweitern.
Betrachte das Reeve-Tetraeder. Das Volumen
ist bekanntlich r/6, wobei r hier der
Gipfelpunkt ist. Man kann das Volumen
durch eine Verschiebung des Gipfelpunkts
nach oben, z.B. von (0,0,1) auf (0,0,2),
vergrößern. Die Punktzahl aber ändert sich
nicht.



Georg Alexander Pick
* 1859, Wien
† 1942, KZ Theresienstadt

(Wikipedia, 2021)



In dem Aufsatz „Geometrisches zur
Zahlenlehre“ (1899) verwendet Pick einen
konstruktiven Ansatz.

(Pick, 2021 (1899).)



Geometrisches zur Zahlenlehre. 313

ergeben, dass die Punktzahl eines aus zwei Bestand-
theilen zusammengesetzten Polygons gleich ist der
Summe der Punktzahlen der Bestandtheile. Wieder-
holte Anwendung dieses Resultats zeigt die Eichtigkeit des-

selben auch für beliebig viele Bestandtheile.

Für eine einzelne Masche ist

also die Punktzahl gleich Zwei, und gibt daher direct den
Flächeninhalt der Masche an. Für jede aus solchen Maschen
zusammensetzbare Polygonfigur, das heisst für jede ausschliesslich

von Hauptgitterstrahlen begrenzte Figur, ist daher nach dem
obigen Zusammensetzungssatze die Punktzahl gleich dem
Flächeninhalt. Insbesondere gilt dies von den Parallelogrammen
aus Hauptgitterstrahlen. Zerlegt man ein solches Parallelogramm
durch eine Diagonale, so entstehen zwei Dreiecke, welche in

Folge der Sätze I und II sammt den zu ihnen gehörigen Gitter-

punkten congruent sind. Also ist die Punktzahl eines jeden von
ihnen halb so gross als jene des Parallelogramms, und daher
wieder gleich ihrem Inhalt.

Ein beliebiges Gitterpolygon nun kann man dadurch zu einer

ausschliesslich von Hauptgitterstrahlen begrenzten Figur er-

gänzen, dass mau über allen Seiten derselben, die nicht schon
selbst Hauptgitterstrahlen sind, Dreiecke errichtet, deren beide

! I I I I I I IP i I / / /

Fig. 2.

anderen Seiten Hauptgitterstrahlen sind. (Fig. 2. ABM.) Für
diese ergänzenden Dreiecke ebensowohl als für die entstandene
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Wir arbeiten den BUCH-Beweis
nach und wenden uns jetzt der
linearen Algebra zu, um die
Eigenschaften des Gitters, die
Pick als Voraussetzung für
seinen Beweis bezeichnet,
anzuschauen.



1. Schritt

• Definiere elementar für ein Polygon P

• ein Polygon ! ⊆ ℝ, ist elementar wenn seine Eckpunkte ganzzahlig 
sind, es aber keine weitere Gitterpunkte enthält

d.h. die Eckpunkte von ! sind Gitterpunkte
• ein elementares Dreieck

$ Δ = -
,.



2. Schritt

• die Eulersche Polyederformel:

Für jeden zusammenhängenden ebenen Graphen G mit n Ecken, e
Kanten und f Gebieten gilt

n + f - e = 2.



Lemma: 
Jedes elementare Dreieck Δ = conv #!, #", ## ⊆ ℝ#
hat die Fläche ' Δ = "

#.



Beweis

• Spiegelung im Mittelpunkt der Strecke von '- nach ',





Beweis

• Spiegelung im Mittelpunkt der Strecke von '- nach ',
• D.h. das Parallelogramm ! mit Ecken  '., '-, ',, '- + ', − '. und 

das Gitter ℤ, sind symmetrisch bzgl. der Abbildung:

,: . ↦ '- + ', − .

• ! = Δ ∪ , Δ ist elementar



Beweis

• die ganzzahligen Translate von P pflastern die Ebene
• {'- − '., ', − '.} ist eine Basis vom Gitter ℤ,. 



Gitterbasen

Neil Ziolkowski
(die geometrische Anschauung)
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Lemma: 
Jedes elementare Dreieck Δ = conv #!, #", ## ⊆ ℝ#
hat die Fläche ' Δ = "

#.
∎



die Eulersche Polyederformel:

• Für jeden zusammenhängenden ebenen Graphen G
mit n Ecken, e Kanten und f Gebieten gilt

n + f - e = 2.









Der Satz von Pick

! " = $"# +
$$%
2 − 1



Beweis. ! " = $!" + "!"
# − 1

• Interpretiere die Triangulierung als einen ebenen Graphen.

• D.h. es gibt (4 − 1) Dreiecke der Fläche -,.
• 3 $ − 1 = 2)!" + )#$
• jede der )!" inneren Kanten begrenzt zwei Dreiecke
• jede der )#$ Randkanten begrenzt nur ein einzelnes Dreieck

• Jetzt umformen







3(f � 1) = 2ein + erd
3(f � 1) = 2(e � erd) + erd
3(f � 1) = 2e � 2erd + erd
3(f � 1) = 2e � erd
3f � 3 = 2e � erd

f + 2f � 3 = 2e � erd
f = 2e � 2f � erd + 3

f = 2(e � f) � erd + 3

f
Euler= 2(n � 2) � erd + 3

f = 2(n � 2) � nrd + 3

f = 2((nin + nrd) � 2) � nrd + 3

f = 2nin + 2nrd � 4 � nrd + 3

f = 2nin + nrd � 1

f � 1 = 2nin + nrd � 1 � 1

f � 1 = 2nin + nrd � 2

1
2
(f � 1) = nin +

1
2
nrd � 1

A(Q) = nin +
1
2
nrd � 1

u

1





Farey-Folge

(IMA, 2021)



Der Satz von Pick und die Farey-Folge

Was für einen Zusammenhang gibt es zwischen dem Satz von Pick

A = nin +
nrd

2
� 1

und der Farey-Folge?
Eine Farey-Folge N -ter Ordnung FN ist eine geordnete Menge von gekürzten

Brüchen zwischen 0 und 1, deren Nenner kleiner gleich N ist.

FN ⇥= ua
b

0 & a & b & N, a " Z, b, N " N, ggT (a, b) = 1{
z.B.

• F1 = ⇥ 0
1
, 1
1
�

• F2 = ⇥ 0
1
, 1
2
, 1
1
�

• F3 = ⇥ 0
1
, 1
3
, 1
2
, 2
3
, 1
1
�

• F4 = ⇥ 0
1
, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 2
3
, 3
4
, 1
1
�

• F5 = ⇥ 0
1
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5
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5
, 1
1
�

• F6 = ⇥ 0
1
, 1
6
, 1
5
, 1
4
, 1
3
, 2
5
, 1
2
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5
, 2
3
, 3
4
, 4
5
, 5
6
, 1
1
�

Abbildung 1: Farey sunburst (IMA,
2021)

Die geometrische Darstellung der
Folge 6-ter Ordnung wird gezeich-
net, indem ein Radisuvektor, der vom
Koordinatenursprung zu (6, 0) zeigt,
2⇡ rad gedreht wird. Für die Fi-
gur werden nur die Gitterpunkte mit
x, y " [�6, 6] betrachtet. Die Punkte,
durch die der Radiusvektor geht, wer-
den nacheinander verbunden und da-
durch ensteht die “Farey sunburst”.
Wenn der Radiusvektor durch mehre-
re Punkte gleichzeitig geht, wird der
dem Ursprung am nächsten Punkt ge-
nommen, also einem gekürzten Bruch

1



analog. Die gewählten Punkte (Rich-
tungsvektoren) mit Winkel " [0, ⇡

4
]

entsprechen den Termen der Farey-
Folge 6-ter Ordnung, wobei der Punkt (x, y) dem Bruch y

x
entspricht.

Zwar lässt sich die Fläche mit Hilfe des Satzes von Pick berechnen, nin =
1, nrd = 96, also 1 + 96

2
� 1 = 48, aber das ist hier eigentlich Nebensache. Viel

wichtiger ist, dass zwei benachbarte Terme in der Folge a
b
< c

d
folgende Glei-

chung ergeben, bc � ad = 1. Das heißt, wenn die Terme als Koordinatenpunkte
geschrieben sind, machen conv{(0, 0), (b, a), (d, c)} ein elementares Dreieck und

v⌅b
a
⌦ , ⌅d

c
⌦|, bzw. v⌅a

b
⌦ , ⌅c

d
⌦| Gitterbasen. Also beinhaltet die obige Figur 96

elementare Dreiecke.
Im Aufsatz “Geometrisches zur Zahlenlehre” (1899)

geht Pick konstruktiv voran. Der Zusammenhang zwi-
schen dem Satz von Pick und der Farey-Folge bliebe un-
behelligt, betrachte man nur den BUCH-Beweis. Im Auf-
satz skizziert Pick zuerst den nach ihm benannten Satz,
dann im zweiten Teil wendet er die im ersten Teil ent-
wickelte Methode auf den Satz von Euklid an. Im drit-
ten Teil entwirft er eine geometrische Darlegung von
Näherungsbrüchen, und an dieser Stelle weist er aus-
drücklich auf die Farey-Folge. Zuletzt verfeinert er den
Beweis aus dem ersten Teil. Wer Interesse hat, diesen
Ansatz nachzuarbeiten, findet ein Link zum Aufsatz im
Quellenverzeichnis.



314 Georg Pick:

Gesammtflgiir gibt nach Vorigem die Punktzahl den Inhalt

richtig an. Dies gilt also nach dem früheren Satze auch für die

ursprüngliche Figur. Demnach ist für jedes Gitterpolygon
der Inhalt gleich der Punktzahl.

§. 2. Der Fundamentalsatz der Zahlentheorie.

An der Spitze der Lehre von den ganzen Zahlen steht der
Satz, dass zwei Zahlen, a, h, stets einen gemeinsamen
T h e i 1 e r m besitzen, welcher in der Form

m =: aß — ha

darstellbar ist, wo auch c, /3ganzeZahlen bedeuten.
Um ihn zu beweisen, legen wir ein beliebiges Parallel-

coordinatensystem in der Ebene zu Grunde, i) Die Punkte mit
ganzzahligen Coordinaten bilden dann die Punkte eines Gitters,

dessen Hauptgitterstrahlen den Axen parallel angenommen sein

sollen. Den Gitterpunkt (a, h) verbinden wir mit dem Nullpunkt,
und suchen die zwischen diesen Punkten auf der Verbindungs-
linie gelegenen Gitterpunkte auf; ihre Anzahl sei {m — 1), wo
m auch gleich Eins sein kann. Nach §. 1 wird die Strecke von
(o, o) bis (a, h) durch diese Punkte in m gleiche Theile zerlegt.

Fig. 3.

Dann ist m Theiler sowohl von a als von h. Denn zieht man
durch diese {m — 1) Punkte und durch (a, h) selbst Parallele

1) Es ist dabei durchaus unnöthig, auf den beiden Axen mit gleicher

Masseiüheit zu messen.
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