SUMME 1/n”?2

Prasentation von Minh Phan




Erscheinungen

- es gibtviele andere Analysis-Beweise, die sich mit der Frage auseinandergesetzt haben

- hier Beweis mit nur “elementarer Mathematik”

- Man findet den Beweis in einer russischen Aufgabensammlung zur Analysis

von den Zwillingsbriudern Akiva und Isaak Yaglom (1954).

- Unterschiedliche Versionen dieser Idee wurden immer wieder entdeckt und publiziert von u.a.:
- F. Holme (1970)
- 1. Papadimitiou (1973)
- Ransford, der ihn John Scholes zuschrieb. (1982)



BEWEISSTRUKTUR

1. Kurze Wiederholung (sin, cos, exp)

2. Einige praktische Beobachtung

a) uber Cotangens
i) kurzer Einschub: Fundamentalsatz der Algebra
ii) Lemma tber Koeffizienten von Polynomen

b) iber Kosekans

3. Zusammenfuhrung



KURZE WIEDERHOLUNG

Die Funktionen sind wie folgt definiert:

exp(z) == Z % (z€0)




KURZE WIEDERHOLUNG

Fiir unseren Beweis benotigen wir folgende Relation:

(fir jedes z € C)

‘eiz = cos(z) + i - sin(2)

Beweis.
exp(iz) = Z (Z;?n
n=0
@ o0 (Zz)Zn o0 (iz)2n+1
- 7;0 (2n)! +q§)(2n+1)!
0 g X 2
:7;(_1) (zn)!“;f—l) @nt 1)

= cos(z) +1 sin(z)




1.BEOBACHTUNG

Fir jede naturliche Zahl m > 1 gilt:

27
2m + 1

cot*( ) + cot?(

2m + 1

) +

mm
2m + 1

+ cot?(

2m(2m — 1)

6

Wobei “cot” (Cotangens) wie folgt definiert ist:

COS
cot ;= ——
sin




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

Aufgrund Potenzgesetzen und der zuvor gezeigten Relation zwischen
sin, cos, exp gilt fur natiirliche Zahlen n und reelle Zahlen x:

. .
eint — (ezm)

cos(nz) + i - sin(nz) = (cos(z) + i - sinz)”

N\ J J
Y Y

(a) (b)

Wir schauen uns zweckmaflig die imaginaren Teile der Terme an:

Imaginarteil von (a):

Im(cos (nx) + ¢ - sin(nx)) = sin (nz)




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

Imaginarteil von (b):

Im((cos (z) + i - sin(z))") = Im((¢ - sin(z) + cos(z)))")
(D n_
=Im (Z (k) (i - sin(z))* - cos™* (m))

k=0

Aus der Definition der imaginaren Zahlen folgt:

2 = (1" und #F T =4 . % (ir ke x)

D.h. der Imaginarteil jedes zweiten Gliedes fallt raus!




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

— Im(i: (Z) (i - sin(z))" - cos* (m))

k=0

= (TIL) sin (z) cos™ ! (z) — (g) sin® (z) cos" 3 £ . ..
(1).(2)

Aus dem Vergleich des Imaginarteils von (a) und (b) ergibt
sich:

_ n\ . _ n\ . _
sin (nz) = (1) sinz cos" 'z — (3) sin®z cos" P x £ ...




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

. ny . - ny . _
sin (nx) = (1) sinz cos" 'z — (3) sin®z cos" Pz £ ...

wir setzen nun wieder zweckmaf3ig folgendes fest:

1. n=2m + 1
rT
2.

= — irr =1,2,...,
x Gmt 1) furr m

M

) — sin(rm) = 0

rT

— sin(nz) = sin ((2m +1)- @mt1)




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

sin (nx) = (?) sinz cos” 'z — (g) sin® z cos" %2 £ ...
M
— 0= (le) sinz cos" 'z — (g) sin® z cos" 2z + ...
) n n
— 0= (1) cot” lz — (3) cot™ % z + ...
(3)

2 1 2 1

= 0= ( m1—|- ) cot’™ x — ( m3—|— )coi:2m 2+

Die letzte Gleichung gilt also fiir unsere gewéhlten x und natiirliche
Zahlen m > 1.




ERINNERUNG: FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA

Fundamentalsatz der Algebra:

“ Jedes nicht konstante Polynom im Bereich der komplexen
Zahlen besitzt mindestens eine Nullstelle”.

Korollar: Ein nicht konstantes Polynom P tiber C kann man
mittels seiner Nullstellen in Linearfaktoren aufgespalten:

n

P(z) = iak -2 =a, H(z—zl)
k=0

1=1

- Zi sind die Nullstellen des Polynoms (i € {1, ..., n})
- aysind die reellen Koeffizienten (k€{0,...,n}

(ohne Beweis)




BEISPIEL

n

f(z) = iak -2 = a, H(z—z,;)
k=0

7::

Folgendes Polynom f lasst sich z.B. wie folgt aufspalten:

f(2) == 4% — 16
= f(2) = 4(z + 2)(2—2)




LEMMA UBER KOEFFIZIENTEN IN POLYNOMEN

Lemma:

Sei P ein Polynom mit deg(P) = n > 1 in seinen Linearfaktoren durch die
Nullstellen z; gegeben (i € {1,2, ..., n})

n

p(z) = ay H(z — 2i)

1=1

,dann ergibt sich der Koeffizient @»-1 von

n
p(z) = Z ay, - 2°
k=0

aus: n-1 = —ap(z1 + 22 + ... + 2p)




BEWEIS KOEFFIZIENTENVERGLEICH

(Induktionsbeweis)

IA: firn=1: p(2) = a1(z — z)
=a1z — a1z

IS: n->n+1

p(2) = an1(z — 21) - .. - (2— 2Zp41)
(12)(2 - zn+1) : an+1(z = 21) . (Z = Z2) S (z — zn)
=(z — znt1) - (bnz" +b, 12+ ...+ by zO)

= (z — zp41) - (an+1z" — ani1(z1 + 20+. .. +2,) 2"
—> Koef fizient a, ergibt sich aus :
Un = — Znt1Gni1 — Gny1(21 + 22+.. . +2,)
= —ant1(z1+22+...+2, + 2p11)

=3

S bgzo)




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

2m +1 om 2m +1 9 — 2 mf2m—+1
= — + ... -1
0 ( " )cot 7 ( : >cot z = (=) om + 1

ilt fir: €B=L mit r=1,2,..., m
J 2m + 1

D.h wir kennen die Nullstellen folgenden Polynoms:

p(t) := (2m1+ 1) - (2m3+ 1) L4 ()™ (2""' n 1)

2m + 1

Mit Nullstellen: ¢, = cot’z

ZCOt2 (%) fﬁr r = 1,27-.-)m
m




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

Aus den vorherigen Uberlegungen kénnen wir das Polynom
umschreiben:

_[(2m+ 1)\ 2m + 1\ .. m (2m + 1
o = (7)o (e s o ()

@, afe) = (2m1+ 1) (t — cot? (2m—7r+1>) ‘ (t — cot’ (27311»
. (t— c0t2(2$11)>

Aus den Koeffizientenvergleich muss aber auch folgendes gelten:

2 1 2 1
— m+ — m+ '(t1+t2+---+tm)
3 1
2m+1
("""

")

— (t1+ta+ ... +¢t)=




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

"3

(2m+1)
1

(2m + 1)! 1. (2m+1 — 1)!
3 2m+1 — 3)! (2m +1)!
2m(2m — 1)

6

(t1+t2+... —I—t,,.) =

Wenn wir nun fiir die ¢, einsetzen erhalten wir unsere Behauptung.




2.BEOBACHTUNG

Als nachstes versuchen benotigen wir folgende Relation:

Fir naturliche Zahlen m > 1 gilt:

2
2m +1

T
2m +1

mm
2m + 1

cscz< >+csc2( >+...—|—cscz(

):

2m(2m + 2)

6

Wobei csc (Kosekans) wie folgt definiert ist:

1
sin ()

CsCx :




BEWEIS 2.BEOBACHTUNG

Wir nutzen aus, dass wir csc umschreiben kénnen und die Ahnlichkeiten
zu der ersten Beobachtung:

9 1 cos’z + sin’z cos? z sin® 9
cscir = ——— = . = ——— + 5 = cot"z +1
sin” sin” sin” sin”

Damit konnen wir die zuvor bewiesene Relation umwandeln:

cot? (—T—) + cot? (2% +o+ cot? [ —= _ 2m@m - 1)
2m + 1 2m +1 2m + 1 6

(-+:m)> m + cot? T + + cot? il m + 2m(2m — 1)
2m + 1 2m +1 6

n + esc? [T _ 2m(2m + 2)
o 2m + 1 B 6

2
= csc (2m—|—1




BEWEIS SUMME AUS 1/n"2

Als letzte Voraussetzung fiir unseren Beweis benotigen wir folgende
Relation:

Fury € (0, 7/2) gilt:

siny < y < tany

Wir schauen uns hierfiir die Differenzen und deren
Differentiale an.




BEWEIS (siny sy < tany)

Wir definieren uns die “Differenzfunktion”:
f(z) := x — sinx

=— f'(z) =1 — cos(z) > 0,dacos(z) < 1Vz € R
— fist monoton steigend

— f(0) < f(y) fir y =0
— 0 < y— siny = siny <y

Analog
g(x) := tanz — z
s J() = cos (z) cos (z) + sin(z)sin(z) ] = tan’(z) > 0 fiir 0 < o < 1
cos?(z) 2

= g1ist monoton steigend

= 9(0) < g(y) fii'r’0<y<%

— 0 < tany —y =— y < tany



BEWEIS (ZUSAMMENFUHRUNG)

Wir wissen also:

m
Aus vy € (0,5)
2.0 <siny < y < tany
1 1 1
— <= <=
tany Y sy
@) 1
— cot(y) < — < csc(y)
Y
1
= cot? (y) < = < csc? (y)




BEWEIS 1.BEOBACHTUNG

Nach unserer Festlegung gilt:

rm m mT 0

2m+1 = 2m + 1 2m 2

T
%0<$<E




BEWEIS (ZUSAMMENFUHRUNG)

In Verbindung mit der ersten Beobachtung ergibt sich:

2m(2m — 1) = cot? ﬂ- + + cot? T
6 N 2m + 1 o 2m + 1

O 2m+1)° 2m + 17
S("”) +...+(&>
s mm
Analog mit der zweiten Beobachtung:

2m(2m+2) s ™ N 4 oesc? [T
6 a 2m +1 o 2m + 1

om + 1\2 om + 1\°2
z(m—) +...+(—)
i mT




BEWEIS (ZUSAMMENFUHRUNG)

Zusammen ergibt sich:

6 ks 2

™ 2m 2m —1 1+1+ +1
6 2m+1 2m +1 — 12 22 m?

_ 2 2
2m(2m — 1) < (2m+1) +(2m+1) n

—

Sowohl linke als auch rechte Seite konvergiert fur m — o0
gegen 2

6

Mittels “Sandwichlemma” folgt:




= Das Buch der Beweise 3. Auflage Martin Aigner & Gunter M. Ziegler
= https://de.wikipedia.org/wiki/Tangens_und_Kotangens

= https://de.wikipedia.org/wiki/Sekans_und_Kosekans

= https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra

Sowie Inhalte aus dem Analysis 1 Skript von PD Dr. habil. Olaf Miiller und dem
Skript iiber der linearen Algebra von Dr. rer. nat. Hella Rabus.


https://de.wikipedia.org/wiki/Tangens_und_Kotangens
https://de.wikipedia.org/wiki/Sekans_und_Kosekans
https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra

