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1. Das Geburtstagsparadoxon

- Die Wahrscheinlichkeit, dass n Personen an
verschiedenen Tagen Geburtstag haben:

p(n) =11 (1 - %)

- Allgemein:

p(n, K) =[[1 (1 - %)




2. Der Bildchensammler

- Kinder kaufen Fotos von Fussballern 1n
undurchsichtigen Umschliagen. Wie lange miissen
sie kaufen, bis sie bei n verschiedenen Bildern
jedes Motiv mindestens einmal bekommen?



2. Der Bildchensammler

- Kinder kaufen Fotos von Fussballern 1n
undurchsichtigen Umschliagen. Wie lange miissen
sie kaufen, bis sie bei n verschiedenen Bildern
jedes Motiv mindestens einmal bekommen?

- Allgemein: Bei n unterscheidbaren Kugeln in einer
Urne: Wie oft muss man ziehen (mit Zuriicklegen),
bis jede Kugel einmal gezogen wurde?



2. Der Bildchensammler

- Falls man schon k unterschiedliche Kugeln
gezogen hat, 1st die Wahrscheinlichkeit keine neue
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2. Der Bildchensammler

- Falls man schon k unterschiedliche Kugeln
gezogen hat, 1st die Wahrscheinlichkeit keine neue
Kugel zu zichen:

k
n

- Wabhrscheinlichkeit genau s Ziehungen bis zur
neuen Kugel zu benotigen:

(E)r@ - k)



2. Der Bildchensammler

- Erwartungswert fur die Anzahl der Ziehungen bis
zur nachsten neuen Kugel:
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2. Der Bildchensammler

- Erwartungswert fur die Anzahl der Ziehungen bis
zur nachsten neuen Kugel:

2321(%)8_1( — %)3
= 2321(%)8_13 — 2321(%)83



2. Der Bildchensammler

- Erwartungswert fur die Anzahl der Ziehungen bis
zur nachsten neuen Kugel:

Zszl(%)s_l(l — %)3
=Y 1 (5) s = i (5)°s
— 2820(%)8(8 + 1) - ZSZO(%)SS



2. Der Bildchensammler

- Erwartungswert fur die Anzahl der Ziehungen bis

zur nachsten neuen Kugel:

D s>l (%)8_1 (1 - %)5

=3 1 (E) s = Yo (5)'s
— 2820(%)3(3 +1) — 2820(%)33
=Y uo(E) = =
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- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

_ Vn . Anzahl der Ziehungen
-E(V,) =~ nlogn



2. Der Bildchensammler

- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

_ Vn . Anzahl der Ziehungen

-E(V,) ~ nlogn
-mehrals m := [nlogn + cn|



2. Der Bildchensammler

- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

- Vn : Anzahl der Zichungen

-E(V,) ~ nlogn

-mehrals m := [nlogn + cn|

- Az : Ereignis, dass Kugel 1 1n den ersten m

Zichungen nicht erwischt wird
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- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

Prob|V, > m| = Prob[u A;]l
< > . Prob|A; Z



2. Der Bildchensammler

- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

Prob|V, > m| = Prob[U A;l
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2. Der Bildchensammler

- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

Prob|V, > m| = Prob[U A;l

<Y, Probl4;] =mn(1- %)m
=n(l — %)T



2. Der Bildchensammler

- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

Prob|V, > m| = Prob[U A;l

<Y, Probl4;] =mn(1- %)m



2. Der Bildchensammler

- Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass deutlich
mehr als n log n Ziehungen benotigt werden:

Prob|V,, > m| = Prob|lJ 4]
<>, ProblA;] = n( _Z %)m
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3. Einmischen der obersten Karte

Frage: Wann 1st der Stapel gut genug gemischt?

- Betrachte die Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
den n! vielen Permutationen des Stapel
- Beispiel:

Anfangsverteilung E:  E(id) =
E(m) =0 sonst
Gleichverteilung U: U(r) = = furallem c G,

n!



3. Einmischen der obersten Karte

- Konzept der Variationsdistanz zwischen zwel
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen (J1, Q2 :

1Q1 — Q2] := 5 X rcq, 1Q1(7m) — Q2 ()]



3. Einmischen der obersten Karte

- Konzept der Variationsdistanz zwischen zwel
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen (J1, Q2 :

1Q1 — Q2| == 5 D e, |Q1(7) — Qa(m)]

- Gutes Mischen bedeutet, eine kleine
Variationsdistanz zur Gleichverteilung zu erhalten



3. Einmischen der obersten Karte

Lemma: Setze §:={m € G, : Q1(S) > Q2(S5)}

dann gilt:

Q1 — Q:f| = mazsce, |Q1(S) — Q2(S)

mit 0 < [|Q1 — Q2| <1

Beweis: Tafel



3. Einmischen der obersten Karte

- Variationsdistanz zwischen der Anfangsverteilung
und Gleichverteilung:

|E-Ul|=1-



3. Einmischen der obersten Karte

- Variationsdistanz zwischen der Anfangsverteilung
und Gleichverteilung:

|E-Ul|=1-

- Das 1st immernoch schlecht gemischt. Wie lange
muss also gemischt werden?



4. Stark gleichverteilte Halteregel

- Wird der Mischprozess nach k Schritten
abgebrochen, dann gilt fir alle Permutationen des
Kartenspiels die Gleichverteilung



4. Stark gleichverteilte Halteregel

- Wird der Mischprozess nach k Schritten
abgebrochen, dann gilt fir alle Permutationen des
Kartenspiels die Gleichverteilung

Prob| Xy = n|T = k] = &

n.



4. Stark gleichverteilte Halteregel

- Wird der Mischprozess nach k Schritten
abgebrochen, dann gilt fir alle Permutationen des
Kartenspiels die Gleichverteilung

Prob[X;, = n|T = k] = =

n.

firalle ™ € G,



4. Stark gleichverteilte Halteregel

Frage: Gibt es eine gute Halteregel fiir unsere Art des
Mischens??



4. Stark gleichverteilte Halteregel

Frage: Gibt es emne gute Halteregel fur unsere Art des
Mischens??

Antwort: Ja, gibt es:
“Halte das mischen, sobald die vormals unterste

Karte eingemischt wird”



5. Vom Sammeln zum Spielen

- [’ : Zufallsvariable, die zahlt wie oft gemischt
werden muss bis erstmals 1 Karten unter der Karte
n liegen



5. Vom Sammeln zum Spielen

- [’ : Zufallsvariable, die zahlt wie oft gemischt
werden muss bis erstmals 1 Karten unter der Karte
n liegen

T=T1+ (T —Ty)+...+(Th-1 —Th—2) + (T — Tp-1)



5. Vom Sammeln zum Spielen

- [’ : Zufallsvariable, die zahlt wie oft gemischt
werden muss bis erstmals 1 Karten unter der Karte
n liegen

ia— Tl + (T2 — T1)+ .o ‘|‘(Tn—1 — Tn—2) -+ (Tn — Tn—l)
- T — T 1 Ist die Zeit die es dauert die oberste

Karte innerhalb der 1 moglichen Stellen unter Karte
n einzumischen
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- Vergleich mit dem Bildchensammler:



5. Vom Sammeln zum Spielen

- Vergleich mit dem Bildchensammler:
- Vi Anzahl der Bilder, die er kauft bis er 1

verschiedene Bildchen hat



5. Vom Sammeln zum Spielen

- Vergleich mit dem Bildchensammler:
- Vi Anzahl der Bilder, die er kauft bis er 1

verschiedene Bildchen hat

T =T + (T2 — Tl)—l— .. +(Tn—1 — Tn_g) -+ (Tn — Tn—l)
Vn — Vi + (‘/2 — ‘/1)+ .. ‘I‘(Vn—l — Vn—Z) + (Vn — Vn—l)



5. Vom Sammeln zum Spielen

- Vergleich mit dem Bildchensammler:
- Vi Anzahl der Bilder, die er kauft bis er 1

verschiedene Bildchen hat

T =T + (T2 — Tl)—l— .. —l—(Tn_l — Tn_g) -+ (Tn — Tn—l)
Vn — Vi + (‘/2 — W)“‘ .. ‘|‘(Vn—1 — Vn—2) + (Vn — Vn—l)
daher:

Prob[Ti — T, 1 = ] — P""Ob[Vn—z'H — Vi = j]



5. Vom Sammeln zum Spielen

- Analog zum Bildchensammler gilt daher fir die
Wahrscheinlichkeit éfter als k = [nlogn + cn|
zu mischen:

Prob|T > k] <e™ ¢



5. Vom Sammeln zum Spielen

- Analog zum Bildchensammler gilt daher fir die
Wahrscheinlichkeit 6fter als kK = fn logn + an
zu mischen:

Prob|T > k] <e™ ¢

- Nach k = [nlogn + cn|- maligem Mischen

ist der Stapel nun “zufallig gemischt”



5. Vom Sammeln zum Spielen

Fazit:

Be1 einem Kartenspiel mit 52 Karten muss
mindestens 1 logn =~ 205 die oberste Karte in
den Stapel gesteckt werden, damit das Kartenspiel
“zufallig” gemischt 1st.



6. Riffle Shuffle (Bogenmischen)

Wiederholung (Einmischen der obersten Karte):

- Bei einem Kartenspiel mit 52 Karten muss
mindestens 1 logn =~ 205 die oberste Karte in
den Stapel gesteckt werden, damit das Kartenspiel
“zufallig” gemischt 1st.

- Die Variationsdistanz zur Gleichverteilung ist
beschrinkt durch: d(k) := ||Top** — U|| < e™©



6. Riffle Shuffle (Bogenmischen)

Vorgehen:

1. Teile den Kartenstapel in zwei1 ungefahr gleich
grof3e Teile

2. Mische beide Stapel in unregelméilligen Mustern
wieder zusammen




6.1 Einfiihrende Uberlegungen

- Ein Mischschritt fiihrt zu einer Permutation 1 € G,
des Kartenspiels

- Es gibt genau 2"° — 71 verschiedene
Permutationen

_— ><
1L 3

— O = == O
Ot IDo || [|SR ||

N

—_— = == O O
= OO [N ||




6.1 Einfiihrende Uberlegungen

- Teilt man den Stapel der GroB3e # 1n zwer Stapel

n
t

Moglichkeiten den Stapel inemnander zu mischen

der Grof3en ¢ bzw. n - £ so gibt es ( ) viele



6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung

1. Variante:

Rif:G, - R

1 g .
n;; fir m=1d,

RZf(ﬂ' ) = 2% wenn T aus zwet Folgen besteht,

0 sonst.




6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung

2. Variante:

- Mit der Wahrscheinlichkeit () 3= heben wir ¢
Karten vom Stapel ab
- Setzer:=tund/.=n-t

- Mische die Karten mit den Wahrscheinlichkeiten

r
r_—l—l fur die rechte Hand und

_ ! fur die linke Hand
r-+1



6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung

3. Variante (inverses Mischen):

- Gehe durch den Stapel und markiere jede Karte mit
der Wahrscheinlichkeit% entweder mit einer “0”
oder einer “1”

- Platziere alle mit “0”” markierten Karten
entsprechend ihrer relativen Ordnung auf den mit
“1” markierten Karten

—> Alle drei Varianten beschreiben dieselbe

Wahrscheinlichkeitsverteilung!



6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung
1.<=>3.

- Jede von id verschiedene Permutation hat die
Wahrscheinlichkeit or-

- n + [ besteht die Moglichkeit, dass durch inverses
Mischen id erzeugt wird



6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung
|.<=>2.

- Das Abheben von (Z’) 2% Karten mit
anschlieBendem Mischen ergibt:

(n) 1 tl(n—t)!

t/) 2™ n!

(1) % )

b

1
2’)1



6.3 Schlussfolgerung

Satz: Nach k-maligem zufdlligcem Ineinanderschieben
eines Stapels von n Karten ist die Variationsdistanz

von der Gleichverteilung hochstens

n—1 .
1

|Rif* —Ul|<1-]](1- =)

k
i—1 2



6.3 Schlussfolgerung

Beweis:

- Umgekehrte Mischungsschritte entsprechen der
durch Rif () := Rif(w ') gegebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung

- Da jede Permutation ein eindeutiges Inverses hat
und U(w) = U(7x 1) gilt, folgt:

——x*k
|Rif** —U|| = ||Rif —U|

(“Umkehrlemma von Reeds”)



6.3 Schlussfolgerung

- In einem umgekehrten Mischungsschritt wird jeder
Karte eine Ziffer 0 oder 1 zugewiesen

- Nach &£ Mischungsschritten hat jede Karte eine
Folge von k Ziffern

1 2

e e e > I
O Q[N [ || =

Ot W= |19 I || =




6.3 Schlussfolgerung

Halteregel: “HALT, sobald alle Karten
unterschiedliche Ziffernfolgen haben”

Dies 1st eine gute Regel, da:

- Gleiche Binarzahlen auf eine relative Ordnung
bezliglich dem Ausgangsstapel hindeuten

- Gleichverteilte Bindrzahlen auf eine
Gleichverteilung beziiglich den Permutationen des
Kartenspiels schlielen lassen




6.3 Schlussfolgerung

Beispiel fir n = 5:

000 4 00 4 0 1
001 2 01 2 0 4
010 1 <=— (1 D <t—1 2 e
101 D 10 1 1 3
111 3 1 | 3 1 )

Ot || |2 || ||+

- Zum Schluss sind alle Karten 1m Stapel nach
aufsteigenden Bindrzahlen bg. . . by sortiert



6.3 Schlussfolgerung

— %k
|Rif* —U||=||Rif -Ull<1-]J1-—

Die Laufzeit T hat die Zufallsverteilung des
Geburtstagsparadoxon mit X = 2F

Die Wahrscheinlichkeit, dass nach k
Mischschritten der Stapel noch nicht ausreichend
gemischt 1st: - .
Prob|T > k] <1 — 1_[1(1 — ;—k)

Dies beschriankt die Variationsdistanz, also:

n—1 .
1

k
i—1 2

)



6.3 Schlussfolgerung

Wie oft muss also gemischt werden?

- Setze k := 2log,(cn) fiir ¢ > 0 dann ergibt
sich:

1

PT>kl~1l—e 22 ~ L



6.3 Schlussfolgerung

Wie oft muss also gemischt werden?

- Setze k := 2log,(cn) fiir ¢ > 0 dann ergibt
sich:

1

PT>kl~1—e 22 ~

- Furn=>52;
d(10) <0.73, d(12) <0.28, d(14) < 0.08



6.3 Schlussfolgerung

- Alternative Ergebnisse (D. Bayer & P. Diaconis):

k| d(k)

1.000

1.000 ) d(k)
1.000 1
1.000 :
0.952 .
0.614 “u.,

llllllll

0334 e >—
0.167 1 7 10

0.085
0.043

—_ 0 DN =

O O 00 g O Ot
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Heidelberg 2010
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(Kartentrick)
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