

















Ein Satz von PoLya barPolynome Buch der Beweise

Sei fCz It bn I t tbo boo ibn e E E ein Komplexes

Polynom von Grad uz 1 121 2 I lxiiykx.iel x2 y2
DefiniereC EzC CllfCz lEZTl Ponktedie in Kreisscheibe

vomRadius2 um 0abgeb
2 B n r CEKreisscheibe vonDurchMesser 4 werdenum Punktbo
Eigenschaft von C Es Sei L irgendeine Gerade in der
KomplexenEbene und Ce die orthogonalProjektion der
Menge auf L Dann ist die totale dinge jeder socchenProjektion immer hoichstens 4

Was ist die totale Lienge derProjection Cc und wasbedeutet class diese dinge hichstens 4 ist

werden sehen Ce ist Vereinigung disjunkterIntervale
Iri It Dann besagt unsereBedingung l II It 1dLIe E 4

Durch rehung derEbene reichl es der FakLE reelleAchse zu betrachten

SaLz Sei Fez ein KomplexesPolynom vom Grad min 1
und mit hochstein Ihoeffizienten 1 Weiter Sei Ci EzekLfull523
und R die orthogonalProjection von C auf diereelleAchse

49nshamemxeinsti.ge
obeYdteeEYaaenUeIaejiIa.ee agnfge.d.cqro.greekenaohse.de

llIa1t
lLIelE41erEil
For n t wird dieSchranke 4 augenommen
For bet 2 x e iy C E is t die orthogonalProjektion auf die
reelle Achse

R x EIR l Xt iy C C fir ein bel YER
Beweis ErsterSchriHSchreiber Fez als

Fez z cel Le en l algabg polynoneGradnhabe
mi t Ck Ak Libi AkibaETR Vkt.n.cn n

NS.TBetrachtenrespolyuompcxjcxa.la Ix ant



Je c le e l I p I l n l h n
Pythagoras XaidSei z xtiy.cc Ix alertly bat IZ Caf Vk lybet12 cut

Ix AKRE 12 clef Vyc.cl
3lpCxIb lx arl lx an1Elz cel ilz cnl lFCzIlEZ

R c P Ex c42 Ipull 23
Dann reicht zu Zeiger class man P miE Intervallenmit einertotalesdeinge hockstens4 Eberdeck.eu Kan9 man KanuDribedeckest

ISat Seipas ein reellesPolynom vom 6rad nzr mit hochstein
Koeffizieuten 1 dessen NSTallereedSind
Dann Kann die Menge P Exc42 Ipexit c 23durchlaterVallemiEeiner totalen dinge hichsteus 4 bardedatwerdeni
wieP'olya zeigte FolgtSatz 2 aus einem beri.hnenRoesoHaIvonTschebyschevVHiernichtbewiesen

SatzvontsdrebyscheI Sei pas ein reellesPolycom vom 6rad
Nzd mithiichstem Koeffizienten 1 Damngilt

Eiffel pull E
ausTschebyschewl

Folgerung Seipas ein reellespolynom von Grad hermit hochstein
1hefficienten 1 Gilt Ipu 112 Fir alle x im IntervallEa.by
so Folgt b as 4

x
Beweis Holgerung Dorch substitution y Ix al h wirddas
X Interval a.bz auf das y Intervall E r r abgebildetDas zu
geliorigePolynom

gey p badly11 Ital
hatcels Hochstein Koeffizieuten bye underfidt

Max

Tschebyschew
Yet 19411 a ftp.cxl

23 AYE'S lpcxslzlb.IM 2lbfTn
r E bye 12 BET b as 4 El

Falls D Exc R I IpCHIE2 ein Intervall wire sowire dieLaingehoichskasK
Nuss jedoch laein lute all sein



Beispiel

Aussagenoberts padstetig P disj Vereinigungabges.chlnlervaKeLstetigUrbilderrabg MengenwiederAby Ie Izund p41 himm t Wert 2 ode 2 an denRandpunbtenjedesIntervals
car

nor endlichviele Intervalle In Ie dapcxIdieWertenureudL.Oftauuehmukann.lfuHsz.B2uueudl.oft dannhiiHepix 2 unendlvieleNST
Wunderbare Ide von PoLya Koonstroktion von Fa mi't6radnbiochster Koef 1 so class Fi EXER145411123 ein Intervallist
mit mind derdinge III It ill Iet
thorollav liefert damn LIIalt tl LIK I E 4

Beweeis Satz 2 Wir betrachten put ex art Lx ant
mi G P Exc42 Ipu l C23 Irie ci It wobei In Iac CIE

ErsteBehauptungJedesInterval Ij enthoilt eine NST vonpas ten

Wisserberets class pex die Worte IZ an den Endpunkten
von jedem Ij annimmtFalls einerdiesorWente 12 oud derandere Z ist so existiert
jedenfalls eine Wurzel in IjSei also pas 2 an beiden Endpunkten l 2analog
Sei non b c Ij einPoulet indem pas sein Minimum in Ijannimmt

p b O und pYb 20 ExistenzWeierstrass
Falls pCbl O ist b eine VielfacheNST von p X und som IE
eine Wurzel von pad lerstes Resultat



z p l L

Falls p Cbl O SchlieBem wir pcb c 0 Resultant 21
So mit haben wir pcb O und onsere UST Oderpcb LO Woraus
wir eine UST in Intervall von b zu einem derEndpoakte vonIjerhaken

Entscheidende Idee desBeweises Ir Ie wie vorhies
Annahme Interval team rechtenRand enthatt m NST
Falls m n16radp n ististIe das einzige Interval Aussagebewiesen
Wirnehmen also man an Sei d der Abstand zwischen Ie und Ie
Mit bn bm bezeichnen wir die NST
in Ie und mit ca Cnm die i'brigenNS.T
Schreiber pad 94 RCD Wobei
g x x b Xbmt rex Lx c LxCnm
und Setzer prcxi qlxtdlr.CH
p Lx hat Grad n und hookstes KoeffizieutenA

fixedniiher an biFor x c Inu v Ierhaben wir Ixtd bit IX bil Viel im
Iqtxtd I ILx id ball ILxid bm1 L Ix b l Ix bmtlqlxllixcI.o.ieIet

WesenNS.Tpcxlo

Ipr411 E I pLx l E 2 for XE Ino VIE i
X d viaher an ci

Falls X C It so ist IrCx d l E IrCHI und som t
l pix all 194111 rex d I E 1pm I E 2 fir x c It

nightmehudisjunut

I l l



Dies aberbedutetIiu.r.ilIe.i e d Pr x ERLpix I c 23immenochdisjunkH
totale Lange von Por ist mindestens sogropwiedieroup

AuBardem Sind bein Obergang von pas zu proddieIntervaleIeund Ie d in ein gemeinsames Interval verschmolzen jedoch Ie nIIedl73
elIeneed l tlc

IntervaleJe Js von pix die Pr bestimnen habentotale
doinge von mind III It 111Ie andJlsenthoCEmehrads mUSTvon peut

Wir wiederholen Konstruktion hochstens t r mal underhalten
Polynoon pcx1 Wobei F Ex c112 IFCHIE23 ein Intervallder
Linge LCFIZLCI.lt eliel ist

und der Beweis ist voltstandig
Quellen DasBoch der Beweise MAignerGZiegler 3teAuflage
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