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Ungleichung von Cauchy-Schwarz

Satz 1. Sei 〈a,b〉 ein inneres Produkt auf einem reelle Vektorraum V (mit
der Norm |a|2 = 〈a,a〉). Für alle Vektoren a,b ∈ V gilt:

|a|2|b|2 ≥ 〈a,b〉2

Die Gleichheit tritt ein, wenn a und b linear abhängig sind (dh. ∃k ∈ R :
a = kb).

Beweis.

⇔ |a|+ |b| ≥ |a+ b| Dreiecksungleichung

|a|2 + 2|a||b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2 ≥ |a+ b|2 = 〈a+ b,a+ b〉
⇔ = 〈a,a〉+ 2〈a,b〉+ 〈b,b〉

= |a|2 + 2〈a,b〉+ |b|2

⇔ |a||b| ≥ 〈a,b〉
⇔ |a|2|b|2 ≥ 〈a,b〉2

Im Fall ∃k ∈ R : a = kb gilt:

|a|+ |b| = |a|+ |ka| = |a|+ |k||a| = (|k|+ 1)|a| = |a+ |k|a| = |a+ b|

Aus |a||b| ≥ 〈a,b〉 folgt |a|+|b| ≥ |a+b| und damit die lineare Abhängigkeit
zwischen a und b.

Ungleichung vom geometrischen und arithmeti-
schen Mittel

Satz 2. Seien a1, . . . an positive reelle Zahlen. Dann gilt:

n
1
a1

+ · · ·+ 1
an︸ ︷︷ ︸

harmonisches Mittel

≤ n
√
a1a2 · · · an︸ ︷︷ ︸

geometrisches Mittel

≤ a1 + · · ·+ an
n︸ ︷︷ ︸

arithmetisches Mittel

Die Gleichheit tritt in beiden Fällen genau dann ein, wenn a1 = a2 = · · · =
an.
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Beweis (1). Beweis per Induktion über die Anzahl der Elemente n:

Induktionsvoraussetzung:

a1 · a2 · · · · · an ≤
(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)n

Induktionsanfang: Der Induktionsanfang mit n = 1 ist trivial (a = (a/1)
1).

Da wir für den nächsten Beweis noch den Fall n = 2 voraussetzen werden,
wählen wir dies als Induktionsanfang:

0 ≤ (a1 − a2)2 = a21 − 2a1a2 + a22

⇔ 4a1a2 ≤a21 + 2a1a2 + a22 = (a1 + a2)
2

⇔ a1a2 ≤
(
a1 + a2

2

)2

Induktionsschritt (n→ (n+ 1)):

Für alle reelle Zahlen x ≥ −1 und natürliche Zahlen n ≥ 0 gilt:

(1 + x)
n ≥ 1 + nx Bernoullische Ungleichung

Also gilt auch:(
a1+···+an+an+1

n+1
a1+···+an

n

)n+1

≥ 1 + (n+ 1)

(
a1+···+an+an+1

n+1
a1+···+an

n

− 1

)

= 1 + n

(
a1 + · · ·+ an + an+1

a1 + · · ·+ an

)
− (n+ 1)

= n
an+1

a1 + · · ·+ an

= an+1
n

a1 + · · ·+ an

⇔
(
a1 + · · ·+ an + an+1

n+ 1

)n+1

≥ an+1

(
a1 + · · ·+ an

n

)n

·
(
a1+···+an

n

)n+1

≥ a1 · a2 · · · · · an · an+1 Induktionsvoraussetzung

Damit ist die Ungleichung für das geometrische und das arithmetische Mittel
bewiesen. Die Ungleichung für das harmonische Mittel ergibt sich aus dem
Einsetzen von ai = 1

ãi
dem Bilden des Kehrbruchs.

Beweis (2). Ein zweiter Beweis, der im BUCH Cauchy zugeschrieben wird,
verwendet Induktion mit der gleichen Induktionsannahme, aber einem etwas
ausgefallenerem Induktionsschritt: anstatt vom Fall n auf den Fall n+ 1 zu
schließen, wir (1.) bewiesen, dass aus der Annahme für n auch die n − 1
folgt, und (2.), dass aus der Annahme für n und 2 (bequemerweise auch
unser Induktionsstart) die Aussage für 2n folgt. Der Induktionsanfang bleibt
gleich.

Induktionsschritt (n→ n− 1): Sei A :=
∑n−1

k=1
ak

n−1 das letzte einer Folge
von n Elementen (für die die Induktionsvoraussetzung gilt), dann:
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a1a2 . . . an−1A ≤
(
a1 + . . . an−1 +A

n

)n

Induktionsannahme

=

(
(n− 1)A+A

n

)n

= An

⇒ a1a2 . . . an−1 ≤ An−1 =

(
n−1∑
k=1

ak
n− 1

)n−1

=

(
a1 + . . . an−1

n

)n

Induktionsschritt (2, n→ 2n):

a1a2 . . . a2n = (a1a2 . . . an) (an+1an+2 . . . a2n)

≤
(
a1 + · · ·+ an

n

)n(
an+1 + · · ·+ a2n

n

)n

Induktionsannahme

=

(
a1 + · · ·+ an

n
· an+1 + · · ·+ a2n

n

)n

≤

(
a1+···+an

n + an+1+···+a2n

n

2

)2n

Induktionsannahme für
n = 2

=

(
a1 + · · ·+ a2n

2n

)2n

Die Richtung “⇐” (aus gleichen Elementen folgen gleiche Mittel) ist trivial,
die Rückrichtung “⇒” erfordert jedoch noch einen kurzen Beweis.

Beweis: Mittel gleich ⇒ Elemente gleich. Leicht lässt sich dies über das har-
monische und arithmetische Mittel zeigen

n
1
a1

+ . . . 1
an

=
a1 + . . . a2

n
Vorraussetzung

⇒ n2 =

(
1

a1
+ . . .

1

an

)
(a1 + . . . a2)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

ai
aj

= n+

n∑
i=1

n∑
1≤j<i

(
ai
aj

+
aj
ai

)

≥ n+

n∑
i=1

n∑
1≤j<i

2 0 ≤ (a− b)2

⇒ 2ba ≤ a2 + b2

⇒ 2 ≤ a
b + b

a= n+
n(n− 1)

2
· 2 = n2

⇒ ∀i,j :
(
ai
aj

+
aj
ai

)
= 2

⇒ ∀i,j : ai = aj
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Anwendung auf Graphen

Satz 3. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph mit n = |V | Ecken ohne
Dreiecke. Dann gilt:

|E| ≤ n2

4

Gleichheit gilt genau dann, wenn n gerade und G der vollständige bipartite
Graph Kn/2,n/2 ist.

Beweis per Cauchy-Schwarz

Beweis. Sei di jeweils der Grad der Ecke i. Sei außerdem d = (d1, . . . , dn)
und 1 = (1, . . . , 1) und 〈·, ·〉 das euklidische Skalarprodukt, so gilt:

n|E| ≥
∑

(i,j)∈E

(di + dj) (i, j) ∈ V ⇒ di + dj ≤ n, da
keine Dreiecke in G

=
∑
i∈V

d2i i hat di Kanten

= 〈d,d〉

= |d|2 · |1|
n

|1| = n

≥ 〈d,1〉
2

n
Cauchy-Schwarz

=

(∑
i∈V di

)2
n

=
4|E|2

n

∑
i∈V di = 2|E|

Falls hier Gleichheit vorliegt, muss (wg. Cauchy-Schwarz) für alle i und j
gelten: di = dj und di + dj = n. Da G außerdem dreiecksfrei ist, ist G =
Kn/2,n/2 der einzig mögliche Graph.

Beweis per Ungleichung vom geometrischen und arith-
metischen Mittel

Beweis. Sei α die maximale Größe einer unabhängigen Menge A (dh. es gibt
keine Kanten zwischen Knoten in A). Da der Graph nach Voraussetzung
dreiecksfrei ist, bilden die Nachbarn jedes Knotens jeweils eine unabhängige
Menge. Also gilt di ≤ α für alle Knoten i.

Seien nun außerdem noch B = V \A mit der Größe β = n− α.
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|E| ≤
∑
i∈B

di Da A unabhängig, hat jede
Kante einen Knoten in B

≤ αβ di ≤ α für alle i

≤
(
α+ β

2

)2

Ungleichung vom
geometrischen und
arithmetischen Mittel

=
n2

4

Im Fall von |E| = n2

4 gilt:

|E| = n2

4
≥ αβ ≥

∑
i∈B

di ≥ |E|

⇒ n2

4
= α(n− α) = nα− α2

⇒ 0 =
n2

4
− nα+ α2 =

(n
2
− α

)2
⇒ α =

n

2

Folglich muss wegen
∑

i∈B di = αβ und di ≤ α für alle i gelten di = α = n
2 .

Damit ist G = Kn/2,n/2 wieder der einzig mögliche Graph, der diese Bedin-
gungen erfüllt.
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