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Das Bertrandsche Postulat

VneNdpeP: n<p<2n

» Die Liicke bis zur nachsten
Primzahl ist nicht groBer als die
Zahl an der wir die Suche
beginnen.

» Behauptung wurde 1845
aufgestellt und bis
n = 3 000 000 verifiziert.

» 1850 bewiesen von Pafnuty
Tschebyschew

Joseph Bertrand

» Unser Beweis von Paul Erdos
erschien 1932



Ubersicht

1 Beweis fir n <511 =29—-1

2 ] p < &1 fiir alle x > 2
p<x

3 In Primfaktorzerlegung (2n”) n > 3 sind Primzahlen
V2n < p < 2n hochstens einmal und Primzahlen %n <p<n
gar nicht enthalten

4 Abschatzung von (2:)

5 Zusammenfiihrung



Beweis fiir n < 511 =29 — 1

Konnten 511 Fille betrachten
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Beweis fiir n < 511 =29 — 1

Kénnten 511 Fille betrachten Kliiger: Landau-Trick
11121314151617181 91 11121314151617181 91
21222324252627282 92 12 22 32 42 52 62 72 82 92
3 13 23 33 43 53 63 73 83 93 hss.ss 63 7383 93
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94 4 14 24 34 44 54 64 74 84 94
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7 17 27 37 47 57 67 77 87 97 071727374757 6777 87 97
8 18 28 38 48 58 63 78 88 98 8 18 28 38 48 58 68 78 88 98
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Beweis fiir n < 511 =29 — 1

Wir betrachten also die Zahlen:

2,3, 5, 7, 13, 23, ,42 ,83 .163 ,317 ,521



Ubersicht

1 Beweis fiir n <511 =29 —1

2 JI p <41 fiiralle x > 2
p<x

3 In Primfaktorzerlegung (2n") n > 3 sind Primzahlen
v2n < p < 2n hochstens einmal und Primzahlen %n <p<n
gar nicht enthalten

4 Abschatzung von (2")

n
5 Zusammenfiihrung



Voriiberlegung

» Binomialkoeffizienten sind immer ganzzahlig.
n

> 2 () =2
k=0

» [Tp= 1] p mit 4971 < 41
p<x pP<q

Wir multiplizieren also bis zur letzten Primzahl g und erhalten
dasselbe Produkt.

Beispiel

[[p=23-5=30=2-3-5]]p

p<6 p<5

Es reicht also das Produkt [] p zu betrachten.
pP<q



[T p < 41 fiir alle x > 2

pP<Xx

Induktionsanfang
fiir x = g = 2 erhalten wir:

[[p=2<4"=4"=4
p<2

Induktionsannahme

Wir betrachten nun also die ungeraden Primzahlen ¢ =2m + 1
und diirfen Annehmen, dass die Aussage fiir alle ganzen Zahlen in
{2,3,...,2m} gilt.



[T p < 41 fiir alle x > 2

p<x

Behauptung
Die Aussage gilt fiir g = 2m + 1, sodass

H p§42m

p<2m-+1

Beweis
Zuniachst zerlegen wir das Produkt.

Mo-10r I o

p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1



[T p < 41 fiir alle x > 2

p<x
Dam+1€{2,3,....2m} gilt:

[T p<4”

p<m+1

Bleibt zu zeigen, dass

[T p<om

m+1<p<2m+1
Hierzu betrachten wir zunichst

om+1\  (2m+1)!
0 r= (") = ity

m+1<p<2m+1



2m+1\ _ (2m+1)!
H p < ( m ) — ml(m+1)!
m+1<p<2m+1

Hier kann man erkennen, dass es eine grobe Abschatzung ist.

H <<2m+1> 1-2-...-2m+1 m+1-...-2m+1
p = =

m m!(m + 1)!

m+1<p<2m+1

m+2-...-2m+1
m!

Beispiel m =5

6<p<l11

H p=7.11< 11 :7-8-9'10-11
5 1.2-3-4-5

(m+1)!

= 462



[T p < 41 fiir alle x > 2

p<x

Nun miissen wir nur noch folgendes zeigen:

<2m+1>§4m

m

2m+1 _ 2m+1
m S \m+1

2m+1 <2m+1> ot
Z k =2

k=0

Es gilt:

Desweiteren gilt:

Deswegen:

m =

<2m—|— 1) < p2m _ gm



[T p < 41 fiir alle x > 2

pP<Xx

Nun alles zusammen:

I re=T10r [ p<oamam=er

p<2m—+1 p<m+1 m+1<p<2m+1



Ubersicht

1 Beweis fiir n <511 =29 -1

2 I] p < 41 fiir alle x > 2
p<x

3

4 Abschiatzung von (2")

n
5 Zusammenfiihrung
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In Primfaktorzerlegung (2n") n > 3 sind Primzahlen v/2n < p < 2n
hochstens einmal und Primzahlen %n < p < n gar nicht enthalten

Warum wollen wir das Wissen?



In Primfaktorzerlegung (2n") n > 3 sind Primzahlen v2n < p < 2n
hochstens einmal und Primzahlen %n < p < n gar nicht enthalten

Warum wollen wir das Wissen?

Durch die Kombination tber das Wissen der ,,Orte“der Primzahlen

in der Primfaktorzerlegung von (2n") und einer GréBenabschatzung

von (2n”), |asst sich eine Aussage iiber die GroBe von P(n) machen,
welche die Anzahl der Primzahlen zwischen n und 2n angibt.



V2n < p < 2n hochstens einmal in (2n”)

Nach Legendere enthilt n! den Primfaktor p genau
> []

k
o1 LP

Beweis bei Bedarf hierzu zum Schluss.

Demnach enthilt (2n") = (,121",3: den Primfaktor p genau

> ([ [5)

Davon ist jeder Summand hochsten 1, da

2n n 2n n
— | =2 | — <—2<—1>—2
2|2 <525

und gannzahlig ist.




V2n < p < 2n hochstens einmal in (2n”)

Z(B’ZJ -2 UkD < max{r: p" < 2n}

k>1

= die groBte Potenz von p, die (2n") teilt, ist kleiner oder gleich 2n

und Primzahlen die groBer sind als v/2n hochstens einmal in (2n")
enthalten.



%n < p < n gar nicht in (zn”)

Fiir 3p > 2n mit n > 3 und dadurch p > 3 sind p und 2p die
20!

einzigen Vielfachen von p, welche als Faktoren im Zahler von (n!';)!'
auftauchen.
Im Nenner haben wir zwei p-Faktoren.

Beispiel

Gg) =24.32.5.17.19.23.29

2

--15=10
3

Keine Primzahl zwischen 10 und 15 enthalten.



Ubersicht

1 Beweis fiir n <511 =29 -1

2 ] p < 41 fiir alle x > 2
p<x

3 In Primfaktorzerlegung (2n”) n > 3 sind Primzahlen

v2n < p < 2n hochstens einmal und Primzahlen %n <p<n
gar nicht enthalten

4 Abschatzung von (*7)

n

5 Zusammenfiihrung



Abschitzung von (2n”)

Da

folgt

und

somit gilt:



Abschatzung von (2n”)

Erinnerung

(3] 2[2]) st 52

Somit l&sst sich (zn”) wie folgt abschatzen

4n

2,75<2nn>§ IL 2 11 » 11 »

p<+/2n \/2n<p§%n n<p<2n

Ist in etwa eine Primfaktorzerlegung ab v/2n nur groBer durch
Faktor 2n.



Abschitzung von (*7)

Abschatzung:

4" < 2n < H ) H H
- n. )
2n — \n) — P p
p<v2n  2n<p<in  n<p<2n
Es gilt:
40
Denn:
» Es gibt nicht mehr als v/2n Primzahlen.

» Abschitzung [ p < 4%71
p<x

» P(n) ist Anzahl von Primzahlen zwischen n und 2n



Abschatzung von (2n”)

AN
5o < ((2)¥27) - (437) - (2m)70)
somit

43 < (2n)m+1+P(”)



Ubersicht
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2 ] p < 4! fiir alle x > 2
p<x
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n
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Zusammenfiihrung

Wir hatten
43 < (2n)m+1+P(”)

Durch Anwendung vom Logarithmus zur Basis 2 erhalten wir nun
eine Aussagen iiber P(n) (Anzahl Primzahlen zwischen n und 2n)

P(n) > 3 /o2gz(2n) (Van+1)

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die rechte Seite der
Ungleichung groBer als O ist fiir ein groB geniigendes n. Dann

wissen wir, dass es mindestens eine Primzahl zwischen n und 2n
gibt.



Zusammenfiihrung

Vorschlage fiir ein n?



Zusammenfiihrung

Vorschlage fiir ein n?

n=512 =29



Zusammenfiihrung

2n
3 - logs(2n)

~

—(V2n+1)>0

2n—1
3 - logs(2n)

~ 1

—(V2n+1)>0

T

2n—1

— > V2 1
3 - log»(2n) Zvent

2n—1
——— >3- log»(2n
V2n+1 g2(2n)



Zusammenfiihrung

=
2n—1

——— =V2n—1> 3 logx(2n
Van i1 g2(2n)

31> 30

fir n =29



Zusammenfiihrung

Betrachtung der Ableitungen
1Y = ——

und
(3 - loga(x)) = In(23)x

zeigt, dass ab ungefdhr x = 75

v/x — 1 schneller wichst als 3 - logn(x).
Damit sicherlich auch fiir 219 = 2. 29 Somit ist das Bertrandsche

Postulat bewiesen.



Vielen Dank fiir eure Aufmerksamkeit

Gibt es noch Fragen?



