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0.1 Einleitung

Wir wollen uns den Beweis fiir den Satz erarbeiten, dass jeder endliche Schiefkorper ein Korper ist. Im
ersten Kapitel fiihren wir einige Schreibweisen ein und definieren grundlegende algebraische Strukturen.
Wer weil}, was ein Schiefkorper ist, die Primkorper F, kennt und mit Gruppen rechnen kann, der kann
dieses Kapitel getrost iiberspringen. Als zweites wollen wir uns ein paar algebraische Strukturen definie-
ren. Im dritten Abschnitt geht es um Polynome im Zusammenhang mit komplexen Einheitswurzeln. Im
letzten Kapitel fithren wir dann einen Widerspruchsbeweis, in dem wir die Annahme, wir hitten einen
echten endlichen Schietkorper, mit den Aussagen aus dem zweiten und dritten Kapitel zum Widerspruch
fiihren.

Zuniachst noch ein paar Bezeichnungen und Abkiirzungen, die wir verwenden werden. Die meisten davon
sollten klar sein, aber um Missverstiandnisse zu vermeiden, fithren wir sie einmal auf.

Bezeichnung 0.1.1 e N=7Z,,also0¢N
o SeineN. Sosei[n] ={xeNx<n}={1,...,n}
e SeineN. Sosei[n]_;:={x—-1€eNlx<n}={0,...,n—1}

o bel. fix.: beliebig fixiert. Wiihlen wir ein Element a aus einer Menge A beliebig und zeigen eine
Aussage iiber a, so gilt die Aussage fiir alle Elemente aus A. Im Prinzip sparen wir uns dadurch ein
Va € A vor jeder neuen Zeile. Fixieren wir dieses Element, so meinen wir in den folgenden Zeilen
immer das selbe Element a und konnen daher in Abhdngigkeit von a weitere Objekte definieren,
wie zB f(a).

® 77! Zu zeigen

e gzz: geniigt Zu zeigen

e bzz: bleibt zu zeigen

o Vor: Voraussetzung; Beh: Behauptung; Bew: Beweis; Def: Definition

e 0BdA: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit. Wir nehmen einen von mehreren Fdllen an und
beschrinken uns im Beweis nur auf diesen, da alle anderen Fidlle symmetrisch oder trivial sind
(zB: ab =0 0BdA seia=0,b #0).

0.2 Gundlagen

Beschiftigen wir uns zunidchst mit Gruppen:

Definition 0.2.1 (Gruppe) Ein Paar aus einer Menge und einer darauf definierten Operation (G, ) heift
Gruppe : &

e Ya,be G:axbe G (Abgeschlossenheit)

e de,. e GVae G: e, *xa=a=xe, = a (e, heifit neutrales Element von (G, %))



e VacGda'e€G: axa'=a'+a=e, (a' heiPt zu a inverses Element in (G, %))

e Va,b,ce G: (axb)xc=ax*(bxc)=ax*bxc(Assoziativgesetz)

Bezeichnung 0.2.2 Wenn die Bedeutungen klar sind, schreiben wir:
o G statt (G, )
e fiir allgemeine Operationen e statt e,
e fiir die Multiplikation 1 statt e,
e ab statta* b
o fiir die Addition 0 :=e,, a”' := —a

o G":=G\{e} (somit gilt | G*| = |G| - 1)

Definition 0.2.3 (abelsch) Eine Gruppe (G, *) und ihre Operation = heifen kommutativ oder abelsch
e VYa,b e G: ab = ba (Kommutativgesetz)

Beispiel 0.2.4 e (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
o (Z, =) ist keine Gruppe, da zB 2 kein Inverses besitzt.
o (Z\{2},+ ist keine Gruppe, dazB 1+ 1 ¢ Z\{2}.
e ({€},%,.,), wobei €%, € := € ist eine abelsche Gruppe.
o () ist keine Gruppe, da in ihr kein neutrales Element existiert.

o FiirY = {a, al,b,b7! } ist (X*, %) die Menge aller Worte iiber ¥ mit der Konkatenation als Ope-

ration, dem leeren Wort € als neutralem Element und aa™' = € eine nicht abelsche Gruppe, da zB
ab # ba.

Lemma 0.2.5 Seien (G, ) Gruppe, a,b € G. So gilt:
(1) (ab)™' =b'a™!
(2) ab'a'b=1 & ab=ba

Beweis. (1)abb™'a™' =aa' =1V
(2)

(<) Betrachte 1 = aa™'b7'b = a(ba)™'b = a(ab)™'b = ab~'a 'b

(=) Betrachte ba = bla = bab™'a 'ba = abb™'a 'ab = ab

Mit Hilfe der Gruppen konnen wir nun Korper definieren.



Definition 0.2.6 (Schiefkorper) Ein Tripel aus einer Menge und zwei darauf definierten Operationen
(K, +, %) heifst Schiefkorper : &

o (K, +) ist abelsche Gruppe
o (K*, ) ist Gruppe
e Va,b,c € K: (a+ b)c = ac + bc (Rechtsdistributivgesetz)

e Ya,b,c € K: c(a+ b) = ca+ cb (Linksdistributivgesetz)

Auch wenn nur K* und nicht K selbst mit der Multiplikation eine Gruppe bildet, ist die Multiplikation
mit O trotzdem definiert. Aus den Distributivgesetzen folgt: a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 <& a0 — a0 =
a0 + a0 — a0 = 0 = a0 und analog 0 = Oa.

Definition 0.2.7 (Korper) Ein Schiefkorper K heifst Korper : <

e x st kommutativ

Beispiel 0.2.8 o (Z,+, =) ist kein Schiefkorper, da (Z, ) keine Gruppe.
o (Q., +,*) ist kein Schiefkorper, da (Q., +) keine Gruppe.
o (Q,+, ) ist ein Korper.
o ({€}, 8,1, %) ist ein Korper.

o Fiirn € N ist (M(n,n,R),+,x*) die Menge der reellen n X n-Matrizen kein Schiefkorper, da es
Elemente ohne multiplikative Inverse gibt.

e (GL(n,R),+, *) die Menge der reellen invertierbaren n X n-Matrizen ist ein echter Schiefkorper, dh.
Schiefkorper aber kein Korper.

Definition 0.2.9 (Untergruppe) Seien (G, %), (G, *) (abelsche) Gruppen mit G’ C G. So heifst G’ (abel-
sche) Untergruppe von G und G (abelsche) Obergruppe von G’ und wir schreiben G’ < G. Im Fall
G # G’ heifit G’ echte (abelsche) Untergruppe.

Analoge Definitionen fiir (Schief-)korper.

Lemma 0.2.10 Sei (G, %) (abelsche) Gruppe, 0 + G’ C G. So ist (G',*) < (G,*) & Va,b € G’ :
(ab™") e G’

Beweis.
(=) Seien a,b € G’ bel. fix.. Da G’ Gruppe, gilt b~! € G’ und damit (ab™') € G’ V
(&) gzz: G’ Gruppe:
(Assoziativitat, ggf. Kommutativitdt) wird von der Obermenge G vererbt
(Neutrales Element) Wihle b = a, soistaa™ =e e G
(Inverse Elemente) Wiihle a = e, b beliebig, so ist eb™ = b~! € G/
(Abgeschlossenheit) Seien a,b € G’ bel. fix., soist b~! € G’ und damit a(b™')"!' =ab e G’ v/ L]
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Lemma 0.2.11 Seien (G, ), (G, %) (abelsche) Gruppen. So gilt: GU G’ < G

Beweis. Seien a,b € G U G’ bel. fix.. Mit Lemma 0.2.10 gzz: (ab™') e GU G’
Da G und G’ Gruppen, gilt ab™! € G und ab™! € G’ und damitab™' € GU G’ O

Bemerkung 0.2.12 Seien K, K’ (Schief-)korper, so gilt K < K' & (K,+) < (K',+) A (K, %) < (K, ),
da alle weiteren Eigenschaften vererbt werden. Daraus folgt auch K U K’ < K.

Zuletzt bendtigen wir noch die Faktorisierung von Gruppen.

Definition 0.2.13 (Nebenklasse) Seien x € Gund H C G Teilmenge, so heifst xxH := {x+a € G|a € H}
die Menge aller Elemente, die man durch Multiplikation von x mit einem Element aus H erhalten kann,
die linke Nebenklasse von x bzgl. H in G. Analog heif$st H+x := {a* x € G|a € H } rechte Nebenklasse.

Beispiel 0.2.14 e 2+{1,4,16}={3,6,18}
e 0xN={0}
e 2N ={2,4,...}
o Falls G kommutativ, giltVx € GGVH C G : x« H = H * x.

Lemma 0.2.15 Sei G Gruppe. So giltVxe G: x+*G =G

Beweis.

N

Folgt aus der Abgeschlossenheit von G. v/

U

Seien x,y € G bel fix. Da G Gruppe, ist x™'y € G und damit xx"'y =y € x* G. / O

Definition 0.2.16 (Faktorgruppe) Sei G Gruppe, H < G, so sei G faktorisiert nach H G/H := {x+ H € G|x € G}
die Menge aller linken Nebenklassen bzgl. H in G.

Satz 0.2.17 (1) G/H ist Gruppen

(2) Im endlichen Fall gilt: |G/H| =

Beweis. Auf den Beweis dieses algebraischen Satzes wollen wir verzichten und ihn an dieser Stelle nur
glauben.
(2) beruht darauf, dass alle Nebenklassen gleich viele Elemente haben. L]

Definition 0.2.18 (F,) Sein € N. So sei F,, := [n]_; mit (F,, +, %) := (Z/n * Z, +, *) mit dem kanonischen
Isomorphismus.

Was dies bedeutet, schauen wir uns am nichsten Beispiel an:

Beispiel 0.2.19 o Z22«Z =2/{...,-4,-2,0,2,4,...}={{...,-2,0,2,...},{...,-3,-1,1,3,...}} =
{2 Z,dir « Z + 1}, also die Menge der Menge aller geraden und der Menge aller ungeraden Zah-
len. Benennen wir die Elemente um zu 0 := 2+ 7, 1 := 2% Z + 1 erhalten wir mit {0, 1 } die Gruppe
Fy = Z/2 « Z. (F, +, *) ist sogar ein Korper.



o [, ist fiir jede Primzahl p ein Korper.

o T, ist kein Korper, da 2 kein multiplikatives Inverses hat und die Multiplikation in F} nicht abge-
schlossenist: 1 x1=1,1%*2=2,1%x3=3,2%x2=0,2%x3=2,3%x3=1.

e (Z/6%2)]{6Z,6Z+3}={6Z2,6Z+1,6Z+2,6Z+3,6Z+4,6Z+5}/{6Z,6Z+3}={{6Z,6Z+3},{6Z+
IF3

Bemerkung 0.2.20 Das Tripel (K, +, %) heifst Ring, wenn es die Schiefkorperaxiome erfiillt, es aber nicht
notwendigerweise alle multiplikativen Inversen in K enthalten sind. Ein Beispiel fiir einen Ring ist Z.

neN,q; €k

Definition 0.2.21 (Polynomring) Sei K Ring. So heifit das Tripel (K[X], +, *1) mit K[X] := { i (ar X"
k=0

der Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus K Polynomring iiber K.

Bemerkung 0.2.22 Wie bei dem Ring der ganzen Zahlen Z gelten im Polynomring der ganzen Zahlen
Z[X] Teilbarkeitsregeln. Fiir a,b € Z[X] gilt: a | b & dc € Z[X] : a*c = b, also a teilt b gdw. b ein
Vielfaches von a ist.

Beispiel 0.2.23 e X+ X+1e€QlX]
o X>’+X+1¢Z[X]

Xt ¢ Z[X]
k=0

X-1]X>-2X+1

X2 =2X+1]2X*-4X +2

X2 -2X+1¢4X>-3X+1

0.3 Algebrateil

Sei K ein beliebig fixer endlicher Schiefkorper.

Definition 0.3.1 (Stabilisator) Fiir ein s € K heifst die Menge Cy(K) := {x € K|xs = sx} aller Elemente
aus K, die mit s bzgl. der Multiplikation kommutieren, Stabilisator von s iiber K.

Bezeichnung 0.3.2 Wenn klar ist, iiber welcher Struktur wir den Stabilisator betrachten, schreiben wir
C, statt C,(K).

Lemma 0.3.3 C; ist Unterschiefkorper von K.

Beweis. Mit Lemma 0.2.11 gzz. (C,, +) und (Cy, *) sind Gruppen.
(0 € Cy) Betrachte Os = 0 = s0. Somit ist per Def. 0 € Cy. v/
(1 € Cy) Betrachte 1s = s = s1. Somit ist per Def. 1 € C. v
(Cy € K) Ergibt sich aus der Definition von C;. v/



((Cy, +) Gruppe) Seien a, b € C,. Betrachte

(a—b)s =as—bs (Distributivgesetz) (1)
=sa—bs (daa,beCy) 2)
= s(a — b) (Distributivgesetz) 3)

Somit ist per Def. (a — b) € C;. Mit Lemma 0.2.10 folgt: (Cy, +) ist Gruppe. v/
((Cy, %) Gruppe) Seien a, b € Cy. Betrachte

(ab™Hs(ab™H s = (ab Hs(ba")s™! (4)
=alsa”'s™" (dasb = bs) (5)
=sls' (daas = sa) (6)
=1 (7)

Mit Lemma 0.2.5 folgt (ab~')s = s(ab™") und mit Lemma 0.2.10: (Cy, *) ist Gruppe. v/
L]

Definition 0.3.4 (Zentralisator) Die Menge Z(K) := (1 C, aller Elemente aus K, die mit allen Elemen-
seK
ten aus K bzgl. der Multiplikation kommutieren, heifit Zentralisator iiber K.

Bezeichnung 0.3.5 Wenn klar ist, iiber welcher Struktur wir den Zentralisator betrachten, schreiben wir
Z start Z(K).

Beispiel 0.3.6 o Ist K kommutativ, so gilt K = C((K) = Z(K) fiir alle s € K

o Wir konnen C; und Z auch analog auf Gruppen definieren. So erhalten wir C(X*) = {8, s, 57! }
und Z(Z*) = { ¢}

Lemma 0.3.7 Z ist ein Korper.

Beweis.
(Schiefkorper) Folgt aus der Def. mit Lemma. v/

(Kommutativitdt) Da alle Elemente aus Z mit allen Elementen aus K kommutieren und Z C K, folgt
Kommutativitit von Z. v/ L

Setzen wir g := |Z|.

Satz 0.3.8 Sei K Kiorper mit |K| € N. So Ap,ne N: K = (P F,

i€[n]

Beweis. Fiir diesen Beweis bendtigen wir weiterfiihrende Sétze aus der Algebra. Daher wollen wir diese
Aussage an dieser Stelle nur glauben. L]

Korollar 0.3.9 g =: p" ist eine Primzahlpotenz.

Die n oben unterscheiden sich gegebenenfalls. n wird erst im ndchsten Lemma fixiert.
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Lemma 0.3.10 Wir fixieren nun n und n; fiir s € K auf: ¢" := |K|, ¢" := |C,|. Somit gilt: ng,n € N

Beweis. Da Z C K und K Schiefkorper, gilt insbesondere: Vx € ZVy € K : x x y € K. Somit kdnnen wir
K als n-dimensionalen Z-Vektorraum auffassen. Damit gilt: |[K| = |Z|* = ¢".
Analog fiir alle n;. Ll

Definition 0.3.11 A, := {x 'sx|x € K}
Beispiel 0.3.12 o s=1"'5s1 € A
o InX*ist A, ={a,bab™,b™ ab,bbab™'b™',b™'b"'abb,a 'bab~'a,a" b aba, . ..}
e VseZ:A,={s). Da s mit allen Elementen aus K kommutiert, gilt Vx € K : x 'sx = s.
Lemma 0.3.13 (A, %) = (K*, %)/(C%, %)
Beweis. (K*,)/(C%, %) ={x=C:|x € K} per Def. . Sei f(x*C?):= x"'sx
Wohldefiniertheit Sei x * C; =y x C; € (K", %)/(C},*) = dz€C;:x=yz
Betrachte f(x * C;) = x™'sx = (y2) 's(v2) = 27y 'syz = f(yz * C}) = f(y  C}) [

Korollar 0.3.14

K _ -l
|AS| = C_>; = j’ls_] EN

Die A, zerlegen K* vollstindig in Aquivalenzklassen.
Beweis. Folgt direkt mit Lemma 0.2.17. Ll
Korollar 0.3.15 A, ={s} © s€Z

Korollar 0.3.16 Z = |J A,

|Asl=1

Bezeichnung 0.3.17 Seien A4, ..., A; alle A; mit |Ag| > 2
Wir finden also solche A; genau dann, wenn K nicht kommutativ.

Lemma03.18 ¢"—1=g—-1+

q"'-1
Mk
ke(t] !

q—

Beweis.

K* = U Az U U A, =7Z"U UAk und damit:
|Asl=1 |As|>2 kelr]

IK*| = |Z"| + Z |Ax] setzen wir 0.3.10 und 0.3.14 ein

kelr]
no q' -1
g -1=gq 1+Z:an_1

kelr]




Lemma 0.3.19 Vke [t],g>1:(¢g*-DI(g"—1) = ni|n

Beweis. Seien k € [f] beliebig fixiert und (g™ — 1)|(¢" — 1). Seien weiterhin a,r € Z°%,r < ny, sodass
n=an,+r = g% - 1lg"" o

g™ —1=0 modg™ -1 |-(qf-1)
@ =D-("-D=-(gg-1D=0 modg" -1
an * q(a—l)nk+r _ an =0 mod an -1
an(q(a—l)nk+r —1)=0 mod an -1 |: an
g* -1

88Ti{g™ - 1, 4"}
g —1=0 mod g™ -1

g“ " —1=0 mod

Induktiv folgt:

g —1=0 mod g™ - 1
g —-1=0 mod g™ -1

Dar <nyundsomit0 <¢qg" -1 < g™ -1, folgt mit g* — 1|g" — 1:
qg—-1=0 = ¢q" =1Mitg > 1 laut Vor. folgt: r = 0 und somit n = an; + 0, also n|n. L]

Wir erhalten also
VYkelt] ing|n (8)

Behalten wir diese Aussage im Hinterkopf. Wir werden sie erst wieder fiir unseren Beweis am Ende
brauchen.

0.4 Komplexe Zahlen

Beschiftigen wir uns als néichstes mit den komplexen Zahlen um spéter auf ein Polynom zu kommen,
welches uns bei unserem Beweis weiterhelfen wird. Eine komplexe Zahl kann in kartesischen Koordi-
nation ( z = a + ib mit dem Realteil Re(z) = a und Imaginirteil /m(z) = b ) oder in Polarkoordinaten
(z = |zle¥" = |zl(cos ¢ + isin¢) mit dem Radius oder Betrag |z] = |lz]l, = Va? + b? und dem Winkel
im Bogenmal} ¢ = tang ) geschrieben werden. Das Potenzieren im Komplexen mit einer reellen Zahl x
funktioniert also wie folgt:

7' = (a+ib)* = (lzle*)"

— |Z|x€xcpi

Der Betrag wird also mit x potenziert und der Winkel mit x multipliziert.



Bemerkung 0.4.1 Wenn man sich die Taylorreihen ' der Winkel- und Exponentialfunktionen ansieht,

kann man nachrechnen, dass e¥' = cos ¢ + isin . Insbesondere gilt also "™ = cosk2x + isink2r =
1+0i=1firkeZ

Im Folgenden sind wir an den Wurzeln der 1 interessiert. Da 1 = 1e/%, kommen wir auf 1+ = 11 (ek2%)n =
en?_ Im Prinzip bewegen wir uns also mit 27” weiten Schritten auf dem Einheitskreis. Dies wollen wir

nun noch einmal formal zeigen.

Definition 0.4.2 (Einheitswurzel) Nullstellen A, des Polynoms x"—1 heif3en Einheitswurzeln n-ten Gra-
des.

Bezeichnung 0.4.3 Die Menge A, := {1 € C|A" =1} sei die Menge der Einheitswurzeln n-ten Grades.

Die Menge A, = |J A, sei die Menge aller Einheitswurzeln.
neN

Lemma 0.4.4 A, := {6527"'

kelnl|
Beweis. Fixieren wir unser k beliebig. So gilt:

(e§2ﬂi)n -1= ek27ri -1
— (eZHi)k -1
=1¥-1=0

Damit sind alle e»?™ Einheitswurzeln. Da e* periodisch mit Periodenlinge 2 ist und somit unsere e>*

paarweise verschieden sind, haben wir n paarweise verschiedene Einheitswurzeln. Da ein Polynom n-ten
Grades hochstens n verschiedene Nullstellen hat, haben wir schon alle Einheitswurzeln gefunden. L]

Bezeichnung 0.4.5 Sei A;), := en?™ die k-te Einheitswurzel n-ten Grades.

Definition 0.4.6 (Ordnung) Die kleinste natiirliche Potenz, in der eine Einheitswurzel 1 wird,
Ord(A) := min{m € N | A™ = 1} heifit Ordnung von A.

Rechtfertigung 0.4.7 Da wir eine nicht leere Teilmenge von N betrachten, wird das Minimum immer
angenommen. Somit ist Ord wohldefiniert.

Satz 0.4.8 Ord(/lk/,,) =

ggT{ kn}

Beweis. e DaggT {k,n}|n, 1st ; €N

'Man kann Winkel- und Exponentialfunktion auch definieren als

=y

]EN
2n 2n+l
cos(x) = Z( 1)”(2 T sin(x) = Z(— )n(z 1)

JjeN
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e DaggT {k,n}|k, finden wir ein m € N mit ggT {k,n} = 5 Betrachte

n
_ ko
/lggT(k.n) — (eEZHI)m

k/n
= gWZ’”
_ pltami
— em27ri =1
e Fiir alle natiirlichen / < m mit /15( = 1ailt
Komi
e Gl
== =
kl
—€eN =
n
kl=0 modn |:ggT{k,n}
kl n
— =0 mod ————
ggT {k,n} ggT {k,n}
Ll
Korollar 0.4.9 Ord(A;),) | n
Beweis. —— =ggT {k,n} €N L]

geT{kn}

Sehen wir uns ein paar Beispiele an:

Beispiel 0.4.10 o Fiirk = 1ist Ay, = ex* und damit Ord(d,,) =

_n__
ggT{L,n}

e Fine Einheitswurzel A kann aus verschiedenen n; und k; entstehen - ndmlich genau dann, wenn

Ll )
% = % und somit 1 = en ist. In dem Fall kann man :—i

Erweitern ineinander umformen, also 4c € Q* : k; = ck, A ny = cn,.

27i 27

3
= em und % durch Kiirzen und

e Da wir Ord(Ay,,) nur in Abhdngigkeit vom Wert von Ay, und nicht von den k und n definiert haben,
ist die Definition resrdsentantenunabhdngig. Dies spiegelt auch unser Satz 0.4.8 wider, denn fiir

i : —_ —_ . . — n — CH cn
Ay = Abymyy Mit ky = ckp,ny = cny gilt: Ord(Ay, jn,) = ggT{kIlJ’lll = ggT{ck;mz} = C*ggT{iz’nz} =
OI’d(/lkz/nz)

Dies fiihrt uns zu folgendem Lemma:
Lemma 0.4.11 Ord())=d & dpeN:ggT{p,d}=1ANA=21,,

Beweis. «: Es gilt: Ord(1) = Ord(4,,4) = L} =dv

geT{pd

=: Per Def. gilt 7 = 1 = ¢ fiir ein p € N Damit erhalten wir 4 = e?*@ = 1,, und wegen
Ord(A,y) =d = W folgt ggT {p,d} =1V -

11



Wir wissen nun also, dass die Menge der Einheitswurzeln d-ter Ordnung endlich und sogar relativ leicht
zu ermitteln ist.

Bezeichnung 0.4.12 Die Menge aller Einheitswurzeln d-ter Ordnung bezeichnen wir mit
AQy = {1 € Au|Ord(d) =d} = { 44| 88T | p.d} = 1} nach Lemma 0.4.11

Wir definieren uns nun ein Polynom, durch welche wir spiter gewisse Teilbarkeitseigenschaften erhalten,
die uns zu dem Beweis des Satzes fiihren:

Bezeichnung 0.4.13 O, (x) := [] (x—A4)

A€AQy
Beispiel 0.4.14 e ODi(x)=x-1
e Dry(x)=x>+x+1
o O3(x)=x>+1
e Oyx)=x+1
e Os()=x*+xX+x2+x+1
e Og(x)=x>—x+1

Lemma 0.4.15 x" -1 =[] ®,u(x)
din

Beweis. Wir wissen schon, dass x"—1 = [] (x—Ay,), dadie 44/, genau die Nullstellen von x" — 1 sind.
keln]—
Betrachte:

[ @ =]] [] -4 (DiesesProdukt durchliuft genau allen Zahlen von 1 bis n)

din din ggT{p,d}=1
= [ Jer=m  (dadyn = A0
peln]

Il
—_
=
I
&

<
B
~

L

Um gewisse Teilbarkeitseigenschaften von @, ermitteln zu kdnnen, benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 0.4.16 ®,(x) € Z[x]

Beweis. Der Beweis hierfiir ist eine ziemlich lange und uniibersichtliche, aber wenig aufregende oder
erkenntnisbringende vollstindige Induktion. Daher lassen wir sie an dieser Stelle als Ubungsaufgabe. []

Fixieren wir unser n wieder wie in 0.3.10 und unser n; beliebig aus 8 unter der Annahme, dass ein
solches existiert (also Z # K).
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Lemma 0.4.17 (1) ©,(x) | (x"—=1)

(2) ©u(x) |

x"=1
xnk _1

Beweis. Betrachte:

-1 = l—[(l)d(x)

din
=[ e ] ]oum [] @
d|ny d=n dn,diny,d#n
= (X" = 1)®y(x) l_l Oy(x) |: (-1
d\n,ditny,d+n
X' =1
0,0 [ @
Xt —1
d\ndtny,d#n
Somit sind die beiden Terme Vielfache von ®,(x). L]

Setzen wir nun ein beliebig fixes ¢ € Z fiir x ein, so erhalten wir:

Du() | (¢" =D

q -1
D,
@1

Da @, (x) nur ganze Zahlen als Koeffizienten hat und ¢g € Z, ist auch ®,(g) € Z eine ganze Zahl.

Lemma 0.4.18 ®,(q) | (g—1)

q"-1
q'*

Beweis. Aus 0.3.18 wissen wir: ¢" — 1 =g —1+ 2]
ke(t]

Summanden teilt, muss es auch g — 1 teilen. L]

r. Da @,(g) die Summe und bis auf g — 1 alle

0.5 Der Beweis

Gehen wir nun zu unserem Satz tiber:
Satz 0.5.1 K ist kommutativ.

Beweis. Annahme: K ist nicht kommutativ = K # Z(K). Mit Def 0.3.10 folgtn > 1

Wir wissen: @,(x) = [] (x — A). Sei A=:a+ibe AQ, beliebig fix. Da 1' = 1 und somit 1 € AQ,, ist

AeNQ,
1 ¢ AQ, und damit A # 1. Da 2 Einheitswurzel ist und somit || = Va2 + b? = 1, ist Re(1) = a < 1.
Betrachte

AP =a*+b*=1
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und weiterhin

lg = A% = (g —a)—ib]* = (g —a)* + b’
= ¢* - 2aq + (@* + b)
=q¢ -2aq+1 la<1
>q* - 2(1)g + 1
=(q-1" |y
lg—=A>(@q-1) =

@ul =1 [] -l = |] u-v>@-n

ord()=n ord(l)=n

und damit ®,(g) ¥ (¢ — 1). fzu 0.4.18.
Damit folgt die Negation der Annahme: K ist ein Korper.

ged.

14



	Einleitung
	Gundlagen
	Algebrateil
	Komplexe Zahlen
	Der Beweis

