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» Joseph Bertrand, 1845

Behauptung:

Ftiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl pmit n<p <2n.

— bis n= 3000000 verifiziert

» erster vollstandiger Beweis 1850 von Pafnuty
Tschebyschew

» folgender Beweis von Paul Erdos



Voruberlegungen

N :=2-35..-p mit p prim und p<k+2

Betrachten: N+2, N+3, N+4, ..., N+k, N+(k+1)

B

k Folgezahlen nicht prim
Beispiel: k=10 = N=2-3-5-7-11 = 2310

N+2=2312 212310 = 2[(2310+2)

N+3=2313  3[2310 = 3|(2310+3)
N+4=2314  2[2310 = 2|(2310+2+2)

N+11=2321 112310 = 11[(2310+11)

— keine der k=10 Zahlen sind Primzahlen



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

Bewels:

(1) Fiir n<4000 klar, wenn man folgende Primzahlen betrachtet:
2,3,5,7,13, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001

jedes Intervall {y: n<y<2n} mit n<4000

enthalt eine dieser Primzahlen



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(2) Behauptung: || p<4™!'  WVixeR,x>2

pP=Xx

[[o=]]p wnd 4°'<4""  da g<x

psx pP=q (g sei die groBte Primzahl im Intervall )

IA: x=2 = 2<4

|S: alle folgenden Primzahlen ungerade, setzen g=2m+1

[l p=11p- 11 »

p<2m+l1 p<m+l m+1<p< 2m+1

Beh -
< 4

T Abschétzung



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(2m+1)!

H p < 2m+1 — < 22m
m+1<p< 2m+1 m m’(m-l—l)'
Bsp: m=3
G < Le3dseal 17
P < — " =
4<p]17 3!-4] 3!-4! (3)
n 2m+1
Esgiltiz n :2" = Z 2m+1 :22m+1’ d.h. (Zm—l—l S22m+1
k=0 | K m=0 m m
da 2m+1) _ |2m+1 gilt insbesondere 2m+1) 5m
m m+1 m




Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(2) Behauptung: || p<4™!'  WVixeR,x>2

pP=Xx

[[o=]]p wnd 4°'<4""  da g<x

psx pP=q (g sei die groBte Primzahl im Intervall )

IA: x=2 = 2<4

|S: alle folgenden Primzahlen ungerade, setzen g=2m+1

[l p=11p- 11 »

p<2m+l1 p<m+l m+1<p< 2m+1

Beh -
< 4

T Abschétzung



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(2) Behauptung: || p<4™!'  WVixeR,x>2

pP=Xx

[1o=]]p uwnd 4°'<4""  da g<x

psx p=4q (g sei die groBte Primzahl im Intervall )

IA: x=2 = 2<4

|S: alle folgenden Primzahlen ungerade, setzen g=2m+1

[l p=11p- 11 »

p<2m+l1 p<m+l m+1<p< 2m+1

< 4m . 22m — 42m
L]



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(3) Satz von Legendre anwenden:
n

Die Zahl n! enthéalt den Primfaktor p genau Z Tk

k=1| p

Mal.

Bsp: n=6 = n!=720=2%3%5

/ A \
6

6| | 6] |6 Hzl

2 2+ 2+ =3+140+...=4

2] (2] |2° .
6| |6
24 2 +..=240+...=2
3| |32

die Summanden verschwinden, sobald p* > n



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(3) Satz von Legendre anwenden:

n
Die Zahl n! enthéalt den Primfaktor p genau ]; x| Mal.
v
Fir 20| = (2n) folgt
n n'n!
es enthalt den Primfaktor p genau Z — |2 ﬂk Mal und
k=11 P P
CLAND PR N AR
p P p* p*

&> jeder Summand ist maximal 1



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

2n
n

enthilt den Faktor p genau k Mal, wobei k=max|r: p" <2n}

o k>1 nur moglich, wenn p<\/£ , da sonst schon p°>2n

o k=1 ,wenn \/£<psén

o k=0 ,wenn %-n<p§n, da fir 3p>2n mit n, p>3gilt:

(2n)!
n'n!

teilen 2p und p den Zihlerund p-p den Nenner



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

Bsp: e pelo

|

(15) ={2° - 5% |7 4||| 171923
(23):23_33_52* -17-19-23
(32) =|2%.3%.5|||17-19-23- 29

i n<p<2n

p<v2n V2
3

‘n<p=n




Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(4) 260 = 5h 7 171923
13 \
8§<26 25<26
4" 2n
< |7 = IT » 11 »
2n n p — 2 n<p<2n
\/2n<ps§-n
l \ maximalv2n Faktoren
1
1 : 9 : 1 mittlerer Binomialkoeffizient ist der gro3te Wert
3 5 1

4 6 4 1 2n
= " > — Vn=2
nl2) n
und (%] > 4 YV n>1
n 2n




Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(4) (%g): 252 7 17-19:23

oo™ 1 » 10 »

<
\/Z<p<3 ‘n 7’l<p 2n

o)™ I p» Il p Vn=3

<
\/ﬂ<p<3n n<p<2n

0
R
A




Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(5) 4" < ()™ [] p Y n>3
\/Zl<p<3n

Annahme: es existiert keine Primzahl p im Intervall (n, 2n], d.h. H p=1

n<p<2n
Setzen | | p<4™'einfir |] p

p=x \/%<p$§-n
2

4" < (2n)".43"

PN 43 < <2n)1+\/ﬁ

(2n>1+\/ﬁ

0
&
IA

(2n)



Fiir jedes n>1 gibt es eine Primzahl p mit n<p <2n.

(5) o
< 26'WEJ < 26'%

= (¢mnf < V3l <

da a+1 < 2 Va=2 perlnduktion

2
3

22n<<2n)3.<1+¢ﬁ)<(26.$ﬁ)3‘(1”211):26@(18+18@)<220%@:220(2n)
o 220(2n)§ da 18<2V2n V=50
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