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Aufgabenstellung der Numerik

e Wie wirken sich Eingabe- und Rundungsfehler aus? gerundete, diskretisierte Daten, fehlerbehaftete Daten, Ab-
bruchfehler

e Losung von Aufgaben, die analytisch (z.B. mit Integralrechnung) nicht moglich ist oder nur mit relativ grofiem
Aufwand. Bereitstellung von Methoden zur (ndherungsweisen) Berechnung (mit dem Computer) hier: Appro-

ximation, Integration, Nichtlineare Gleichungssysteme
e Berechnung moglichst effizient
Literatur

Stoer oder Stoer/Bulirsch: Numerische Mathematik 1, Springer
Opfer, G.: Numerische Mathematik fir Anféinger, Vieweg

Schaback, W., Wendland, H. Numerische Mathematik, Springer, 2005.
Hartmann, P. Mathematik fiir Informatiker, Vieweg, 2004.

Weitere Literatur in der Bibliothek unter SK900.

1 Fehleranalyse

1.1 Gleitkommazahlen

Um mit reellen Zahlen auf dem Computer zu arbeiten, gibt es die méglichen Darstellungen:
e symbolisch (z.B. in Computeralgebrasystemen wie Mathematica oder Maple)
e approximativ:

— Festkommazahlen
— Gleitkommagzahlen
Wir werden uns in dieser Vorlesung ausschliellich mit Gleitkommazahlen beschéaftigen.

Sei b € N, b > 2 eine Basis fiir die Zahlendarstellung (z.B. b = 2: Bindrdarstelluung, b = 10: Dezimaldarstellung).
Dann lasst sich jede reelle Zahl x € R darstellen als

(o)
x = (—1)”-beZaib_i, wobei
i=1
€[o,1)



v e {0,1} (Vorzeichen-Bit)

ecZ (Exponent)

a; €{0,1,...,b—1} (Ziffern).
Beispiel 1:  b=10

—-1234 = (-1)'-10%-0.1234
(=)' 10%(1-1071 +2-1072+3-1072 +4-107%)

Def. 1 (Menge der Gleitkommazahlen) G(b,l, E)
Die Menge aller Gleitkommazahlen mit Basis b € N, b > 2, Mantissenldnge [ € N, [ > 1 und Exponent e € £ C Z
ist: l

{z=(-1)"-b°) aib " |vef0,1},e€ E, a; €{0,...,b—1} Vi <1}.

i=1

1
Eine Darstellung von G(b,[, E) 3 z = (=1)" - b° Z a;b~¢ heiit normalisiert, falls a; # 0.
=1

Beispiel 2: b =10 nicht normalisiert-normalisiert
0.0123 = 10" 0.123
——
€l15:1)
TEEE Gleitkommazahlen

Mantissenldnge Exponent Vorzeichen | >

single  real*4 | [=23 bit e=8 bit 1 bit 32 bit
double real*8 | [=52 bit e=11bit 1 bit 64 bit
Die Darstellung = £m2°1022 spart das Vorzeichenbit fiir den Exponenten.
m = 27 4+a27 %2+ +a5327%, aic € {0,1}
c = 2"+ 4102 € [1,2046] N Z

c=0 wird fiir z = 0, und ¢ = 2047 fiir t = NAN (not a number) verwendet.

Beispiel 3: b=2, xz =32

8
a1 =0,a2=a3=1:2=0-2"1+1.272 41273 nicht normalisiert
ay=1,a,=1: r=2"1(1-2"14+1.272) normalisiert
3
(g)10 = (0 01111111101 110...0),
V' Exponent=-1 Mantisse
60:1,01:0,02:"'269:1,010:0, c=1021 = 1023 — 2
Beispiel 4:b=2, xz=0.1= %
1 ! 1 1
0 = ;aiy s 2l=10- ;aﬂl_l keine Losung fir die a;
1+1+ 1 . 1 n 1 _2_3<1+1+1+1+1)
16 32 256 512 2048 21 22 ° 25 26 28
=0.0996094
=1.00098

Zahlbereich (bis auf Vorzeichen): |z| € 271022 (1 — 2753)21924] 4 {0}



e kleinste positive real*8 Gleitkommazahl: a; =1,a; =0 Vi=2,...,53,c=1: o =271.21-1022 _ 9—1022

e grofite real*8 Gleitkommazahl: a; =1 Vi=1,...,53, ¢ = 2046:

53 1 1 %4
2046—1022 2 1024
r = §2i-2 _(17;—1)2
i=1

(1 _ 2753)21024.

Bem.: z,y € G(0,[,E) #= x+yeGOH,LE).

Beispiel 5:  b=10,1=3, E={0,...,3}, z = 500 = (—1)° - 10% - 0.500.

Dann ist z +x = 1000 = (—1)° - 10% - 0.100. Aber 4 ¢ E = Exponenteniiberlauf!
(Aber auch ohne Exponenteniiberlauf gilt dies nicht! siehe Ubung)

Def. 2: Uberlauf, Unterlauf

Ein Uberlauf liegt vor wenn der Betrag der Gleitkommaoperation zu einem Wert fiihrt, der grofier als die grofite
Gleitkommazahl ist.

Ein Unterlauf liegt vor wenn der Betrag der Gleitkommaoperation zu einem Wert fiihrt, der kleiner als die kleinste

positive Gleitkommazahl ist.

Beispiel 6:  Berechnung von v/ a? + b2
naive Programmierung: es kann passieren, dass der Zahlbereich des Rechners iiberschritten oder unterschritten wird,

Zwischenergebnis groflier als die maximale Gleitkommazahl oder

a1+ ()?

kleiner als die minimale positive Gleitkommazahl.

Sei a > b > 0. Dann berechnen wir besser

1.2 Rundung

Wir fixieren jetzt b und I und betrachten im Folgenden nur G := G(b,1,Z)
(d.h. wir schlieBen einen Uber-/Unterlauf des Exponenten aus).
Wir stellen eine beliebige relle Zahl z € R durch die Gleitkommazahl rd(z) € G dar, die  am néchsten liegt, d.h.

|z —rd(z)] < |[x—g| VgeG.

Aber rd(x) ist so i.A. noch nicht eindeutig bestimmt:

Sind g1, g2 € G zwei ,aufeinanderfolgende” Gleitkommazahlen (d.h. [g1,92] NG = {g1,92}) und = = (g1 + g2)/2, so
erfiillen g; und g, diese Bedingung. Definiere dann rd(z) := g, (die grofiere von beiden).

Sind ¢1 < g2 < g3 drei aufeinanderfolgende Gleitkommazahlen (d.h. [g1,93] NG = {g1, 2, 95}), so wird genau das
Intervall [ = [2£92 92193) dqurch rd auf go abgebildet. Also

rd(z) =g = x€l.

Durch die Gleitkomma-Darstellung identifizieren wir somit alle Zahlen aus I C R mit g» € G. Die Menge G ist nicht
abgeschlossen unter Addition (siehe Ubung):

z,yeG » z+yeG.

Um Gleitkommazahlen zu addieren, miissen wir also 4+ : RxR — R approximieren durch eine Operation :GxG —
G (oder zumindest :R xR — G). Analoges gilt fur andere Funktionen wie —, -, :, sin, exp.



1.3 Gleitkommaoperationen

Gleitkommaoperationen
Die natiirliche Approximation einer Funktion f : X — R (X beliebige Menge) ist

X =G (zB.ny xg =rd(x1 + 22))
:=rdof (d.h. (m) =rd(f(x))).

Vorsicht: Viele Gesetze wie Assoziativ- oder Distributivgesetze gelten fiir die Gleitkommaoperationen nicht mehr,

z.B.
(o[0) e #1a. o[ (o)

(siehe Ubung).

1.4 Absolute und relative Fehler

Erinnerung: Norm im R”"
Die Abbildung [|.|| : R™ — [0, 00) heifit eine Norm, falls fiir alle x € R™ und fiir alle o € R gilt:

1. ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0
2. [fex|| = [a] - ||x]| und

3. ||x+yl| <|x[| +|ly|| (Dreiecksungleichung)

Euklidische Norm

Ixllz =
n

x| = Z ;] City Block Norm (Manhattan Norm)
i=1

[IX|loec = max(|z1,...,|Tn|) Maximumnorm

Die Norm von x ist der Abstand von x zum Nullpunkt.

Def. 3 (Absolute und relative Fehler)

Ist & eine Approximation von z (fir z,Z € R™ oder z,Z € X mit (X, || .||) normierter Vektorraum), so heifit
|z — Z|| der absolute Fehler von Z bzgl. z,
||z — |

der relative Fehler von Z bzgl. « (falls « # 0).

Im Gegensatz zum relativen Fehler gibt der absolute Fehler keinen Aufschluss iiber die Anzahl der giiltigen Stellen

von Z.

Beispiel 7:

lLo=1i=2= |z—& =1, 2% =1=10° (Fehler in der 1. Stelle)

2. 2 =1000,% = 1001. = |z —&| =1, 2= —=10-3 (Fehler in der 4. Stelle)

Satz 1
Fir z € R, z # 0 gilt:

_ —141
| — rd(x)] < b

2] < 5 = eps(b,l) =: eps (= Maschinengenauigkeit).
x




Beweis: OBdA. gelte > 0. Wahle g1, g2 € G aufeinanderfolgend mit ¢; < x < go und
l
g1 = b® Zaib”, al 7é 0.
i=1

Dann ist go — g1 = b® - b~! = b*~L. Wegen g; > b° - b~ ! folgt
pord@)] B gl b .
|| -~ g1 " 2b¢-bt 2
Bem.: Fiir IEEE-Gleitkommazahlen ist
eps = 27°% ~ 1,1- 10716 fiir ,double” (64 Bit-Gleitkommazahlen) und eps = 2724 ~ 6,0 - 1078 fiir ,single” (32
Bit-Gleitkommazahlen).

Folgerung

Fiir alle 2 € R existiert ein € € R, |¢| < eps mit

rd(z) = (1+¢)z.
Beweis: Fiir 2 # 0 nimm ¢ := f%d@). = 1d(z) = (1+e)z, =gut, 1 Il <eps. O

1.5 Kondition von Abbildungen

Matrixnorm und Kondition

Def. 4 (Matrix-Norm)

Sei A eine (m x n) Matrix und ||.|| eine beliebige Norm in R™. Dann heifit
H x||
Al = = sup [|Ax]|
Xl jjey=1

(zugehorige) Matrixnorm.

z.z. 1. Supremum existiert, 2. ||.|| ist eine Norm. (siche Ubung)

Ax]| _
[l

zweite Gleichung: HAIIXH [| = ||Ay]||, wobei y = Tl llyll = 1.

Die Menge {||x = 1||} ist kompakt und die lineare Abbildung Ax ist stetig, das Supremum existiert also.

Bem.: Es gibt andere Varianten der Matrixnormdefinition.

Matriznormen, ||.||x gehort zur entsprechenden Norm im R™
[|Alli = max Z la;;] Spaltensummennorm
n
[|[Alloo = maxz laq;] Zeilensummennorm  (vgl. Satz 8)
? -
92 = maz pektralnorm, Apq. : max. Eigenwer
A A ATA Spektral A Ei t

Wir verwenden hier nur die Spaltensummennorm, k =1

A
1Al = sup X g Z|ZWJ|

x20 |[%[|1 x;ﬁO ||X||1
n
< sup |aijz;] < sup |75 ) lai|
x;éOHXHl ;Z v x||1; ’ ; ?
——
(111
<

n
maxz lag;]-
j
i=1



Sei A = (ayj)i=1,...nj=1,...m und x = (z1,...,2,)7.

Es gilt fir die lineare Abbildung Ax:

m m
T
Ax = (E a T, ..., E amjxj)
j=1 j=1

n m n m
A = YD aye] <D0 layllay)
i=1 j=1 i=1 j=1
m n n
= Dzl ) lal < lIx[h max Y [a]
=1  i=1 )
—_——
[IxI[1
|| Ax]|y -
Tl = Tl
! )

A

Das Gleichheitszeichen gilt fur x = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der Stelle j, steht, an der die letzte Summe
maximal ist.
Wir wollen jetzt untersuchen, wie stark sich der absolute/relative Fehler unter Abbildungen &dndert. Seien X = R™,
Y = R™ mit fixierten Normen, x € X, f: X =Y, 2 #£0, f(z) #0
Def. 5 (absolute und relative Kondition)

[|f (&) = f(2)|ly o abs. Fehler von f(%)

abs — Rabs = li = - =
Fabs = abs(2) Pty |z — x||x #5% abs. Fehler von &
— 7Hf(x);f(z)lly — rel. Fehler von f(Z)
Frel = Fret(z) = Im —L@lY
rel rel ' iz W i—z rel. Fehler von &
x| x

heiflen absolute bzw. relative Kondition von f in x.

Eine Abbildung heifit in 2 gut konditioniert, falls ihre Kondition ,klein” ist, andernfalls schlecht konditioniert.

Bem.: Diese Konditionen nennt man auch die normweise Konditionen. (Zur komponentenweisen Kondition siehe

unten)

Bem.: Die Kondition hdngt vom Argument z ab, wir werden jedoch meist das Argument weglassen. Auch den Index

X bzw. Y werden wir im Folgenden weglassen.
Bem.: Zur Notation: Fiir g : (X, || .]|) = R ist der limes superior in x € X

Maximum/Supremum aller Grenzwerte lim g(zy,)

lim g(z) = konvergenter Teilfolgen ¢(z,,) mit z,, » = ,

T—x

oo falls keine konvergente Teilfolge g(z,,) existiert.

Kondition der linearen Abbildung

Beispiel 8: Kondition der linearen Abbildung Ax

— |[|[Ax— A — A% =
o AR AXL Al
T—T ||X—XH T—x ||X—XH
||| R
Krel = [|A]l. (*): < klar, = siehe Ubung

|| Ax]|

Beispiel 9: Kondition der Addition: R? — R (x1,22) — 71 + 22 = Ax, wobei A = (1,1),x = (z1,22)7



kabs = ||(1,1)][1 =1 (Spaltensummennorm)

|11
= A_ =
Rrel ||AX||1H ||1

Haben x; und x5 das gleiche Vorzeichen, so ist k. = 1. Bei unterschiedlichen Vorzeichen aber kann k. beliebig grof3

werden! In diesem Fall ist die Addition also schlecht konditioniert.

Beispiel 10: Seien x1 = 0.1234, T, = 0.1235 eine Storung von x1, xo = —0.123.

AuBlerdem sei y := x1 + z2 die Summe und § := &1 + x5 die gestérte Summe. Fir die relativen Fehler gilt dann:

Ay [|(z1, 29) = (Z1,32)[[x  0.0001

= = ~ 4.1-107%,
|1x[ |1 (21, 22)| |1 0.2464
A - .0001
1Ayl _ ly =gl _ 00001 _ o1
yllx ly 0.0004
relativer Fehler von y 0.2464
Frel = = = 616.

relativer Fehler von x 0.0004

Dieser Effekt des Verlustes an Genauigkeit heifit Ausloschung.
Faustregel: Ausléschung durch Subtraktion annédhernd gleicher Zahlen vermeiden!
Beispiel 11: Subtraktion (etwa) gleich grofler Zahlen a — b .

a:=Pi, b:= 100%, a—b=07
Mathematica gibt a — b = —4.44089 - 10716 (~ Maschinengenauigkeit) .

Schlussfolgerung: Gleitkommazahlen niemals auf Null testen.

Bem.: Beziiglich der normweisen Kondition kann auch die Multiplikation/Division schlecht konditioniert sein,

beziiglich der komponentenweise Kondition ist sie aber immer gut konditioniert! (Ubung)

Kondition einer differenzierbaren Abbildung
Sei f:R™ — R™:
f(zla"'v‘rn) = (fl(xla"'7$n)7'~'afm(xla"'7xn))T

Def. 6 (partiell differenzierbare Abbildung)

f heifit partiell differenzierbar, falls alle f;(z1,...,2,),i =1,...,m nach allen Komponenten z; (partiell) differenzier-
bar ist.
ofi(z) ... Ofi(z)
Ox1 Oxy,
Die Matrix J der partiellen Ableitungen, f'(x) = =: J heiBt Jacobi-Matrix. (Carl Gustav
Afm(x) . Afm(x)
oz Oy,

Jacob Jacobi, 1804-1851)

Satz 2 (Kondition einer differenzierbaren Abbildung)

Sei f: X — Y differenzierbar mit Jacobi-Matrix J. Dann gilt
|||

B @]

Beweis: Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Variablen:

Kabs = [|J]], 1.

F00) = £y = 30 = ') 4 0, X)) [lx — X'||, - wobei lim p(x,x') =0



Normbildung, Dreiecksungleichung, Division durch ||x — x’|| und Grenzwertbildung liefert r,ps < ||J||. Fiir = nehmen

wir eine Folge so dass &=l )|, 0

[Tx—x"]]
Die Kondition von Abbildungen kann also leicht mit der Jacobi-Matrix bestimmt werden.

Bem.: Ist die Abbildung sogar zweimal stetig differenzierbar, so gilt nach dem Satz von Taylor fiir Funktionen von

mehreren Variablen

70— 1) = 3 —x) + O(lx — x'|[F) = (Z ) wy - :r;->> +O(x - x|

Satz 3: Fiir die komponentenweisen relativen Fehler gilt asymptotisch

filx) = fix') <Zn: Ofi(x) ||z — f] :zn: fi(x) z; ||Ax,
| &0 TR T & 0n 0|
—_——
mit den komponentenweisen Konditionen kij (T)=Fij
ofi(x)| |z,
kij(2) 1=’ 5 _) l_]‘
zj || fi(x)]
Die Kondition linearer Gleichungssysteme
Kondition der Abbildung x = A1y, vgl. auch Beispiel 8
d.h. Losen des linearen Gleichungssystems mit fester Matrix A
Kabs = HA71||
[yl cayp o ALy o AT o
Frel = TaolAT = AT < "= —IIAT]|
‘ A~ yl] 1] [Ix]]
= [|A|l-[[A7Y]| = cond(A)
Def. 7 (Kondition von Matrizen)
Sei A eine reguldre Matrix. Der Term
cond(A) =[|A[l-[|AT!]]
heiflt Kondition der Matrix A.
Wir betrachten jetzt die linearen Gleichungssysteme
Ax =y und Ax =7 (gestortes System)

mit A, A € R"*" x x,y,y € R™.
Setze AA:=A — A, Ax:=%—xund Ay :=y —y.

Wir wollen jetzt den absoluten und relativen Fehler (||Ax|| bzw.

[|Ax]|
[xI]

[|x

) der Losung in Abhéngigkeit von AA und Ay

ermitteln.

Satz 4 (zur Information)

Ist A invertierbar und ||AA]| - [|[A~!]| < 1, so ist auch A invertierbar und es gilt

|Ax|| _ cond(A) <||Ay|+||AA|>

Il ™ 1 — cond(A) - LA\ Myl lIAl

Bem.: Ist cond(A)-[|[AA]]-||A||7! < C1 < 1, so gilt

|| Ax]| » Ayl | [IAA]]
<(1-C cond(A)| —=— + ,
g = (2= G0 cond () Fror®+ Ty




d.h. cond(A) kann als Verstédrkungsfaktor der relativen Fehler interpretiert werden.

Faustregel: Fiir relative Fehler ”HAAA“‘” R~ ”@3"‘” ~ 107" und cond(A) =~ 10" ist

~ 10+

d.h. man verliert k Stellen Genauigkeit.
Lemma (bendtigen wir zum Beweis von Satz 4)
Sei B (n,n) Matrix mit ||B|| < 1. Dann ist die Matrix I + B reguldr, und es gilt

1

IT+B)7 < ——r
1Bl

Beweis: Es gilt fiir alle x e R, x # 0
1T+ B)x|| = [[x|| = [[Bx|| = (1 — [[BJ]) [[x]| > 0
0
>

Die Gleichung (I + B)x = 0 besitzt also keine nichttriviale Losung, also ist die Matrix (I + B) regulér.

1 10l =T+ B)(T+B)~[| = [[I+B)~" + B(I+ B)™'||

> [[@+B)7 = IB[[[(T+B)~ | = [[X+B)~ (1 - |IB}) > 0

woraus die Behauptung folgt. O

Beweis von Satz 4

Nach Voraussetzung ist |[|[A"*AA|| < ||A7!||- [|]AA]| < 1. Nach obigem Lemma ist auch A + AA = A (I+ A 'AA)
[ —
regulér
regulér.

Mit Ax = x — % folgt aus Ax =y und Ax =y

(A + AA)Ax

(A + AA)(x + Ax — x)
= (A+AA)(x+Ax) —(A + AA)x

y+Ay
y+Ay — (y+AAx) = Ay — AAx

Ax = (A+AA) ' (Ay — AAx)

1Ax]| < [I(A+AA)THI(1Ay]] + [[AAIx]])
= [(AT+ATAA) T I(JAyl] + IAA]]]x]])
= [@+ATTAA) AT [([Ayl] + (IAA]]]x]])
< @+ ATTAA) T [[ATH[(lAY]] + [|AA]]x]])
1A~]]
< Ayl + ||AA]]]|x (nach Lemma)
< |A1||'||A|'|X|( 1Ayl ||AA||)
LA [JAAJPX AL (][ (A
cond(A) (|AY|| |AA||)
< - + [l
1 —cond(A)[|AA][-[[A[I=H Iyl [[A]l



wegen ||y[| = [|Ax[| < ||A[[[x]| O
Beispiel 12:

A:
3 5 3 -1 0
Losung von Ax =y : x* = (-5,3)".
[|All1 =max(1+3,2+5) =7, det(A)=1-5-3-2=—1,
A1), = max(5+3,2+ 1) =8,  det(A™") = b5 = —1,
cond(A) = ||A[|1]|A7Y]|; =7-8 =56

- 1 2 o —4.1667  1.6667 1
A == B A_ = s S/ =

3.1 5 2.5833 —0.8333 0.1

Losung von Ax =¥ : X* = (—4,2.5)".

Fortsetzung von Beispiel 12

det(A) = —-1.2, ||AA||=0.1, |JAAJ[]]A7!|] =0.8 < 1. Bedingung des Satzes erfiillt. Obere Schranke:

. 1) _ 8 _ HAax|| _ [[(=5,3)—=(=4,2.5)]| _ L
1—552%(%"“%) =55 % =32> M=l — I1(=5.3)[] =
Beispiel 13:
1 099 L —9800 9900
A= Al =
0.99 0.98 9900 —10000
[|A]]; = 1.99, det(A) = 1-0.98 — 0.992 = —0.0001, [J[A=Y]]; = 19900, det(A™1) = m = —10000,

cond(A) = ||A||1||A7Y|; ~ 4 - 10

. 1 099 . 100 —100
A: A7 =
0.99 0.99 —100 18000

det(A) =1-0.99 — 0.99% = 0.0099, det(A~!) = ﬁm) ~ 100 ||AA||=0.01, ||AA]|||[A7Y|| > 1. Bedingung des
Satzes nicht erfiillt (Ubung).

Fortsetzung von Beispiel 13

Loésung von

1 0.99 1 (1 100
A= X = : x*=A" =
0.99 0.98 1 1 —100
Losung von
- 1 099 1 - (1 0
A= X = : X*=A" =
0.99 0.99 1 1 %

1.6 Einfluss des Algorithmus auf die Laufzeit

Beispiel 14: Berechnung von e* fir x = xg = —15 auf 10 Stellen genau
Der wahre Wert ist (auf 10 Stellen genau) e*® = 3.059023205 - 10~ 7. Potenzreihe

(<]

0 .
—15)¢
§ ( i,) = 7.840047895 - 10~7
i=0 :

10



50 Summanden reichen nicht.

-3
=)
—

—15)°
> ) 3059023205 - 10~
Berechnen erst = !, und bilden dann y = %

= 3.059023205 - 10~

d.h. hier reichen 46 Summanden.

1.7 Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitéit
Def. 8 (Stabilitéit)

Ein Algorithmus heifit numerisch stabil fiir ein gegebenes Problem, falls der relative Fehler < relativen Kondition fiir

das Problem ist.

Beispiel 15: Losung der quadratischen Gleichung 2 — 2px +q = 0: f(p,q) = (z1,72) = p F /P2 — ¢
Das Problem ist gut konditioniert, falls ¢ < p?: Die Jacobi-Matrix ist

dzy Oy 1— —=2 L
J=| o g | _ p?P—q  2y/p%—q
dzy  Odmp 14+ —2 —1

Die absolute und relative Kondition

2lpl + 1
|meZmKZmKu@‘

Rabs =
i VPT—4a
A H@,MHH_|m+m‘H‘|m+m@+mm+5
£l Tl el S 2 T g

Fortsetzung von Beispiel 15:

Welchen Algorithmus wéhlen wir?
1. p-q Formel

T =pFVPP—q (1)

2. Vietascher Wurzelsatz (x122 = q)

Fall p < 0 Fall p > 0
T = p—yp*—q Ty = p+yp*—q
q q
Tro = — T = — (2)
X1 T2

Zunichst berechnen wir u = p?,v = u — ¢, w = /v und zur Vermeidung von Ausléschung
ry = p—w falls p<0
ro = p+w falls p>0

mit dem relativen Fehler (sei 0.B.d.A. p > 0), vgl. Satz 3

Al‘g 8.732 ya 8$2 w
2 ap ) w xg
Nzl(w 1'122
A A
- 1 2Py ‘1 v
- p+wH L+wH

11



Wenn ¢ < p? so sind die komponentenweisen Konditionen etwa, %
Nach der p-q Formel konnen wir jetzt z1 = p — w (wenn p > 0) (1.) ausrechnen oder wir verwenden den Vietaschen

Wurzelsatz und berechnen xq = L (2.)

e vy =p—w. Beig<p?istw=p, dh. wir haben Ausléschung. Rundungsfehler in p und w iibertragen sich
wie folgt (vgl. Satz 3):

Az Oz p | |Ap 8361 w Ap w || Aw
T Op o1 En 561 p T || w
r11 () *@12(17)
_ p
p—w
>1 geps Neps
Dieser Algorithmus ist also instabil.
® I%.
Axq oy q Agq n 0x1 xa || Axo
1 8q 1| ¢ Oz 1 || 2
_ ’q 4 72 || Az
12 q x% T X2
=1 =1

Dieser Algorithmus ist also stabil.

Beispiel 16:, Fortsetzung von Beispiel 15 (Losung der quadratischen Gleichung x® — 2px + q = 0 mit ¢ = 0.87)
P ) z1 (1) 1 (2) z1 (2)- 1 (1)
9.728 - 102 | 194.556  0.00447173 0.00447173 5.0307 - 10716

2.55 - 108 5.1-10% 0 1.70588 - 1079  1.70588 - 10~*
p-g-Formel liefert im zweiten Beispiel ein falsches Ergebnis.

1.8 Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Beispiel 17:

y = f(x1,22) = 27 — a3 = (21 — 22) (21 + 72)

——
A B
Relativer Problemfehler (nach Satz 3)
‘Ay < 8f X1 A.’l?l 8f X9 Awg
dr1 f Oxg f 2
2x1 - 11 —2x9 - X2 =9 %—l—xz .
x? — 22 x? — 22 N x? — 232
1 2 1 2 1 2
wobei
Az; _ a:i(l—l—ei)—xi e <
€Z; xX;
weiter mit Beispiel 17
Relative Kondition
|| 1] + |a2] |21 + 22
Frel = 1] = 1221, 222)|| = 2{ 557 max(|z1], [x2])
NTEES]] |2} — 23] ’ |2} — 23] ’

12



schlechte Kondtionierung fir |z1| & |x2].

Betrachten wir Algorithmen A und B:

Uy = I ] T V1 = I H xTo
Uy = ko an vg = x1Huxs

= U1E|UQ zZ = ’l)1|z|112

g o
Nach der Folgerung aus Satz 1 ist der Rundungsfehler bei Maschinenoperationen (z.B. ® = H, [, H) gleich:

‘7"2) = (1 + 5)(371 ® 372), wobei € < eps
Fiir Algorithmus (A) ergibt sich

up = wi(1+¢e) uy = x3(1 + £3)
g = (a1l +e1) —23(1+e2))(1+e3)
= o} —ad+tale) — ades + (x] — 23) ez + O(eps?)
=y =y
‘Ay < epsx%+x%+lx%—x§|
vyl - |27 — 3]

d.h. der Rundungsfehlereinfluss kann grof sein, wenn |z;| & |z2|.

Fiir Algorithmus (B) ergibt sich

vy = (x1+x2)(1+e1) vy := (x1 — x2)(1 4 €32)
zZ = (1}1 +x2)<1+€1>(l‘1 —.%‘2)(1+82)(1+63)
= 22 — 25+ (2? —22)(e1 + 2 +e3) + O(eps?)
—_— ——
Az
- < ler+ea+e3] <3-eps

d.h. der Rundungsfehlereinfluss ist deutlich kleiner.

Auswertung von Polynomen p(z) = Y7 a;z"

verlangt w Multiplikationen und n Additionen.

Schneller (nur noch n Multiplikationen) (Horner-Schema):

p(x) = ao+x(ag +x(ag+2x(as+ - -z(ap-1+ an  )-)
—~
bn-1 p_1mal
bn_2
bpo1 = an
b; = aj;1+x-bjy1 j=n-2,...,0
p(x) = ag+z-bo
verlangt nur noch n Multiplikationen und n Additionen
Beispiel 18: p(x) = 2* — 323 — 822 — 17z — 4 an der Stelle x = 2
plz) = —44+2(-17+2(-8+z(-3+_z)))
2
—_———

-1

—10

—37
= —4+42-(-37)=-T8

13
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Bem.: Die Auswertung nach dem Horner Schema ist auch numerisch stabiler.

Bem.: Es zeigt sich generell (Fehlerfortpflanzungsgesetz, s. z.B. Stoer), dass die zuletzt ausgefiihrte Operation den
entscheidendsten Einfluss auf den Rundungsfehler hat, deshalb
Unvermeidbare numerisch instabile Operationen (z.B. Ausléschung) am Anfang durchfiihren!

Auswertung von

e irrationalen Konstanten z.B. durch schnell konvergierende Reihen, z.B. verwendet Mathematica fiir 7w eine hy-

pergeometrische Reihe (Chudnovski-Algorithmus)
trigonometrischen Funktionen durch Potenzreihenentwicklung

rationalen Funktionen durch Kettenbruchbildung
Logarithmus fiir || < 1 durch Potenzreihenentwicklung, und fir || > 1 durch Logarithmusgesetze.
teilweise sind mathematische Grundfunktionen schon in der Hardware implementiert.

2 Nichtlineare Gleichungssysteme
Wir betrachten das System von Gleichungen
f(x)=0, x € M CR* f(x) e R®

d.h. wir untersuchen Nullstellen der Funktion f.

Losungsmethode: Intervallschachtelung (n = 1) oder Iterationsverfahren

2.1 Intervallschachtelung
Problem: Fiir f : [a,b] — R, a,b € R suche eine Nullstelle = € [a,b]: f(z) = 0.

Satz 5 (Existenz einer Losung)

Sei f: [a,b] — R stetig und f(a) <0 und f(b) > 0. Dann existiert ein = € [a, b] mit f(z) = 0.

Beweis: Folgt direkt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen. O

Satz 6 (Konstruktion einer Losung)

Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) < 0 und f(b) > 0. Setze ag := a, by := b. Fiir n € N definiere z,, := % (a, + b,) und
Upt1 := Tp, bpy1:=0b, falls f(x,) <0
Ant1 = Qpn, bpy1:=z, falls f(z,)>0.

Dann gilt

1. [an+17bn+1] C [anybn]7

2. Die Folge (a,,) ist monoton wachsend und nach oben beschriankt, die Folge (b,,) monoton fallend und nach unten

beschrankt,
3. b, —a, =2""(b—a),
4. lima,, = limb, = & und f(z) = 0.
Beweis: Folgt direkt aus Konvergenzsétzen. O

Beispiel 19: Berechnen die reelle Wurzel 33, flx) =23 -3, a*=~1.44225.
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i oa; b flai)  f(b:) z; f(@:)
0] 1 3| —-2<0 24>0 2 5>0
1|1 2 5>0 3 i>0
21 1 3 2>0 5 =Z<o
3% 3] -E<o 4 o
418 2 -2 <0 2 —1.4375

Bem.:

Die Intervallschachtelung ist numerisch sehr stabil, aber die Konvergenz ist sehr langsam! Im Allgemeinen kon-
vergieren (ay,), (bn), (x,) linear gegen #. (Brauchen 10 Schritte, damit b, —a, < 1073(bg —ag) (2710 = 1024 ~
1073)).

Funktioniert nur fiir Funktionen in R! (f : [a,b] — R).

e Nur geringe Voraussetzungen an f notig (Stetigkeit + Vorzeichen an Intervallgrenzen).

Andere Wahl des Teilungspunktes x,, kann Konvergenz beschleunigen (z.B. ,Regula falsi”).

2.2 TIterationsverfahren
Wir betrachten die Iterationsvorschrift
Xpt1 = P(xy), n=0,1,...

wobei ®(x) eine Iterationsfunktion M — M ist mit einem Fixpunkt &, d.h. ®(£) = €. x¢ ist ein geeignet zu wihlender
Startpunkt.

Fragen:
e Wie findet man ein geeignetes Verfahren?
e Unter welchen Bedingungen konvergiert die Folge der x,,?

e Konvergenzgeschwindigkeit?

Verfahren:
® X1 = X, + f(Xn) Einfache Iteration
o X1 =X, +C - f(xp), Modifizierte Einfache Iteration

® X,t1 =X, + C(x,)f(x), wobei C'(x) eine Funktionsmatrix ist Beispiel: Newton Verfahren (beruht auf Taylor-

reihenentwicklung)

2.3 Banach-Fixpunktsatz

Def. 9 (kontrahierende Abbildung)
Sei (R, ||.||) normierter Raum. Eine eindeutige Abbildung T' mit Db(T'), Wb(T) C R heifit kontrahierend, falls es eine

reelle Zahl ¢, 0 < g < 1 gibt, so dass
IT() Tl <q-llz—yll Vr,yeR

Def. 10 (Fundamentalfolge)

15



Eine Folge {a,} heift Fundamentalfolge, falls
Ve>0 3dng:Vn,m>ng: |a, —an| <e.

Def. 11 (Vollstdndiger normierter Raum)
Ein normierter Raum R heifit vollstandig, falls jede Fundamentalfolge (=Cauchy-Folge) einen Grenzwert in R besitzt.
Beispiel 20:

e (R™ ||.]|) mit ||.|| euklidische Norm oder Maximumnorm

e (Q",]|.|]) ist nicht vollstdndig.

Satz 7 (Stefan Banach, 1892-1945, Fixpunktsatz)
Eine kontrahierende Abbildung T einer abgeschlossenen Teilmenge A eines vollstdndigen normierten Raumes in sich

selbst besitzt genau einen Fixpunkt.

Beweis: Sei 21 € A beliebig. Wir definieren eine Folge (x,,) wie folgt
Tpy1 = T(zp), n=12 ...

und zeigen als erstes, (z,,) ist Cauchy-Folge.
Zunichst ist (Beweis induktiv)

|zn — Tps1]| < ¢ Mo —22|]  (g< 1)

Weiter folgt Vn, m,n < m:
m—1 m—1

Dollwi =il <Y q e — @]
i=n i=n

1

IN

[|Tn — Zml|

< ¢ Mo —al] ) = |21 — wal].
j=0

1—gq

Die Folge auf der rechten Seite ist eine Nullfolge.
Sei ¢ > 0. Dann dng : Vn > ng:

n—1

l_qug—le <e

Damit Vn,m > ng

|z — zm|] <€

Wegen der Vollstandigkeit von (R, ||.]|), A abgeschlossen und A C R hat die Folge (x,) einen Grenzwert in A, sei
dieser x*.
Wir zeigen, dass auch limz,, = T'(«*). Dann folgt, da es (in R) nur einen Grenzwert geben kann: «* = T'(z*), d.h. «*
ist Fixpunkt.
Es gilt Vi € N:

|1 = T (@) = [|T(2n) = T(@")|] < g~ |len — 2| <[lzn — 27|

Da (||zn, —2*||) Nullfolge sind auch (||x,+1 —T (z*)||) und (||z,, — T (z*)||) Nullfolgen und obige Behauptung ist gezeigt.
Bleibt zu zeigen, x* ist einziger Fixpunkt.

Angenommen, z*, z** sind Fixpunkte und z* # z**. Dann ||z* — 2**|| # 0 und

lz* =™ || = [|T(2") = T(@™)|| < q-[la" — 2™ < ||l2" — 2™

16



Widerspruch. O

Bem. Der Beweis ist konstruktiv. Das in dem Beweis angegebene Verfahren nennt man Verfahren der sukzessiven

Approximation.
Beispiel 21: n =1, f(z) = 1 4+ sin(z), M =[0, %], 2* ~ 0.481598
1 s 3 s 1
= — —) = — — = |-, = M
fo=1 Q=2 =12
T 1 s V3 o1
1§ =573 =1+

Nach dem Mittelwertsatz 3¢ € [y, 2] mit

1f(y) = FR) = [f(Olly — 2| < sup [f'(@)lly = 2| (allgemein)

1 1
sup |f'(xz)|= sup =cos(z)==<1
0<z<% 0<z<Z 2

d.h. f ist kontrahierende Abildung und es existiert ein eindeutiger Fixpunkt z*, d.h. z* = f(z*)

Beispiel 21 (Fortsetzung)

n=1, f(z) = 1+ isin(z), M = [0,3] z* ~ 0.481598

g = 0 reg ~ 047724
1 = i x7 ~ 0.479665
ry ~ 0.3737 rg ~ 0.480741
r3 ~ 0.432532 r9 = 0.481218
xqg ~ 0.459586 x10 ~ 0.48143
rs ~ 0471788 r11 ~ 0.481523

2.4 TIterative Losung Linearer Gleichungssysteme

Sei A (n,n)-Matrix mit vollem Rang. Dann besitzt das lineare Gleichungssystem
Ax=D

genau eine Losung. Zur Iterativen Losung betrachten wir die Fixpunktgleichung

x=x—-C(Ax—b)=(I-CA)x+ Cb =Bx+d=: Bx (1)
d
B

mit geeigneter regulidrer Matrix C.

Den Banach-Fixpunktsatz kénnen wir anwenden, falls die Abbildung B kontrahierend:
|Bx — By|| = |[Bx — By|| < [|B]| - [[x — ]|
d.h. wir brauchen ||B|| < 1 fiir eine geeignete Matrixnorm.

Jacobi-Verfahren

Satz 8 (Jacobi-Verfahren, Gesamtschritt-Verfahren)
Sei A regulir, C = (diagA)~! und ||.|| eine geeignete Matrixnorm. Dann besitzt die Gleichung
x=Bx+d

17



fiir beliebiges d genau eine Losung, und die Folge (x,,,) mit

Xm+1 = Bx,, +d = (I — CA)x,, + Cb
konvergiert fiir beliebiges x gegen die Losung falls die Matrix A diagonaldominant ist.

Def. 12 (Diagonaldominanz)
Eine Matrix A = (a;;) heiit diagonaldominant, falls

laii| > Z|aij| Yi=1,...,n
J#i

Beweis von Satz 8:
Es geniigt zu zeigen, ||B|| < 1 fiir eine geeignete Matrixnorm.
Es gilt fiir die Eintriige der Matrix B =1 — CA =1 — (diag(A)~!)A:

0 falls j =1

_ Qig
Qig

b,;j =

sonst

Fiir die i-te Komponente z; von x = (I — CA)x + Cb folgt:

b; 1
€Ty = Zbijxj + ? = ?(bz - Zaij:z:j)
j 17 17

J#i

Seien jetzt X = (Tm1 -+ Tmn) WA Y = (Ym1 - -+ Ymon)-

|Tmi1i — Yma1il =

1 1
7(171 - Zaijl”m,j) - 7(b1 - Zaijym,j)
(4273 273

i J#i

1
< 75 |aijl|Tm,; — Ym.jl
|aii| —
J#£i

1
< (7Z|au|) ||Xm_YmH<>o
2 j#i

<1

wegen der Diagonaldominanz der Matrix A.

IIBX;, = Bymlle = [[Xmt+1 — Ymtilloo

= fél%xn |$m+1,z‘ - ym+1,i|

max (—— 3" Jag ) [%m — Yonl oo
1<i<n  ag| =Y
J#i

[1Bfoo <1
[|B]|co ist hier die Zeilensummennorm.
L3
Beispiel 22: Ax = X = , A ist diagonaldominant. x* = (%, %)
: 1 1
0 —3 1
Sei xI' = (1,0), C=1. Algorithmus: x,,; = Xy +
1
~1 9 1
2

18




1 115
xI = (1,2), x1 = (=,2), I = (g 85)
2 16’8 7 Tog
31 11 21 64 128
xI = (7 7) < = (7 7) T 171 85
2 4’2 5 16'327 X3 = (552 759)
3 2567 128
T _ (35 ro_ 4321 T _
X3 (105 xg = (gp3g)h X = (0.6680,0.6660)

GauB3-Seidel-Verfahren

Wir zerlegen jetzt die Matrix A in drei Teile, A = L + D + R, wobei D = diag A und L und R obere und untere
Dreiecksmatrizen sind. Wir wiihlen jetzt C = (L+D)~!. Damit wird die Fixpunktgleichung (1), d.h. x = x—C(Ax—b)
zu

x = I-(L+D)'A)x+(L+D)'b
I-(L+D) " L+D+R)x+(L+D)'b
= —(L+D)'Rx+(L+D)'b

Das Iterationsverfahren wird dann zu

~L+D) 'Rx,, +(L+D)'b

Xm+1 =
(L+D)xpe1 = —-Rx,+b | —LxXpy1 [-D7!
Xme1 = —-D'Rx, -D'Lx,,1+D'b

Bem.: Beim Jacobi-Verfahren haben wir C = (diag A)~! gewiihlt.

Xme1 = -D'Rx,-D'Lx,,1+D'b
i—1
Qij a5 b;
Tm+1s = — § @ —Tm,j — E @ —Tm+41,j + ;
] ’LJrl 1% J 1 i1 17

Zur Berechnung von z,,11,; werden also die ersten ¢ — 1 Komponenten von x,,41 mit verwendet.

Satz 9 (GauB-Seidel-Verfahren, Einzelschritt-Verfahren)

Sei A reguldr und diagonaldominant. Dann besitzt die Gleichung
—(L+D) 'Rx+d

fiir beliebiges d genau eine Losung, und die obige Folge (x,,)

konvergiert fiir beliebiges x¢ gegen die Losung x* und es gilt
|[xm —x"|[ < p™|[x1 —x0[|, wobei p<1
Beweis von Satz 9:

1—1 n
- Qij Qij .
Seien «; = E |—j| und f; = E |—]| Dann erhalten wir
. Qij ji
=1

17

j=i+1
n @i i—1
Ty = = = D —(wm Z L (Em1,y = 23)
A Q5 — Qi
j=i+1 Jj=1
a 1—1
|Tmi1s — 2] < Z | U||33m,]—x]|—|—z:| |\zm+1,j—x]|
Jj=t+1
a
%mi1 — X |l < Z | ”\|\xm—x*|\m+2| |\|xm+1—x lloo
j=it1 A5
——— H/—/
Bi(m) Qi (m)
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wobei ¢ = i(m) der Index ist, fiir den die rechte Summe maximal wird. Aus der letzten Gleichung folgt nacheinander

(i = i(m))

(1= ai)l[xmsr =x|| < Billxm —x7|
6.
[m1 = x| < 7= llxm = X" < pllxm —x7]]
——
<p S.u.

N

[ —x*I| < p™fx0 — x|

wobei .
pi=max(a; + ;) = max(z |% ’) <1 wegen Diagonaldominanz
7 7 j;éz (0771
Bleibt z.z.: £ < a; + ;.

1—0[1' -

0§1—ai—[3¢ = Ogai(l—ai—ﬂi) = Bigaifangﬂifaiﬂi = ﬂig(aﬂrﬂl)(l—az)iBeh O

1 1
Beispiel 23: Ax = . X = , A ist diagonaldominant. x* = (%, %), Sei xI' = (1,0), wgl. Beispiel 22.
1o 1
n 1—1
o Aij Qi bz
Tm4+1s — — E — Tm,j — § —Tmy1,; T —
jeig G = i Qi
Tm,2 Tm+1,1
Tm+1,1 = T o +1, Tm+1,2 = Ty +1
1 1 1 T 1
I1,1=—§'0—|—1:1, 171,22—5'14-1:5, X7 2(1,5)
_ 1.1 _ 3 _ 1.3 _5 T _ (35
T =—35-5+1=71, Top=—5-7+1=3g, x3 =(1,3)
- _1.5 1 —_1. 1 — 21 T _ (11 21
31 =—5-gtl=15 @ma2=-5-tl=i, x3 = (15> 32)
_ 121 _ 43 _ 143 _ 85 T _ (43 85
g =3 ptl=g, wa2=—3-gtl=1s X1 = (5 )

2.5 Einfache Iteration

Def. 13 (Jacobi-Matrix), Erinnerung

Sei f: RF — R” stetig partiell differenzierbar nach allen k& Komponenten. Die Matrix

oh ... Oh

611 azk
J =

ofr ... Ofw

811 azk

heifit Jacobi-Matrix (oder Funktionalmatrix).
Bem: die Stetigkeit der Ableitungen wird unten gebraucht um zu zeigen dass Suprema existieren.

Satz 10 (Einfache Iteration)
Sei die Menge M C RF abgeschlossen, konvex, f : M — RF, f besitze auf M stetig partielle Ableitungen. Weiter sei
f(x)+x €M Vxe M und sup,c,, |[IT+ J(x)|| < 1, wobei I die Einheitsmatrix und J(x) die Jacobi Matrix ist.

Dann existiert genau ein x* € M mit f(x*) = 0 und fiir beliebige xo € M konvergiert die Folge (x,,)
Xp = Xp-1+ f(Xp—1), n €N (2)

gegen x*.
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Beweis: (zu Satz 10). Sei Bx =x+ f(x) firx € M. B: M — M.
Wollen den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden, und tiberpriifen, ob die Abbildung B die Kontraktivitdtsbedingung
erfullt.

||Bx — Byl

Ix =y +f(x) = F)l

X+ J(x+ \%(yfx)))(xfy)H (Mittelwertsatz)
€(0,1)

| sup [T+ I [(x = y)ll < all(x =yl

xEM

IA

<a<l

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt die Abbildung B genau einen Fixpunkt x*: Bx* = x*. Der Banachsche
Fixpunktsatz liefert gleich das Verfahren (2) zum Finden des Fixpunktes. O

Einfache Iteration, Konvergenzgeschwindigkeit
Setzen wir in der Ungleichung ||Bx — By|| < a||x — y||:

X = X,_1 und y = x* so erhalten wir
[[xn = x*[| < of[xpn—1 — x7[| < a"[[x0 — x|
Konvergenz ist linear.

Beispiel 24: n=1,M = [a,b], f(z) =0

Voraussetzung: 1+ f : M — M und

sup |l + f/(z)] < 1, also f’ <0, d.h. f ist monoton fallend.

Verfahren: @, = &1 + f(Tn-1) =: ¢(Tn_1), also sup |¢'(z)| < 1, d.h. ¢ darf nicht zu steilen Anstieg haben

Beispiel 25:  f(z) = _%3;2 + %; z€(0,1), z*= %
Zuniichst ist ¢(z) == f(z) +2z € (0,1), |¢/(z)| =1 —z| < 1

1 1 S
Tapr = @t (-57n+ ) P

8 /7/
_ 0 _1 B 31 04t /7
o = , X1 = g’ T = 128’
127 o2r
= — ~ 0.49 —
T3 2567 5 o

Beispiel 26: n=2, M =[0,1)%, f(x1,22) =0

= T 1)+ —
fi(z1,22) 501(8$1 )+ 622
1
fo@1,22) = (w122 — D)o
16
Man priift leicht nach, dass x + f(x) € M Vx € M.
=1 g

Jacobi-Matrix: J(z1,22) =
1 1
1625 §T1%2 — 1

Damit

I+J($1,$2) =
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1
sup T4+ 3 ) = (170
8

;‘»—A N

[|sup [T+ J(x1,z2)|]| <1

xo = (L,1) am weitesten von der Losung (0,0) entfernt
3 1

Xy = XO+f(X0)_(T6’E)

Xo = X1+ f(xl) a2 (0.0083,0.000046)

Q

X3 (0.0000114739, 1.08713 % 10~ *2)

Probleme bei der einfachen Iteration:
e geeignete Menge M, so dass  + f(x) € M

e geeignete Norm, so dass ||B|| < 1

2.6 Modifizierte Einfache Iteration

Hinweis: Der folgende Satz ist zur Information, vgl. Bemerkung im Anschluss an den Beweis.

Satz 11 (modifizierte Einfache Iteration)
Sei die Menge M =R*. f:R* — R”, erfiille folgende Bedingung: 3L > 0,y > 0 so dass Vx,y € R”

1f(x)=Ffll2 < Llx—=yll2 (Lipschitz-Stetigkeit)
(f(X) — fly),x — y) > qllx—yl3 (starke Monotonie)

Dann existiert genau ein x* € R¥ mit f(x*) = 0 und fiir beliebige xo € R* konvergiert die Folge {x,,}
Xp i=Xp-1+ Bf(Xn-1), nEN, (3)

falls 8 € (—%,O), gegen x*.

Beweis zu Satz 11
Sei Bx := x + Bf(x) fiir x € R¥ und B € (—23,0).
Wollen wieder den Bachach’schen Fixpunktsatz anwenden, und iiberpriifen, ob die Kontraktivitdtsbedingung erfiillt

ist.

1Bx—Byll; = |x—y+8(f(x) - f¥)I3
= (x—y+B(fx) - fy)x—y+B(f(x) - f(¥))
= [x-yl3+28(f(x) - f(y)(x~y)

<Byllx—yll} da <o
+62[1f(x) — f)ll3
<L?||x-yll3
(14287 + L*8%) [|x — ylI3

=:9(B8)<1

IN

Kurvendiskussion g(5):

9T =g(0) =1, ¢'(8) =27+ 2812 =0,4"(5) =2 > 0
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Minimalstelle an der Stelle § = — 7.

Konvergenzgeschwindigkeit

der modifizierten einfachen Iteration ist, wie bei der einfachen Iteration, linear

Bem.:
Wenn wir ein 3 finden so dass ||[I + 8J(x)|| < 1 Vx € M dann kénnen wir uns die Uberpriifung der anderen

Voraussetzungen von Satz 11 sparen. Aber dann muss x + ff(x) € M sein.

Beispiel 27:  Wir suchen eine positive Nullstelle x > 0 von

fl@)=vz+1+ 51lnox -2

Wahle M = [0, 8]. Wir haben fiir x € M:
1 1 1 < f(a) 1 +cosx<1 1 3
—_ = - - — x) = —— + —— — = .
15 6 10 — 2v/x +1 10 — 2 10 5
versuchen 3 so zu finden, dass sup |1+ Sf/(z)| <1, d.h. =2 < 8f'(x) <0 Vz € M. Wegen obiger Ungleichung gilt

10
e 0
3 < B <

Wir kénnen somit 3 := —3 setzen und ¢(z) := x —3f(z) = 64z — 3z + 1 — 35 sinz. Damit ist |¢/(z)| < 4/5 = 0.8.
Die Abbildung ist also kontraktiv.

Fortsetzung von Beispiel 27
Um zu zeigen, dass ¢(M) C M, betrachte zuerst g(x) := x — 3y/x + 1 und zeige, dass g sein Minimum auf M in
x =5/4 mit g(5/4) = —13/4 und sein Maximum in z = 8 mit ¢(8) = —1 annimmt. Somit gilt fir z € M:

Also konvergiert die Fixpunkiteration (z,,), z,+1 = ¢(x,) fir beliebiges o gegen die (eindeutig bestimmte) Nullstelle
x* ~ 2.908 von f auf M.

rg = 8 rg = 3.30334 rg = 2.93364
xz; = 4.70319 rs = 3.07067 r9g = 2.92168
rg = 3.83877 re = 2.99664 r10 = 2.91527
r3 = 3.43223 7 = 2.95593 11 = 2.91184

2.7 Newton Verfahren

Der Startwert xg bei der Iteration nach dem Newton-Verfahren muss nahe genug an der Nullstelle sein.
Betrachten zunéchst den Fall der Dimension n = 1 und entwickeln f(z) in der Umgebung von zg in eine Taylorreihe.

Setzen dazu voraus: f zweimal (stetig) differenzierbar.

)+ f(xo +9(x — x0))

2! (x —20)?

f(@) = f(wo) + f' (o) (x — o

wobei ¥ € (0,1).
Idee: Betrachten statt f(z) = 0: f(x,) + f'(20)(z — 20) = 0 nur den linearen Anteil, was uns auf 1 = zy — ]{,((Z‘;))
fithrt.

Die Iteration

beruht auf dieser Linearisierung.
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Im Fall h6herer Dimension n > 1 ist das Verfahren entsprechend
Xm+1 :Xm_Jil(Xm)f(Xm); m=1,...,

wobei J die Jacobi Matrix ist.
Im Vergleich zu den bisherigen Verfahren (x,,4+1 = X, + Cf(x;,)) mit festem C haben wir jetzt ein variables C(x) =
J1(x).

Satz 12 (Newton-Raphson Verfahren)
Sei f: M — R"™, stetig differenzierbar, und 3Ix* € int(M) mit f(x*) = 0 und J(x*) reguldr. Dann 3§ > 0, so dass fir
xp € Us(x*) = {x|x € M, ||x — x*|| < 0} C M die Folge (x,,) mit

Xmi1 = Xm — I (X)) f(Xm), mEN
gebildet werden kann und gegen x* konvergiert.

Konvergenz keine Konvergenz

6l

|

2

/ 1

-6 L
/ 7/ 1 2 3
_8
— 2k

Be;:feis: Wir fithren den Beweis fiir den Fall n = 1. Es gilt:

Tl —2° = T — [ (@) (f@m) — f(2*)) — 2
g

- Tm — Z‘* - flil(an)f/(xNL + 19($* - x?n))(x'm - x*)
= (A= am)f (@m + (@ = zp)) (@ —27)
()

Konvergenz wenn |(*)| <1. Sei ¢ > 0. Da f’ stetig in x,, 36 > 0 : |f'(zm + Hz* — zp,)) — f(zm)] < € falls
[z — 2*)| < 9.
Damit wird | @m) = (@ntd@ —en))| 7oy < 1 und demzufolge |(x)| < 1 wenn ¢ hinreichend klein. O

f’(mnl)
Fir den Fall n > 1 bekommen wir analog, wieder unter Anwendung des Mittelwertsatzes, diesmal fiir Funktionen von

mehr Verdnderlichen,

X1 — X5 = (T=T N (xn)I (X + (X" — X)) (X — X¥)

= I (%) (I (Xm) — I + (X — %)) (X — X¥)

[xmar =" < I )T I () = I (i + I = %)) -
A[%m — x|
< APl e

fir || — (Xm — V(X" —x4m)) || < 0 wegen Stetigkeit von J (alle partiellen Ableitungen werden als stetig vorausgesetzt).

Beispiel 28: Nullstellen von f(x) = 4log(x) — x
Die Nullstellen sind z] = 1.42961 und x5 = 8.61317. Setzen den Startwert z, := 0.3.
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foy = 11
T o= J{((:;(;)) — 03— J{,((% ‘?) — 0.714802
Ty = @ — J{(("’;ll)) = 0.714802 — J{m = 1.16254
T3 = xg— J{((Z)) _ 116254 L ((11 11%222?) — 1.39202
©y = x3— JJ;((ZZ)) —1.39202 — ;/((11 ?;)%22%22)) — 1.42885
T = @4 J{(("’;i)) — 1.42885 — J{,((ll i22888855)) — 1.42961

Beispiel 29: Nullstellen von f(x) = 23 —32% + x + 3

Die einzige reelle Nullstelle ist z* = —0.769292. Setzen wir den Startwert auf =y := 1, so

fl(x) = 32> —6z+1
-~ ~ flxo) . f(Q) _ 2
T R 1) B
B f(z1) f@ 5 1 _
e Ty A 10) R B
xr3 = X1, T4=2T2

Der Startwert ist offenbar zu weit entfernt von der Nullstelle.

Konvergenzgeschwindigkeit des Newton Verfahrens (n = 1)

Taylorreihenentwicklung (f € Cs[a, b], f'(z) # 0 Vx € [a, b])

f/’(xm + (2" — 1))

f@®) = f(om) + f'(am)(@™ — 2m) + 51 (@ —zp)?
- '
woraus folgt (0 := x,, + 9(x* — x,))
I NS U L) W
f'(@m) B ot 2fl(33m)( m)
T _z* — T _x*_f(xm — f”() ot — 2
<K

< Klz* — )2

d.h. wir haben hier quadratische Konvergenz.

Vorteil: quadratische Konvergenz
Nachteil: Rechenaufwand

e in jedem Schritt ist die Ableitung oder sogar,
e im Fall n > 1, die Inverse der Jacobi-Matrix zu bestimmen.

Es gibt eine Reihe von Modifikationen des Newton-Verfahrens,
z.B. kann man statt jedesmal die Jacobi-Matrix (und deren Inverse) neu zu berechnen, J(zq) verwenden.

UA: Fiithren Sie den Beweis fiir diese Modifikation von Satz 12 fiir den Fall n = 1 und untersuchen Sie die Konver-

genzgeschwindigkeit!
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Eine andere Moglichkeit ist, in jedem Schritt, das lineare Gleichungssystem
JAX,, = —f(xm)

(numerisch) zu 16sen und dann X, 1 = X, + AX,, zu setzen.

2y — z 2 -1
Beispiel 30: f Y = Y . J Y1 =
z 6y + 2 + 222 z 6 1+4z
a b o 1 d b
Fiir 2 x 2-Matrizen: A = dgfo A1 =
c d ad — be a
-1
z2F— 1 1+4Z 1
=l 5 N S I I
5 8(z+1) 6 2
-2
Wihle xo = | 7| =
z -3
» ) 1 [=11 1\ (-1
xi = w3 ) = ||+
-3 —6 2 3
1(9 —1.125
18 —2.25
—1.0125 —1.000152
X2 = ’ X3 ~
—2.025 —2.000309

(z,,) konvergiert gegen die Nullstelle
-2

2.8 Sekantenverfahren (Regula Falsi)

verwenden, im Gegensatz zum Newton-Verfahren, anstelle der Ableitung f/(zy) eine Approximation, den Differenzen-

quotienten
_ flaw) = f(wr)
LTk — Tk—1
Diskretisiertes Newton-Verfahren
-~ f(zx)
Tr+1 = Tk —
a

Geometrische Interpretation: anstelle der Tangente wie beim Newton-Verfahren wird die Sekante durch die Punkte
(zg, f(ag)) und (zk—1, f(zk—1)) genommen und der Schnittpunkt mit der x-Achse ist ist neue Wert 2.

Konvergenz: |zg1 — 2*| < Clag — a*||zr—1 — x*| (siehe z.B. Stoer, Abschnitt 5.9)

Beispiel 31: Nullstellen von f(x) = 4log(x) —
Die Nullstellen sind =7 = 1.42961 und =35 = 8.61317. Setzen die Startwerte z, := 1,z; := 3.
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a, = fla1) = f(zo) 1.197 ' /
1 — X0

Ty = X1 — f(z1) ~ 1.835 ' ‘ * e °
aq

vy = m— 1) oo
az

T4 = IT3— M ~ 1.53
as

Reihenfolge der Sekanten: gelb, griin, rot.

2.9 Nullstellenbestimmung fiir Polynome

Sei P(x) = apa™ + ay_12" "1 + - - a1z + ap Polynom n-ten Grades. Anwendung des Newton-Verfahrens

P(zpy,)
P'(z,)

Tm+1 = Tm —

verlangt die Entwicklung von P(z) und P’(z) an den Stellen z,,. Dazu setzen wir & := z,, und teilen P(z) durch

(x — z):

P(z) = apz"+ n_ 12" '+ -+ a1z + ag

= (bn—lxn71 +bn—2xn72 + - +b0)(l’*j) +b_1

Q(x)
bnfl = an
bj = (1j+1+bj+1ff, j:n72,...,71
P(z) = b
wie man leicht durch Koeffizientenvergleich iiberpriift.
Dasselbe machen wir mit dem Polynom Q(x):
Q(l‘) = bn,1$7L_1 + bnfzwn_2 + -4+ bix+ by

= (n2t" P Hep 32" P Faxte)(z—T) e

Cp—o = bp_1
Cno3 = by o+cp_oT

¢; = bjjpi+cpz, j=-1,...,n—-3
Q) = c

P(z) = Qz)(x—1)+b_,
Pllz) = Q(z)(x—2)+Q()
P(z) = Q) =c_.

Def. 14 (Horner Schema)
Der Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten heifit Horner-Schema.
Bem.: In jedem Iterationsschritt haben wir also etwa je 2n Additionen und Multiplikationen.
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Bem.: Natiirlich konvergiert das Verfahren nur, wenn der Startwert hinreichend nahe der Nullstelle ist.

Beispiel 32: P(z) = 42* — 323 + 222 —x + 1, an der Stelle & = 1.

b3 = ays=4

by = az+bsz=-3+4-1=1

by = ax+byxz=2+4+1-1=3

bp = a1+bx=-14+3-1=2

by = ap+bhi=1+2-1=3=P(1)
Qz) = 4a®+22+3z+2

co = by3=4

g = byt+cer=14+4-1=5

co = bi+car=3+5-1=38

c.1 = byt+cz=2+8-1=10=Q(1) = P'(1)

ZTo =1, xlzxo—]{,((i?)zl—%:%

3 Ausgleichs- und Glattungsverfahren

3.1 Lineare Regression
Wir betrachten hier nur den Fall einer Einflussvariablen und einer Zielvariablen.

Einfache lineare Regression
Yi=00+601X; + ¢, e~ (0,0%)

Die Summe der Quadrate der Lange der Streckenabschnitte soll minimal werden.

Minimumaufgabe:
n

i Y; — 0y — 60, X;)?
i ;( o — 01X;)

Ableiten nach 6y und 6; und Nullsetzen:

SNXYi—0Y X7 —0Y X; = 0
ZYZ»—%ZXZ-—GOW =0
% i
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Die zweite Gleichung nach 6y auflésen: . )
0o = — Yi—01— ) X;

und in die erste einsetzen:

Kleinste Quadrat-Schitzung
Z:Xiyi—olzijxf— :LZ_:EZ:X”@JLZ:XZZ:XZ‘ —0
Z:Xim—i;mgxi—el(gxf_igxigxi> —0

A Zin‘Yi—%EiXiZiYi_ﬁ(ZiXiYi_%ZiXiZiYi)
Zi Xi2 - %(Zz X;)? a ﬁ(zz Xi2 - %(Ez Xi)2)

b = (3 Vi-03 X))

Dabei sind Zahler und Nenner bei 61 sogenannte empirische Kovarianz zwischen X und Y bzw. empirische Varianz von X. (Zur

Definition von Varianz und Kovarianz siehe unten.)

Beispiel 33: Regressionsgerade durch die Punkte (—1,—15), (1,—5), (3,13), (4, 40)
min ((—15 — (60 — 01))% + (=5 — (6o + 01))% + (13 — (6 + 361))% + (40 — (6o + 491))2)

00,01
Ableiten und Nullsetzen o
—66 + 80y + 146, = 0
—418 + 1409 +5460; = 0 2 o i 2 3 7 5
_ 572 _ 605 7
0o =—55.0h = 55

3.2 Nichtlineare Regression

Quasilineare Regression

. _ 2 3 . . . . . L ]
z.B. Polynomregression Y; = ag + a1x; + agxi + asx; +¢; wird auf lineare Regression zurtickgefiihrt z;; := x;

Echt nichtlineare Regression, z.B. Wachstumskurven

y = o+ T e:rp(jﬁ(x =) logistische Funktion
y = a+vyexp(—exp(—f(x —p))) Gompertzfunktion.
y = axtanf — 2”30#25172 Wurfparabel
zu schitzende Parameter: «, 3,7, u,vg (g: Fallbeschleunigung)
Modell, f wird als bekannt angenommen
Y = f(z,0)+¢ e~ (0,0?)

Y = F(X,0)+e

L(0) =€e=> (Y; - F(X;,0))* — ming
Ableiten und Nullsetzen fithrt auf ein i.A. nichtlineares Gleichungssystem.

Dazu werden Iterationsverfahren verwendet (siche oben).
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3.3 Gliattende Splines

Def. 15 (Spline)
Sei M = [a,b] C R. Die Funktion

r—1 n
s(t) =Y 0:it" +> 0t —t;); "
=0 =1

heifit (r — 1)-Spline mit Knoten in ¢1,...,t, € M,a=1 <,...,<t, =b.
Dabei sind 6y, ..., 60,._1,%1,...,7, irgendwelche reelle Koeffizienten.
Die Plus-Funktion ist definiert als:

z falls >0
Ty = = max(z,0)
0 sonst

Wir betrachten nur den Fall r = 4, d.h. kubische Splines.
Satz 13
Die Funktion s(t) ist ein kubischer Spline gdw. s(t) folgende Eigenschaften hat

e s5(t) ist stiickweises Polynom vom Grad 3 auf [t;,t;41).
e 5(t) ist zweimal stetig differenzierbar, d.h. s(t) € Wa(M).
e s"(t) ist Treppenfunktion mit Stufen in ¢1,...,¢,.

Beweis: Die Hinrichtung ist trivial. Die Riickrichtung ist schwieriger.

Def. 16 (natiirlicher kubischer Spline)

Ein kubischer Spline heifit natiirlicher kubischer Spline, falls es die sogenannten natiirlichen Randbedingungen
s"(a) = s"(b) = " (a) = s (b) = 0.
erfullt.

Satz 14 (Basisfunktionen)
Die Menge {1,t,t%,t3, (t — ti)i,i =1,...,n} bildet eine Basis fiir den Vektorraum S(t1,...,t,) der Splinefunktionen

mit Knoten in tq,...,%,.

Beweis: UA. Zeigen Sie: S(t1,...,t,) ein Vektorraum der Dimension n + 4. Die Funktionen 1,¢,¢2,¢3, (t — ¢;)3,i =
1,...,n sind linear unabhéngig

Beispiel 34: s(t) = §t3 — (t —1)% +8(t — 2)3, s(t) € S(0,1,2)

030
0.25 »
0.20 »
0.15 »
0.10 »

0.05}

1 L L L L 1 L L L L 1

0.5 1.0 1.5 2.0

Beispiel 35: s(t) = §t3 — (t — 1)3 +8(t — 2)3 + (t — 3)3
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4
s(t) € 5(0,1,2,3)

Beispiel 36: s(t) =t3 —2(t —1)3 + (t —2)3 + (t —3)%
s'(t) = 32 —6(t—1)2 +3(t—2)3 +3(t—3)2

s"(t) = 6t —12(t— 1)1 +6(t—2)+ +6(t —3)4
s"(t) = 6150 —12- 1451 +6- 1o +6- 1ysg
s"(0) = 0, §"(3)=6-3-12-2+6=0
s"(0) = 0, §"(3)=6-12+6=0 = s(t)€ NS(0,1,2,3)

3f

2f

1L

i 0.5 I 1.0 15
L
of

Satz 15 (Vektorraum der natiirlichen Splinefunktionen)
Der Vektorraum N S(t1, ..., t,) der natiirlichen Splinefunktionen mit Knoten in ¢, . . . , ¢, ist ein Teilraum von S(t1, ..., t,)

und hat die Dimension n.

Beweis: UA. Analog zu Satz 13 ist NS(ty,...,t,) ein Vektorraum. Wir haben 4 linear unabhiingige Restriktionen
an den Spline, s”(a) = s (b) = "' (a) = s"'(b) = 0, die die Dimension von n + 4 auf n reduzieren. Insbesondere gilt
O =03 =0, 0 9, = S0 ity = 0.

Warum sind natiirliche Splines so interessant?

Satz 16
Seien die Datenpunkte (¢;,v;), ¢ = 1,...,n gegeben, sei f € Wy (d.h. zweimal stetig differenzierbar) und sei A > 0.

Losung der Minimumaufgabe

i (430 - 1 43 [ 702 ()
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ist ein natiirlicher gldttender Spline mit Knoten in #4,...,t,. Die Losung ist, bei gegebenem A, eindeutig.

Bem.: ) ist ein sogenannter Glattungsparameter, der “Nichtglattheit” bestraft.

A — 0: Losung, die (4) minimiert ist ein interpolierender Spline.

Beweis von Satz 16: Sei s(t) eine Funktion, die in (4) das Minumimum annimmt, und seien § # 0 und f € Ws

beliebig. Dann gilt:
72 _5f +A/ // 5f// ))
n b
Z 24 / "(t2dt (5)

3\>—‘

Bezeichnen die linke Seite mit ¢ (s, f,d) Eine notwendige Bedingung fiir (5) ist

0

5505 f:0)ls=0 =0 Vf €Wy, also

1 < b
. i)\Hi — S{l s =
\ E Fa)( (t))+/ f(t)s"(t)dt =0 (6)

Da f,s € W5 sind Differentiation und Integration vertauschbar.

Beh.: Ein natiirlicher kubischer Spline
n+4

t) = Z Bjz;(t)

mit 8; =6;(j=1,...,4),8; =9;-4(j =5,...,n+4) und Spline-Basisfunktionen
x=(z1(t),...,Tngalt)) = (L, t,8%,83,(t — t;)3,i = 1,...,n) erfiillt Bedingung (6) fiir alle Funktionen f € Ws.
(Anmerkung: x ist Basis von S(t1,...,t,), aber keine Basis von NS(t1,...,t,))

Setzen wir s(t) in die linke Seite von (6) ein, erhalten wir

n+4 n+4

I 0w Y s+ [ )3 0k = M

Sei tg = a,t,+1 = b. Untersuchen erst das Integral

tit1 tit
[ rosma-gasaie - [ e
t; S~ N— A et ad t; S~ N——

u’ v u v U yl=8;
= fl(tip)a (tigr) — /(8] (ti) — 045 (f(tiv1) — f(t:))
wobei

6 falls j=4,...,i+4
0 falls j=1,2,3,i+5,...,n+4

6 falls 1 >j—4,7>4

0 sonst
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Damit wird der Integralausdruck von (7) zu

n n+4
Z Z B (f (tiga)x (tia) — f/(ta)a () — 0i5 (f (tig1) — f(£:)))
1=0 j=1
n+4
= Z ﬂj (Z z+1) (tl+1) Z 57,; 2+1 (tl))>
=0
fr(b)al ()= f'(a)z} (a)
n+4 n+4 n n+4
') D B (0) —f'(a) Y By (a) = Y > 8iiBi(F (tin) — £ (1))
j=1 j=1 i=0 j=1
s’ (b)=0 s'"(a)=0
n+4 n n+4 n
= - Z Bi Y (f(tisr) = f(t))6i = =6 > Bif(tja) = =6 Biraf(ti)
j=4 =0 j=5 i=1
6f(tj—a)
Nebenrechnung:
D (f(tipa) = F(t:))di; =
i=0
—00;f(to) + S0 f(t1) — 01 f(t1) + 015 f(t2) —+---
—0n; f(t )+5njf( nt1) =
_60] tO + Z i—1,7 — zg ( ) + 5ngf(tn+1) = Gf(tj—4)
6 falls 1=j—4
(503‘ = (Snj =0da x”’(a) = .T//I(b) =0. 61‘717]’ — (Sij = { ,i = 1, ey
0 sonst
Die Gleichung (7) wird dann fiir alle f € W5 zu
1 n n+4 n
— 2 f )i = Y Bya(t) = =63 Biraf (t:)
i=1 j=1 i=1
n n+4
> f ( Z Bz (t:)) + 66“4) 0

=1

Die linke Seite wird zu Null wenn alle Klammerausdriicke Null werden, d.h. wenn 8 so gewahlt werden kann, dass

n+4 n+4

Y = 6n)\ﬁi+4 + Z ﬁjl'j(ti> = Z(mj (tz) + 671)\’1%3‘)63‘ (8)
j=1 j=1

Y = (X+6n\G)B 9)

wobei 7;; = 1, falls j =i +4, 0sonst, Y = (y1,...,9n), X = (2;(t:))i=1,... nj=1,...n+4, G = (Mij)i=1,...n,j=1,....n+4
Bleibt zu zeigen, dass 8 so gewédhlt werden kann, dass (9) gilt.
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Zusammen mit den natiirlichen Spline-Nebenbedingungen 6 = 0,605 =0, >, f; =0 und >.7" , B;t; = 0 wird (9) ein

lineares Gleichungssystem mit je n + 4 Gleichungen und Unbekannten.
Y*=Bpg (10)

Das lineare Gleichungssystem (10) besitzt genau dann eine eindeutige Losung wenn rg(B) =rg(B,Y*) =n+4

Betrachten dazu das homogene lineare Gleichungssystem Bz = 0, d.h. in (10) setzen wir Y* = 0. (6) wird dann zu

b
—Zf(ti)s(ti)—k/ ) ) dt =0 Ve W,

insbesondere auch fiir f(t) = s(t), d.h.

n

L > sw) + / o)t —o,

woraus f(t;) =s(t;)) =0 Vi=1,...,nund s’(t) =0 WVt € [a,b] folgt.

Daraus folgt s(t) ist Polynom 2. Grades, das an allen Stellen ¢; verschwindet. Wegen n > 3 folgt s(t) =0 V¢ € [a,b].
Da die z;(t) eine Basis von S(t1,...,t,) bilden, folgt aus s(t) = 27114 jxi(t) =0dass B; =0 Vj

d.h. Das Gleichungssystem Bz = 0 hat nur die Nulllésung z = 0 und der Rang von B ist voll und das Gleichungssystem

(10) hat genau eine Losung.

n+4

Bleibt noch zu zeigen, s(t) = > 7

Bjx;(t) 16st die Minimumaufgabe. Es gilt

n b
> £ [ (02

1 — 1

= - (yi — s(t:))* + - Z(S(t‘) — f(t:))?
+ % > (£(t:) = s(t))(s(t) )
=A

b

o [ - s [ w2 a

+21 [ ST(O(E) = s (1)) dt

a

=B
Es gilt A+ B=0,da f —s € W und (6) fir alle Funktionen aus Ws.

n b
3= FEP N[Oz 3 s(6) A [ (o) de

3

Bleibt zu zeigen, s(t) ist einziges Minimum (UA).

Bem.:
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e Bei gegebenen Stiitzstellen und Glattungsparameter kann ein glittender kubischer Spline z.B. durch Losen eines
linearen Gleichungssystems bestimmt werden. Die Losung kann explizit angegeben werden, wenn man (10) von

links mit B’ multipliziert und dann die resultierende (n + 4,n + 4) Matrix invertiert.

e Anstelle kubischer Polynomsplines kann man z.B. auch sogenannte B-Splines als Basisfunktionen verwenden, die

populédr geworden sind.

4 Interpolation und Numerische Integration

4.1 Interpolation durch Polynome

Gegeben sei eine Funktion f, die durch ein Polynom vom Grad n zu interpolieren ist. Seien ty,...,t, Stiitzstellen,
und das Polynom soll durch die Punkte (¢;, f(¢;)) =: (¢, fi),4 =0,...,n gehen.

Definieren die Funktionen

n

oty = [[t-t), wty= [[ Y

j=0 j=0.g B
L) = St
k=0
L,,(t) ist Interpolationspolynom, da
1 falls i=k

L,(t;) = fi, wegen wi(t;) = dix =
0 sonst

j=0 j=ogp kT H

n n

Wt o= > I -t
k=0j=0,j#k
n
W(ty) = H (tx —t;) alle Summanden mit j = k haben Faktor 0
J=0,3#k
w(t)

Interpolationsformel von Lagrange

Bem.: Es gibt noch andere Interpolationsformeln

Beispiel 87: Lagrange-Interpolationspolynom zu den Punkten (—1,—15), (1,—5), (3,13), (4, 40)
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Bestimmen die Funktionen

80

60

40

20

wi (1)

wWo (t)

w1 (t)

T

T

T

T

ot
R j:g;ékt’“_tj
St—t; (t—1) (t—-3) (t—4)
B Hto—tj:(—1—1)(—1—3)(—1—4)

:(t—l)(t—B)(t—4)
40
_ H t—t; _ (t—(=1) (t—3) (t—4)
it - () (1-3)(1-1)
(t+1)(t—3)(t—4)
12

Sot—t; (= (1) (-1 (t—4)
j:gﬁ to—t; (3—(-1)(3-1)(3—4)

4+t —-1)(t—4)

ity (- (=) (t—1) (t—3)
g)t3—t]:(4—(—1) 4-1)(4—3)
(t+1)(t—1)(t—3)

15

> wi(t)fr = —15wo(t) — 5wi (t) + 13wa(t) + 40ws(t)
k=0
3 — 2% 4 4t — 8

T
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4.2 Numerische Integration

Problem: Berechnung von

/ab £(t) dt

ist meistens anaytisch nicht moglich. Deshalb Approximation.

Vorgehen: Betrachten eine dquidistante Intervalleinteilung von [a, b].

ti=a+ih,

Bestimmen das (Lagrange) Interpolationspolynom durch die Punkte (¢;, f(¢;)) =

Ln(t) = wy

k=0

Approximieren

durch

3’\12
Il

1=0,...,n,

/abLn(t)dt -

h:b—a

,n>0,neR

n n

DAL I

I:/abf(t)dt

ka/ w(t t=a+hs, dt=hds
hka/ wi(a+ hs) ds

(a+ hs) — (a+ jh)
hka/ ] !_[# o E (o
hka/ H jd —hZakfk

Jj= Oaik

ap

wobei « nur von n abhéngt und nicht von f oder a, b.

Damit erhalten wir universelle Formeln (Newton-Cotes Formeln).

Firn=1:

ayp =

Q1 =

Fir n = 2:

1s—ld 82+’1 1
s=—"— s/ ==
) 01 2 "7

1 2
-0 1
/S d8:s—|1:f
o 1—0 210 2

Z5—1s5—2 1 /2 1
ay = /S > dszf/($2—3$+2)ds=§
0

00_

1
2 2
s—0s— 1 4
dSZ*/(82—2S)d827
/0 1-01-2 2 /s 3
1

0
2 2
— — 1 1
/S 0s ds:f/(s275)ds:f
b 2-02—1 2 J, 3

Qo =

0-2 2
2

= b;a(fo-Ffl)

Trapezregel

b_Ta(fo +4f1+ f2)

Simpsonregel
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Zur Erinnerung:
ti:a—f—ih, h—J fi:f(ti)

n ?

bei der Trapezregel haben wir n = 1,h =b—a, also: fo = f(a), f1 = f(b)
bei der Simpsonregel haben wir n = 2,h = =% = 220 also: fo = f(a), fi = f(%L2), fo = f(b)

n

In der Praxis wird das Intervall [a, b] in viele kleine Teilintervalle zerlegt und auf jedes dieser Intervalle eine der Regeln

angewendet.

Fehlerabschitzung (Beweis siehe Stoer/Bulirsch)
Sei m® = SUDg e a1 |f(i) (§)|

31

Trapezregel: |I — 1:1| = (b—a)*LHm®

Simpsonregel: ‘I - fg‘ = (b—a)®Egm®

Bem.: Wenn wir also das Intervall [a,b] in N Teilintervalle zerlegen, und auf jedes dieser Intervalle eine der Regeln
anwenden erhalten wir einen Fehler von O(5) (Trapezregel) bzw. O(5) (Simpsonregel) (unter der Voraussetzung,

dass die Ableitungen existieren).

Beispiel 38: f(z) =1+, z€]0,1], I= fol f(x)dx
Trapezregel  fo = f(0), f1 = f(1):

ff0+ fl (1+0)+%(1+1)=7

Simpsonregel  fo = f(0), f1 = f(%),fg = f(1):

—_

(§(1+0)+§(1+%)+%(1+1)):7

N =

(%fo-i‘ i+ fz):

[\3\'—‘

Beide Regeln liefern sogar in einem Schritt das exakte Resultat

Beispiel 39: f(x) = 2%, z €0,1], I= fol f(x)dx
Trapezregel  fo = f(0), f1 = f(1): 1 ) ) )
- - Z.1==
fo =+ f1 5 0+ 5 5
Simpsonregel  fo = f(0), fi = f(3), f2 = f(1):
~ 1,1 1,1 4 1 1 1
I, ==(= = (= Z () +2.12)) ==
2.1 2(3f0+ f1+ fz) 2(3 0+3 (2>)+3 ) 3
Die Simpsonregel liefert das exakte Resultat, die Trapezregel nicht.
Fortsetzung von Beispiel 39: f(x) = 22, z € [0,1], 1= f01 f(z)dx
Wenden die Trapezregel auf die beiden Teilintervalle [0, 1], [4, 1] an.
~ 1,1 1 1 1,1 1 1 3
I = —( = —_ 1 = — (= —_ —) = —
12 = 5 (5500 + 3 F(5) + 3 F(5) + 5 F ) = 5(5 +5+3) =+
Bei 4 Teilintervallen [0, 1], [4, 1] (2, 3] [3 1]:
~ 1,1 1 1 1 9 9 1 11
Tiae S(— 4 (— 4= 2 2oy = =2
=gl Gt t ) tEp ) =g

Bei 8, 16 Teilintervallen: Ubungsaufgabe.
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Weitere Integrationsformeln
Manchmal bietet es sich an, nicht unbedingt dquidistante Stiitzstellen zu verwenden. Das ist insbesondere der Fall,

wenn der Integrationsbereich unendlich ist. Wir wollen das Integral

b
/ w(t)f(¢) dt

mit fester Gewichtsfunktion w(t) approximieren (a = —00,b = oo ist erlaubt).

Voraussetzung an die Gewichtsfunktion:
e w(x) > 0 auf [a,b]
e Alle Momente f; rw(r)dr <o VieN

Als Stiitzstellen werden die Nullstellen von orthogonalen Polynomen genommen (bzgl. des Skalarprodukts in L, (a, b))

b
(f.9) = / w(z) f@)g(e) de

Solche Polynome sind z.B.

[a, 0] w(x)
[-1,1] \/11_7 Tschebyschev-Polynome
[0, 0) e * Laguerre Polynome

—x2

(—oc0,00) e Hermite-Polynome
Interessant ist, dass alle Nullstellen x4, ..., x, dieser Polynome einfach und reell sind.
Sei n die Anzahl der gewéhlten Stiitzstellen und py(z) gewédhlte Orthogonalpolynome vom Grad k = 1,...,n. Dann

werden die Gewichte w; berechnet als Losung des linearen Gleichungssystems

n (o, o) falls k=0
Zwipk(xi) =
i=1

0 sonst

Das Integral wird dann approximiert durch

b n
/ w(t)f(t)dt ~ Zwif(xi).

Bem.: Wie bei den Newton-Cotes Formeln sind die Gewichte w; unabhéngig von f.

5 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wahrscheinlichkeitsrechnung
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5.1 Zufillige Ereignisse

Def. 17 Ein zufalliger Versuch (Experiment)

ist ein Versuch mit ungewissem Ausgang.

Beispiel: Gliicksspiele.

Wichtig bei solchen Experimenten ist:

e die Beschreibung des Experiments (Kartenspiele, Miinzwurf),

e die Erfassung der Menge aller moglichen Ausgénge des Experiments.

Def. 18 (Ereignisse)

Elementarereignis: moglicher Versuchsausgang, Bez.: w, w € Q.

Ereignis: Menge von Elementarereignissen, A C )

sicheres Ereignis: Menge aller Elementarereignisse: €.
e unmogiches Ereignis: .
e Komplementirereignis: A = Q\ A

Ein Experiment kann diskret sein, d.h. endlich oder abzahlbar viele Ausgéinge besitzen, oder es kann iiberabzéahlbar

viele Ausgénge haben.
Beispiel 40:

Wiirfeln (1 mal)

Elementarereignisse: 1,2,3,4,5,6

Werfen einer Miinze, bis zum ersten Mal die Zahl fallt

Q = {z,wz, wwz, Wwz, VWWZ, . . .}.

Lebensdauer einer Glithbirne
Q=1[0,00[ =RT.

Zuféllige Funktionsverldufe

Q = Lofa,b] Menge aller auf [a, b] quadratisch integrierbaren Fkt

Sei € eine Menge von Ereignissen, £ C P(Q).

Def. 19 (U,N, Komplement von Ereignissen)
Es seien A; € £ und A, € £ Ereignisse. Dann

e A3 : = A1 NAs={weN:we A und w € Ay} das Ereignis, bei dem A; und A, eintreten;
e Ay := A UAy={weN:we A oder w € Ay} das Ereignis, bei dem A; oder A, eintreten;

e A1 =0\ A ={weN: wé¢ A} das zu A; komplementiire Ereignis.
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Es gilt offenbar:
e AUA=Q (sicheres Ereignis),

e ANA=1( (unmégliches Ereignis).

Satz 17 (Rechenregeln fiir Ereignisse)

(i) AUB = BUA (Kommutativgesetz)

(i) (AuB)UC = AU (BUCQC) (Assoziativgesetz)

(iii) ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)

(iv) Au(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivgesetze)

(v) (De’Morgansche Regeln)

(AuB) = AnB
(ANB) = AuB
Def. 20 (Operationen mit abzdhlbar vielen Ereignissen)
Seien Ay, Ao, ..., Ereignisse. Die Vereinigung J;—, A; ist das Ereignis, das eintritt, wenn mindestens eines Ereignisse

Aq, Ag, ... eintritt. Der Durchschnitt ﬂfil A; ist das Ereignis, das eintritt, wenn alle Ereignisse A1, As, Ag, ... eintreten.

Satz 18 (Verallgemeinerungen der Rechenregeln)
(i) An(UZ, 4) =UZi (AN 4;)
(iv)  AU(NZA) =NZ(AUA)

(v) UZ, A =N, A Nizy A = Uiy A

Def. 21 (Ereignisfeld)

E C P(Q) heiit Ereignisfeld {iber 2 (oc—Algebra iber ) falls folgendes gilt:
1. Qeg&;

2. Gilt A; € € fir i € N, dann folgt () 4; € &;
=1

1=

3. AcE= A€cé&.

Folgerung, Beweis UA

1. Ist A, € £ Vie N, sofolgt: |J A; €€&.
i=1

1=

2. Fiir das unmogliche Ereignis gilt: ) € £.
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5.2 Kolmogorov’sches Axiomensystem

Def. 22 (Wahrscheinlichkeit)
Sei € ein Ereignisfeld. Eine Abbildung P: £ — R heifit Wahrscheinlichkeit, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:

1. Fur alle A € £ gilt: 0 < P(A) < 1;
2. P(Q)=1;

3. Sind die Ereignisse Ay, A, ... paarweise unvereinbar (d.h. A;NA; =0 fiir i # j,1,j € N), so gilt die sogenannte
o—Additivitatseigenschaft:

i=1

Def. 23 (Wahrscheinlichkeitsraum)
Sei 2 die Menge der Elementarereignisse, £ ein Ereignisfeld tiber 2 (£ C P(£2)) und P geniige den KOLMOGOROV—
Axiomen, dann heifit das Tripel (£2, £, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

Def. 24 (klassische Definition der Wahrscheinlichkeit (Laplace))
Q={wy,...,wn}, €=P(Q). Pw)=P{w})=+2 Vi=1,...,N.D.h alle Elementarereignisse sind gleichwahr-
scheinlich.

Sei Aeé.
_ #{w,we A} ##fiir A giinstigen Elementarereignisse

P(A
(4) N #moglichen Elementarereignisse

Def. 25 (Borel-Mengen, Wahrscheinlichkeitsraum (R, B!, P))

Es sei Q2 = R und B! := €4 die von der Menge der halboffenen Intervalle A = {[a,b[: — o0 < a <b < c0,a,b€ R} C
P(Q) erzeugte o-Algebra. A € B! heift BOREL-Menge. (R, B!, P) ist dann ein Wahrscheinlichkeitsraum mit irgendeiner
Wabhrscheinlichkeit P.

Beispiel 41: (Q,€,Q) mit Q = [0,7], € = {A: A=BnN[0,7],B € B'} und Q: A — R mit Q(A) := [ % sin(z)dz
A

™1 1 1
Q) :/0 isinxdx: —icosxo :—5(—1—1):1

(Q, &, Q) ist Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 19 (Folgerungen aus dem Kolmogorov-Axiomensystem)
Seien (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B Ereignisse.

1. P(A)=1— P(A).
2. P(0) = 0.
3. Sei A C B. Dann gilt:

(a) B\ Ae¢&;
(b) P(B\ A) = P(B) — P(A) (Subtraktivitat);
(¢) P(A) < P(B) (Monotonie der Wkt).
4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AnB), P(AUB) < P(A)+ P(B). Sind A und B unvereinbar, so gilt die
Gleichheit.
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Beweis: UA O

Satz 20 (Subadditivitit von P)
Seien Aj, As, ... Ereignisse. Dann gilt:

Beweis:
B, = A =
B = A i1 zzU1
BQ = AQ\A]_ > o
P Jay = pPlJB)
Bs = Ad\(AlLJAQ) i=1 i=1

= > P(B) (3.Axiom)
B, = Al\(U AJ) =1

= < ZP(Ai) (Monotonie)
B; paarw. disjunkt, B; C A;. i=1

5.3 Kombinatorik

Kombinatorik: Aufgabenstellung
Anzahl der verschiedenen Zusammenstellungen von Objekten. Je nach Art der zusétzlichen Forderungen, ist zu unter-

scheiden, welche Zusammenstellungen als gleich, und welche als verschieden angesehen werden.

e Permutation (ohne Wiederholung)

Permutation mit Wiederholung

e Variation ohne Wiederholung

Variation mit Wiederholung

Kombination (ohne Wiederholung)

e Kombination mit Wiederholung

Permutation (ohne Wiederholung)
Jede eineindeutige Abbildung 7 der geordneten Menge {1,...,n} auf eine n-elementige Menge M = {s1,...,s,} heifit
Permutation oder Permutation ohne Wiederholung,
Vie{l,...,n} (i) = s;,8: € M,s; # s;(1 # j)
Anzahl: N =nl

Beispiel 42: Wiewiel Moglichkeiten gibt es, die FEisenbahnwagen 82,38,34,35,36,37 hintereinander zu hangen?
N = 6!

Permutation mit Wiederholung
Sei M = {s1,...,8k}, ki > 0Vi=1,... k mit Zle k; = n. Jedes geordnete n-Tupel von Elementen aus M, wobei
jedes Element s; genau k; mal vorkommt, heiffit Permutation mit Wiederholung.

n!

Anzahlz N = m
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Beispiel 43: Wieviele Moglichkeiten gibt es, 9 verschiedene Friichte auf 3 Kinder zu verteilen, so dass jedes Kind 3

Friichte bekommt

|
N - 9!
31313!
Variation ohne Wiederholung
Sei M = {s1,...,8,}. Jedes geordnete k-Tupel, k& < n von verschiedenen Elementen aus M heifit Variation ohne

Wiederholung. Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung ist
N=nn-1)---(n—k+1)
Aufteilung von k Elementen auf n Fécher.

Beispiel 44: Wieviele Moglichkeiten fiir die drei Erstplazierten in einem Schachturnier mit 10 Teilnehmern gibt es?
N=10-9-8=T720.

Variation mit Wiederholung
Auswahl von k Elementen aus einer Menge M = {s1,...,s,} mit Zuriicklegen. Die Frage ist: Wieviel verschiedene
Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus dieser Menge zu entnehmen, wobei Elemente mehrfach entnommen werden
kénnen?

N =nk.

Beispiel 45: Anzahl der 10stelligen Dualzahlen:
N =2'.

Kombinationen (ohne Wiederholung)
Jede k-elementige Teilmenge aus einer n-elementigen Menge M heifit Kombination (ohne Wiederholung) (von k aus n
Elementen). Dabei sind Wiederholungen nicht erlaubt und die Reihenfolge der k& Elemente wird nicht beriicksichtigt.

~n-(n—=1)-...-(n—k+1) (n\ n!
N= k! N (k> (n— k)

Beispiel 46: Wieviele Mdglichkeiten gibt es, bei 6 Mannschaften eine Spielpaarung auszuwdhlen?
N = 0) _ 76! =15
S \2)  26-2)

Kombination (mit Wiederholung)
Fasst man alle n* Variationen mit Wiederholung (n Elemente, Ordnung k) zu Aquivalenzklassen zusammen, so dass

sie aus aus den gleichen Elementen der gleichen Anzahl bestehen, so heifit jede solche Klasse Kombination mit Wie-

n+k—1
N:
")

Beispiel 47: Wie oft kann die 1 in Bindrzahlen der Linge 4 vorkommen?
n=2k=4 ("7 = (**47") = 5 Klassen: {1111}, {1110,1101,1011,0111}, {1100, 1010, 1001,0110,0101,0011}
{1000, 0100, 0010, 0001}, {0000}

derholung.

Beispiel 48: Wieviele Moglichkeiten gibt es bei Wiirfen mit k nicht zu unterscheidenden Wiirfeln mit je n Flichen?

e Dazu nehmen wir fiir jede Flache ¢ eine Kugel mit der Nummer i, i =1,...,n
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Hinzu packen wir k£ — 1 Kugeln mit den Nummern n+1,...,n+ k — 1.

Aus den jetzt insgesamt n 4+ k — 1 Kugeln ziehen wir k& mal ohne Zuriicklegen

Ist keine der neuen Kugeln gezogen worden so bleibt die Ziehung

Ist genau Kugel n+ 14 gezogen worden und alle anderen haben Nummern < n so zahlt die ¢ grofite Kugel doppelt.

Fortsetzung Beispiel 48

e Sind Kugeln n + ¢ und n + j gezogen worden und alle anderen haben Nummern < n so zdhlen die ¢ groite und

die j grofite Kugel (unter den k — 2 anderen) jeweils doppelt. (i,7 < k —2).

Wenn j = k — 1 so zahlt die i-te Kugel dreifach. usw.

Damit haben wir das Problem auf eine Ziehung ohne Zuriicklegen zuriickgefiihrt, wobei k£ mal aus einer Urne mit

n + k — 1 Elementen gezogen wird.

6 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit
6.1 Einfiihrung

Beispiel 49: 2-maliges Wiirfeln
Menge der Elementarereignisse: Q = {11,12,13,...,56,66} |Q| = 62 = 36 = N Wir definieren zwei Ereignisse:

A: Augensumme gerade, d.h. A ={11,13,15,22,24,26,...,46,66}

B: es fillt mindestens eine 6: B = {16, 26, 36,46, 56, 66, 65, 64, 63, 62,61}

N 36 36°

n(B) 6°—5% 11

Fortsetzung Beispiel 49: 2-maliges Wiirfeln
Angenommen, Ereignis B sei bereits eingetreten, d.h. Q@ = B, || = 11 Wahrscheinlichkeit, daf unter dieser Bedingung
das Ereignis A eintritt? Mit A N B = {26, 46, 66, 64,62} erhalten wir:

P(A,falls B bereits eingetreten ist) = P(A/B) = %

Def. 26 (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Es seien A, B € £ zwei zuféllige Ereignisse und es gelte P(B) > 0. Dann heif3t
P(

P(A/B) = ;1(;)3).

bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Def. 27 (Unabhingigkeit)
Zwei Ereignisse A, B € £ heiflen unabhéngig, wenn gilt:

P(A/B) = P(A).
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Bem.: Fiir zwei unabhéngige Ereignisse gilt also:

P(ANB) = P(A) - P(B).

Fortsetzung Beispiel 49: 2-maliges Wiirfeln. Betrachten jetzt das Ereignis
C: es fillt mindestens eine 1: C = {11,12,13,14,15,16,61,51,41, 31,21}

_n(C) 625 11
N 36 36

analog zu Ereignis B

Sind die beiden Ereignisse B und C' voneinander unabhéngig?

Fortsetzung Beispiel 49: 2-maliges Wiirfeln
Offenbar P(B) = P(C) > 0. Es sei mindestens eine 6 gewiirfelt worden (Ereignis B also eingetreten). Wahrscheinlich-

keit, dass dann auch eine 1 gewiirfelt wurde

_P(CNnB) & 2 ,11
P(C|B)_W_§_H;A%_P(C).

Folglich sind die Ereignisse B und C nicht unabhéngig.

Satz 21

Es seien A, B € £ zwei Ereignisse, wobei P(B) > 0 gelte. Dann geniigt die bedingte Wahrscheinlichkeit P(.|B) den
KoLMOGOROV—Axiomen. D.h. das Tripel (€2, €, P(.|B)) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis: UA O

Lemma
Es seien A, B € £ zwei unabhiingige Ereignisse. Dann sind die Ereignisse A und B ebenfalls unabhingig. Gleiches gilt

fiir die Ereignisse A und B sowie fiir A und B.

Beweis: Wir zeigen die Aussage am Beispiel der Ereignisse A und B. Sei 0 < P(B) < 1.

P(AB) = P(];‘l(;)l?)
P(A\ (AN B))
I p@) . (Satr19.1)
P(A) — P(AN B)
= P(B) (Satz 19.3b))
_ P(A)-PA)PB) PA(A-PB)) _
N 1— P(B) - 1-P(B) P4)

6.2 Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Def. 28 (Vollstindigkeit einer Ereignisfolge)

Es sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge von Ereignissen
{4,}02, (4, € E,Vn e N)
heifit vollstandig falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. U 4, =9
n=1
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2. A;nA; =0, fur alle ¢ # j.

Satz 22 (Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit)
Essei Ay, As, . .. eine vollstidndige Folge von Ereignissen. Weiterhin sei B ein beliebiges Ereignis und es gelte P(A;) # 0
fiir alle ¢ . Dann gilt:

P(B) = P(B|Aj)P(4)).
=1

Beweis: Aus B= BN (U;2; 4;) = U;=, (BN A;) folgt (da die (BN A;) ebenfalls unvereinbar sind):

P(B)=P (G(BmAi)> = iP(BﬂAi) = iP(B\Ai)P(Ai)
i=1 i=1 i=1

d

Beispiel 50: Wir betrachten ein System (eine Markovsche Kette) mit 8 Zustinden und den Ubergangswahrscheinlich-

keiten
11 1
6 3 2 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
: 3 % sich das System nach einem Schritt im Zu-
11 1 stand 3 befindet?
2 6 3

Ereignisse:

e S;: in Zustand i wird gestartet, P(S;) = pY, p° := (%, 3, 3)

e [;: in Zustand j kommen wir nach einem Schritt an

P(E3) = P(E3|S1)P(S1)+ P(E3|S2)P(S2) + P(E3|S3)P(S3)
11,1111 34246 _11
T 26 6 3 32 36 36

6.3 Satz von Bayes
Gegeben: P(A;) und P(A/A4;), (i € N). Gesucht: P(A;/A).

Satz 23 (BAYES) P(A;) - P(A/A;)

P(A;/A) = —
];(P(A/Aj) - P(4;))
Beweis:
P(A;/A) = P(?JEQ)A) Definition bedingte Wahrscheinlichkeit
P(4,) P&()A/Al) analog, Bedingung vertauscht

= P(4;) - P(A/A:) Satz der Totalen Wkt.

> (P(A/4;) - P(A)

Fortsetzung von Beispiel 50:
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Angenommen, wir sind in Zustand 3 angekommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir in Zustand 1 gestartet
sind?

P(E5|51)P(51)

P(Si|E3) = P(E5]S1)P(S1) + P(E3|S2)P(S2) + P(F3|S3)P(S3)

11 1
_ 3% __ 36 _ 3
T 1,1 1,1 1 11
ioi4l 141 d % 11-12 11

7 Zufallsvariablen
7.1 Grundbegriffe

Def. 29 (Messbarkeit von Abbildungen)
Es seien (Q1,&1, Pr) und (Qg, £2, P) Wahrscheinlichkeitsrdume. Eine Abbildung

X: Ql — QQ
heifit £,—E;—messbar, falls fiir alle Ereignisse A € & gilt:

X HA) ={we: X(w) e A} &

Bem.: Wir werden nur den Fall & = B! und Q5 C R betrachten.

Def. 30 (Zufillige Variable, Zufallsgrofie)
Es sei (Q,&, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine £-B'-mefibare Abbildung X von  in R heifit
(reellwertige) zufallige Variable oder Zufallsgrofle.

Bem.: (R,B!, P') bildet hier den zweiten Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P’ eine Abbildung von B! in R ist, die den
KoLMOGOROV—-Axiomen gentigt.

Beispiel 51: Augensumme beim zweimaligen Wiirfeln
Q={(4,7),1 <i,j <6}: Paare von Augenzahlen & =P(Q): Ereignisfeld P(w)= P(i,j) = 3—16: Laplace-Wkt.
X: Q=
O ={5:2<8<12} oder ' =R, S: Augensumme &' =P(Q) oder &’ = B:  Ereignisfeld
#(,5)itj=s _[X'(s)|

P(w)=P(S=s)= 6 ="

Bedingung z.B.: X !(s) € £ oder X 1({s1,52}) € €
Def. 31 (Verteilungsfunktion von X)
Fy(x) = P(X < 2) = Py ((~0, 1))

Bem.: Der Einfachheit halber werden wir die Funktion F'x einfach nur mit F' bezeichnen.

Bem.: Manchmal wird die Verteilungsfunktion auch durch
Fx(z) =P(X <)

definiert.
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7.2 Diskrete Zufallsvariablen

Wir beschreiben diskrete Zufallsvariablen X durch

X Ty T2 T3 - Tp
P1 P2 P3 - Pn
o
pi=P(X=2)>0, i=123,... > p=1

i=1

Def. 32 (Wahrscheinlichkeitsfunktion, Zdhldichte)
Die Funktion

fzi) = pi
hei3t Wahrscheinlichkeitsfunktion.

xz; € R: Werte, die die Zufallsgrole annehmen kann p;: die entsrechenden Wahrscheinlichkeiten.

a) Zweimaliges Werfen einer Miinze
Q={ZZ,ZB,BZ,BB} X := Anzahl von Blatt

0o 1 2
X:

1 1 1

i 2 1

b) Erfolge bei n Versuchen
Y: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n Versuche eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

PY =k = <Z> p*(1 —p)"~*  Binomialwahrscheinlichkeit (11)

Def. 33 (Binomialverteilung)
Eine Zufallsvariable Y mit Wahrscheinlichkeitsfunktion (11) heifit Binomial verteilt mit den Parametern n und p, bez.
Y ~ Bi(n,p) Im Falln =1, Y ~ Bi(1,p) heifit Y auch Bernouilli verteilt.

Beispiel 52: Wiirfeln 8 mal. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 1 Sechs?

X: Anzahl der Sechsen. 0
P(X>1) = 1-P(X<0)=1-Fx(0)=1-)» P(X=1i)
=0
= 1- (%)3 ~ 1 —0.579 = 0.421

Beispiel 53: Wiirfeln 6 mal. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 2 Sechsen?
Y: Anzahl der Sechsen beim sechsmaligen Wurf. 1

P(X>2) = 1-P(X<1)=1-Fx(1)=1-> P(X =1i)
=0

= 1= (1) @' ~oas

Def. 34 (Poisson Verteilung)
Eine Zufallsvariable X,
0o 1 2 3

Po P11 P2 P3
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mit PX=i)=pi=—e", A>0

heifit Poisson-verteilt mit Parameter A, bez. X ~ Poi()).

Beispiel 54: X : Anzahl der Anrufe, die pro Zeiteinheit von einer Telefonzentrale vermittelt werden

;pizzﬁefAzl.

=0
N——
e
Binomial Poisson
Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1 Poisson-Verteilung mit lambda=5, 7, 12

|l | L Ll | |

PLOT =0z —— etz —— D poT =

Satz: Seien X,, ~ Bi(n,p), Y ~ Poi()\)
Fir n-p=Agilts P(X,=k) —nse PY =k).

Beweis: Stochastik-Vorlesung

Def. 35 (Geometrische Verteilung)

Eine Zufallsvariable X mit

heifit geometrisch verteilt, bez. X ~ Geo(p)
X: Anzahl der Schritte bis zum ersten “Erfolg”.

Beispiel 55: Wiirfeln solange bis eine Sechs kommt
Q = {6,416, 12136, ...}, ir €1,...,5 X := Anzahl der Wiirfe bis zur ersten Sechs.

1 2 3 4 n
X:
OIOE O

Geometrische Verteilung mit p=0.5, 1/6, 0.1

i \ | RENRRNSRNRRNRN

Beh.: Die in Def. 35 definierte geometrische Wahrscheinlichkeit ist eine Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Ubung.

Def. 36 (Hypergeometrische Verteilung)
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Eine Zufallsvariable X mit
(o) - (aci)
P(X = k) = -2kl
(m)
heifit hypergeometrisch verteilt, bez. X ~ Hyper(N,n,m)

Beispiel 56: Qualitdtskontrolle
Gegeben sei eine Grundgesamtheit (z.B. eine Warenlieferung) mit N Stiicken, von denen genau n schlecht seien. Wie

grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe vom Umfang m héchstens & Stiick schlecht sind?

X: zuféllige Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe.

7.3 Stetige Zufallsvariablen
Def. 37 (Dichtefunktion)

Eine Funktion f: R — R heifit Dichtefunktion, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:
1. Fiir alle z € R gilt: f(x) > 0.
2. Es gilt: [ f(z)dz =1.
R

Def. 38 (Stetige Zufallsvariable)
Eine zuféllige Variable X heifit stetig, falls eine Dichtefunktion f existiert, so dass gilt:

P(X <z)=F(z) = / f(¢)dt.
— 00
Falls die Funktion f stetig ist, gilt: F'(z) = f(z).

Stetige Zufallsvariablen

Bem.: Fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = x) gilt

P(X =z) = /f(t) dt =0,

sogar wenn X den Wert x tatséchlich annehmen kann! D.h. z.B.
P(X <z)=P(X < x).

Auflerdem gilt:

Def. 39 (Gleichverteilung)
Eine Zufallsvariable X auf dem Intervall (a,b) definiert mit der Dichtefunktion

%a, fallsa <x <b

fl@)y=4 "

0, sonst

heilt gleichverteilt auf dem Intervall (a,b), bez. X ~ R(a,b).
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Def. 40 (Exponentialverteilung) X ~ Exp())

Eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion
1—e® fallsz >0
0, falls x < 0

bzw. Dichtefunktion

Aoe . fallsz >0
0, falls z < 0
heifit exponentialverteilt, bez. X ~ Exp()\).
lim,, o F(z) =0, limg 400 F(z) = 1.

Beispiel 57: Normalverteilung

X: (2,&P)— (RYBY Px)

sei der Messfehler bei Messung einer physikalischen Konstanten.

Der Wkt.raum (2, £, P) ist ein Modell eines im Hintergrund wirkenden Zufallsmechanismus, der nicht ndher beschrie-
ben werden kann, Fehler im Messinstrument; zuféllige &uflere Einfliisse.

Er enthilt alle nicht niher bestimmbaren zufilligen Effekte. Zur Beschreibung dient der Bildraum (R, B, Px).

Def. 41 (Normalverteilung)
Die Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion

x

Flo) = —— /e*%(t%“fdt.
2ro

heifit normalverteilt mit den Parametern (i, 0?), bez. X ~ N (u,0?). Die zugehérige Dichtefunktion hat die Form:

flx) = \/21?067%(17)2, o> 0.

offen: f(x) ist Dichtefunktion. Siehe Stochastik-Vorlesung.
Bem: In den Wahrscheinlichkeiten konnen Parameter auftreten, die in der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen (der Daten) zu bestimmen/zu schétzen! — Aufgabe der Statistik

7.4 Der Erwartungswert
Der Erwartungswert

Beispiel 58: Fine Miinze wird 3 mal geworfen.

Wie oft kénnen wir erwarten, dafl Blatt oben liegt? Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

X:

Erwartungswert:0'§+1«%+2'%+3o§:%:1.5

D.h. bei 10maliger Durchfiihrung des Experiments kénnen wir im Mittel mit 15mal Blatt rechnen.
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Sei X diskrete Zufallsvariable,

X X1 ... XIp
pP1 - DPn
Def. 42 (Erwartungswert, X diskret)
Die reelle Zahl -
EX =) pi;
i=1
heiflt Erwartungswert von X
Der Erwartungswert, Beispiele (1)
a) X ~ Poisson(\)
0o 1 2 3
X
Po pP1 P2 P3
DU
Pi = —¢ A
1!
0 0 \b 0 Ai—1
_ = Z oA = - _
EX = ;pﬂ—;i!e l_/\;(i—l)!e =\
—_——
eA
z.B. mittlere Ankunftsrate.
Der Erwartungswert, Beispiele (2)
b) X ~ Bi(n,p): E(X)=mn-p (UA)
0o 1 2 .. n
X
Po pP1 P2 ... Pn

pi = (?)pi(l —p)"

¢) X ~Geo(p) E(X) = % (UA)

1 2 3 .. k
X : g=1—p

P pe pe® ... g

Def. 43 (Erwartungswert, X stetig)
Sei X stetig mit Dichtefunktion f(z). Die reele Zahl

EX = /xf(x)dm

heifit Erwartungswert von X.
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Der Erwartungswert, Beispiele (4)

a) X ~N(p,0?)

7 1 T2
EX = € 67( =) /de
/ V2o

I
S
~
+
=
—_
@
N
N
U
=

I
=
+
9
| 3
g
)
&
a
iy
&
I
=

L=t dt=1lds

Der Erwartungswert, Beispiele (5)

b) X ~ Exp()), A>0

EX:/x'A-e"\*”dxzi (UA)
0

¢) X ~ R(a,b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)

b

1 1 22
EX = b—a/xdm_b—ai

a

b
b2 —a? a+b

2(b—a) 2

a

Bemerkung: Die Erwartungswerte sind fiir stetige und diskrete Zufallsgrofien zweckmaéafligerweise unterschiedlich defi-

niert. Sie ldsst sich jedoch (mafitheoretisch) vereinheitlichen.

Satz 24 (Eigenschaften des Erwartungswertes)

Seien X, X7 und X zufillige Variablen und a, b, ¢ € R beliebig. Dann gelten folgende Aussagen:
1. Wenn P(X =c¢) =1, d.h. nimmt die zufillige Variable X genau einen festen Wert an, so folgt EX = Ec = c.
2. Wemn P(X >¢)=1,s0 EX >c.
3. E(c-X)=c-EX.
4. E(X+4+c¢)=EX+Ec=EX +c.
5. E(a-X1+4+b-X2)=0a-EX;+b-EXo,.

s g(@i)pi falls X  diskret

6. Eg(X)=
[Z g(@)f(z)de  falls X stetig

Beweis: Wir beweisen stellvertretend Aussage 2.

e Es sei X eine diskrete Zufallsgrofle,

X xry X2 I
P1r P2 ... DPn
Nach Voraussetzung: ¢ < z1 < 29 < ... < x, < .... Daraus folgt:

EX=in-piZZc-pi=c-Zpi=C-

€N i€N i€EN
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Beweis: von Aussage 2 (Fortsetzung)

e Es sei X eine stetige zuféllige Variable mit der Dichtefunktion f. Dann gilt:

“+oo +oo “+oo
EX= | z f(m)dx:/m-f(x)dx>c /f(ac)dx—c
— o c c
=1
O
7.5 Die Varianz
Es sei X eine zufillige Variable mit EX = p.
Def. 44 (Varianz, bez. Var X oder o%)
Falls E(]X|?) < oo, heifit der Erwartungswert E(X — p)? Varianz
+oo
J (x—p)? f(z)dz, falls X stetig ist
E(X —p)?=4{
> (@i — w)?* - pi, falls X diskret ist
ieN

Def. 45 (Standardabweichung), o,0x

o=+ Var(X)

Bem.: Var (X): mittlere quadratische Abweichung zwischen X und EX.

Satz 25 (Eigenschaften der Varianz)

1. Sei ¢ € R. Wenn P(X = ¢) = 1, so Var X = 0. Ist umgekehrt Var X = 0, so existiert ein ¢ € R, so daf} gilt:
P(X=c¢)=1.

2. Fiir beliebige ¢ € R gilt: Var (X + ¢) = Var X.
3. Fiir beliebige a € R gilt: Var (a- X) = a? - Var X.

4. Fiir zwei zufillige Variablen X7 und X5 gilt: Var (X; + X5) = Var X; + Var X5 + 2 - cov (X1, X5).

Wir zeigen nur 1. und 4., 2. und 3. ist UA.

Def. 46 (Kovarianz)
cov (X1, Xo) = B((X; — B(X1))(X2 — E(X>)))

heifit Kovarianz der Zufallsvariablen X; und Xs.
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Beweis von Satz 25, (1) und (4)
Es seien X, X; und X5 beliebige zufillige Variablen. a, ¢ € R seien ebenfalls beliebig gewéhlt. Die folgenden Aussagen

folgen aus dem Satz iiber die Eigenschaften des Erwartungswertes.

1. Es gelte: P(X = ¢) = 1. Daraus folgt EX = c.

Var X =E(X —EX)?=E(X —¢)>?=E(c—¢)*=0

Es sei nun Var X = 0 = E(X — EX)? = 0. Allgemein gilt fiir c € R: E(X —¢)? > 0. Also, P(X — EX =0) = 1.
und c¢:= EX leistet das Verlangte.

Var (X1 + Xo) = E(X; + X, — E(X) + X3))?
= E(X; + X, - EX, - EX,)?
(X1 —EXy) + (X2 — EX3))?
E((X1 — EX))” + (X; — EX;)?
+2- (X1 —EX;)- (X2 — EXy))
= E(X; - EX;)? +E(X; - EX,)?
+2 - E((X; — EX;) - (Xs — EX)))

cov(X1,X2)

= E

a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi(\)

plv:P(X:i):)\,—'e’)‘, i=0,1,2,...
1.
Var(X) = B(X -BX)’=3 (i~ \’p
=0
= Y 171p1+21p172)\22p7+)\ va

=2

i_

—*+A—2A2+A2 A

b) Binomialverteilung, X ~ Bi(n,p).
Var (X) = np(1 — p).

(ohne Beweis, UA)

¢) Gleichverteilung auf (a,b), X ~ R(a,b)

+b
fz) 7 =z € (a,b) EX = a2
xTr) =
0 sonst. Var (X) = (b ;2‘1)2 (UA)

d) Ezponentialverteilung
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de % falls ¢ > 0,
f(z) =
1
A

0 sonst.
EX =
& 2 ..
EX? = / A M de = = (UA).
O A
1
Var (X) = F
e) Normalverteilung
flz) = 1 —a(esey
2mo
e 1 1/z—p\2
E(X — 2 = / xTr — 2 efi(g)dl-
(X —p) 700( m e

7.6 Korrelation und Unabhangigkeit

Def. 47 (Unabhingigkeit)
Zwei Zufallsvariablen X; und X5 heiflen unabhéingig, falls fiir alle z1, 22 € R gilt:

P(X1 <xp,Xo < l‘g) ZP(Xl < xl)-P(Xg < xz)

Def. 48 (Unkorreliertheit)
Zwei Zufallsvariablen X; und X5 heiflen unkorreliert falls cov (X7, X5) = 0.

Satz 26
Zwei unabhéngige Zufallsgroflen X7 und X5 sind unkorreliert.

Beweis: siehe Stochastik-Vorlesung

Die Umkehrung der Aussage des Lemmas gilt im allgemeinen nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 59: X1 ~ N(0,1), Xo = X}
Offenbar, X; und X5 sind abhéngig. Wir berechnen die Kovarianz.

EX, =0, EX;=EX{=1, E(X;-X)=EX} =0
COV(Xl,XQ) = E(Xl X2) —EX1 EX2 =0-0-1=0
Trotz der Abhéngigkeit der beiden Zufallsgrofien X; und X5 ist ihre Kovarianz gleich Null.

Folgerung
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Falls zwei zufillige Variablen X; und Xs unabhéngig sind, gilt fiir die Varianz ihrer Summe:

Var (X1 + XQ) = Var (X1) + Var (XQ)

Def. 49 (Korrelationskoeffizient)

Es seien X; und X, zwei zufillige Variablen, fiir die gilt: 0 < ox,,0x, < co. Dann heifit der Quotient

Ccov ()(17 Xg)

le -O’X2

Q(Xla XQ) =

Korrelationskoeffizient der Zufallsgrofien X; und Xs.

Satz 27

Es seien X; und Xy zwei Zufallsgrofien mit ox,,0x, > 0. Dann gilt fiir den Korrelationskoeffizienten:
Beweis. Der Satz kann direkt aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung hergeleitet werden. Dazu betrachten Sie den

Raum aller Zufallsvariablen mit endlicher Varianz und definieren das Skalarprodukt (X,Y) := E((X — E(X))(Y —
E(Y)) und die entsprechende Norm ||X||? = (X, X) = var(X):

(X,Y)
1<+ <1
X 1Y)
O
8 Ungleichungen und Grenzwertsatze
8.1 Markov-Ungleichung
Satz 28 (Ungleichung von MARKOV)
Sei X eine Zufallsgrofle und ¢ > 0. Dann gilt:
E|X
P(X]|>¢) < | |.
c
Beweis: Wir definieren eine Zufallsgréfie Y wie folgt
0 c
Y:
P(X]<c) P(X[Zz0)
Offenbar gilt 0 <Y < |X| bzw. P(|X|—-Y >0) =1 und
E(X|-Y) > 0 bzw. E[X|>EY
EY = 0-P(|X|<c¢)+c-P(X|>¢)
= ¢ P(X|>c) <E|X]
Division durch c liefert die Behauptung. O
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8.2 Tschebychev-Ungleichung

Satz (Ungleichung von TSCHEBYCHEV)
Es sei € > 0 und sei Y eine Zufallsgrofle. Dann gilt:

VarY

P(Y ~BY|>¢) < —

Beweis: Wir verwenden die Markov-Ungleichung:
E|X
P(x| 2 ¢ < 2XL
c

und setzen
X: =Y -EY)*>0, c:=¢% (i € N).

Da e > 0 gilt, ist die Voraussetzung der MARKOV- Ungleichung erfiillt. Wir erhalten:

E(Y — EY)%

P([Y —EY|>e)=P (Y —EY)* > &*) < =

Fiir ¢ := 1 ergibt sich:

E(Y -EY)? VarY

P(Y —EY|>¢) < 5 >

Die Tschebyschev-Ungleichung kann nicht verschérft werden (UA)
8.3 Chernov-Ungleichung

Satz 29 (Chernov-Ungleichung)
Seien X, ..., X, Zufallsvariablen mit X; ~ Bi(p;,1), d.h. P(X; = 1) = E(X;) = p;. Dann gilt V¢ € (0, 1):

X, -p o n
P ) —_
(F52>9) < ()
Yn _p 675 a
P75 >0) < ()
wobei X,, = %Z?:l Xi, D, = %Z?:l p; und g =np = Z?:l ;.

Beweis: Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir V¢ > 0

n

P(Z X; > 6) = P(et Zi:l Xi > ete) < e te HE(etXi).
i=1 i=1

Daraus folgt Vt > 0

X7 _ "
PP o5) = PO (400 = P K> (L4 00
b =1 —
[T, B _ T (e + (= )
@t(1+5)l‘ - et(1+5)#

Schreiben wir p;e! + (1 — p;) = pi(e’ — 1) +1 und bemerken, dass 1+ < e® VY > 0 so erhalten wir

p(Xaty) o Daemlple -1)

D et(1+0)u
_eap((e —1) 3 pi) _ eap((e’ —1)p)
N et(1+8)u - et(1+d)u
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Setzen wir nun ¢ = log(1 + 6) (¢ > 0 fiir 6 > 0) so erhalten wir fiir den letzen Bruch

emp((et _ 1)#) B elto—1 H B ed H
et(1+38)p - (1 + 5)1+6 - (1 + 5)1+5

Damit ist die erste Ungleichung bewiesen. O

Die zweite Ungleichung als UA.
Hinweis: Analog zur ersten Ungleichung. Beachte e™* > 1 —x  Va # 0 folgt Vt > 0

Satz 30 (Chernov-Ungleichung, vereinfacht)
Seien X, ..., X, Zufallsvariablen mit X; ~ Bi(p;,1), d.h. P(X; = 1) = E(X;) = p;. Dann gilt V6 € (0, 1):

— . )
P(an P >0) < e H < e_“?z
p
X _ )
P(——"— P >0) < e hT
p

wobei X, = £330 Xi, By, = 3 2oy i und =307 i

Beweis: Logarithmieren die rechte Seite der Chernov-Ungleichung und wenden die Ungleichungen log(1+x) > 1+"LT/2
(auf die erste Chernov-Ungleichung) und log(1 — z) > —2 — 2%/2 (auf die zweite Chernov-Ungleichung) (Beweis unter

Verwendung der Reihenentwicklung) an und erhalten (0 < § < 1)

66 K 52

e ? n 5? —udl
log (D = M(*‘S*(l*a)log(l*(;))§*§#§€ °

8.4 Das Gesetz der Groflen Zahlen

Der Erwartungswert einer zufilligen Variablen X ist in der Praxis meist nicht bekannt. Um ihn zu schitzen, sammelt

man Beobachtungen X7, Xo,...,X,, und bildet dann das arithmetische Mittel:

n
X=-1Y x =%,
i=1
Beachten: die Beobachtungen X1, ..., X,, miissen unabhingig oder wenigstens unkorreliert sein.

Satz 31 (Schwaches Gesetz der Groflen Zahlen)
Es seien X7,...,X,, unkorrelierte zufillige Variablen mit p := EX; und o2 := Var X; < oo (fiir alle i = 1,...,n).
Dann gilt fiir alle € > 0:

nh_)ngo P(| X, —p|>¢e)=0.

Beweis: Da die Zufallsgroflen X3, ..., X,, unkorreliert sind, gilt

— — 0'2
EX =p, Var X = —
n

Mittels der TSCHEBYCHEV—Ungleichung erhalten wir:

Var X o?
< frng

n- 62 n—oo

0.

P(Xo—pl > 2) = P(X ~EX| 2 ¢) < -
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8.5 Der zentrale Grenzwertsatz

Satz 32 (Der Zentrale Grenzwertsatz)
Es seien X1, ..., X,, unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit u := EX;; 02 := Var X;. Seien ZufallsgroBen

Zp, Zyn und Y,, definiert durch: Z,, .= Y. X; bzw. Z,, := ZT und
i=1 =

Zp— W  ZLp—nu
Y, = . =
Vi o Vno

Dann gilt fiir alle reellen x:

lim P (Zn*g“ < g;) — lim P (Y, <) = ()

n—o00 \/ﬁ n—oo
Beweis: Als Hilfsmittel werden charakteristische Funktionen verwendet, siehe Stochastik-Vorlesung. O
Anwendungen:

e Simulation bei der Erzeugung einer normalverteilten Zufallsgréfle aus Pseudozufallszahlen
e Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (insbesondere von Schétz- und Teststatistiken)
Beispiel 60: Seien Xy, ..., X12 ~ R(0,1)

12
Z=>X;, E(Z)=6 var(2)=1
=1

Pb<Z<)

|
3
A
A

1 1 1
~——
AN (0,1)

~ B(1) — B(—1) ~ 0.84 — 0.16,

wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Der Grenzwertsatz von Moivre-Laplace

Satz 33 (MOIVRE-LAPLACE)
Es seien X; ~ Bi(1, p), unabhéngig. Dann gilt fir Z,, = > | X; (~ Bi(n,p)):

Zy =P Z ~ N (np,np(1 - p))

Beweis: Mit EZ,, = np und Var Z,, = np(1 — p) folgt unter Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes

Zp —np < _Y-mw >
Vnp(1—=p) = \/np(1 —p)

. ®< y —np )
np(1 — p)

Beispiel 61: Es seien X; ~ Bi(1,p), n =100 und p = 0.1. Gesucht werde die Wahrscheinlichkeit P(Z,, < 15). Es gilt:

Fz,(y)=P(Zy<y) = P(

d

P(Z,<15) = Y P(Z,=x)
<15
14
1 . .
= Z ( (Z)O> 0.1%(1 — 0.1)'00~¢ rechenaufwéndig
=0

%

15-100-0.1 —al(5) — @ (5) ~
¢ < 100~0.1-(10.1)> = (\/5) =2 (3) = 0.952
Bem.: Faustregel: n-p > 10 und n- (1 —p) > 10.
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Satz von MOIVRE-LAPLACE: Illustration
Binomialverteilung-Verteilung B(20,0.5) Binomialverteilung-Verteilung B(50,1/6)

Prob Prob
018 018

017 /\ 015
os

014
015

013
014
013 012
012 o

o1

010
008
008
o~ 007
006 000
005 005
004
003
002
001 o

oo 001
T T T T T T T T T T T T T
4 0 1 2 3 4 5 B 7T 8 @ 10 11 12 13 14 15 18 17 18 18 20 21 oo

T T T T e e
k 40 1 2 3 4 5 6 7 8 98 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 0 A

PLOT i K

Binomialverteilung-Verteilung B(100,0.1)

013 7

e T e e e e e e L e e
40 1 2 3 4 § 8 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

K

Bedeutung des ZGWS beim Schitzen

Gesetz der Grofien Zahlen: X — pu = E(X).

Frage: Wie grof} ist der Stichprobenumfang n zu wéhlen, um eine bestimmte Genauigkeit zu erreichen?
g, 0 vorgegeben, klein (g, < 0.5). 0?2 :=Var(X)

n ist so zu wéhlen, dass

1-5 < P(X—-pul<e)

P < i) ~ a(ynS) - o(-yi)
—_——
~N(0,1)

LS <0<I>1(€1 - g>)2.

Meist ist es anders herum, d.h. es sind n Beobachtungen gegeben, und Sie suchen ein Intervall das den wahren

Parameter, hier y mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1 — «, hier 0.95, iiberdeckt. (Das sogenannte Quantil ug ist
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wie folgt definiert: ®(ug) = 3.)

0.95 = 0.975—0.025
®(ug.975) — P(ug.025) = ©(1.96) — ®(—1.96)

Q

P(M\/ﬁ < 1.96) nach dem ZGWS
g

— o-1.96 0-1.96  — o-1.96
- P(X -yl < — P(— <X-u<
(| X —pl < Tn ) = P( Tn S N )
. 5-1.96 — 5-1.96
- p(X- <u<X
( <p< X+ NG )

NG

Das Intervall [X — 2196 ¥ 1 ”%6] ist ein 0.95-Vertauensintervall fiir den, hier unbekannten, Parameter pu.

Beispiel 62:
In der BRD gab es im Zeitraum 1970-1990 insgesamt 25 171 123 registrierte Lebendgeburten, davon waren 12 241 392
Maédchen.

Berechnen Sie die ein 95% Vertrauensintervall fiir die Wahrscheinlichkeit einer Méadchengeburt!

Das zuféllige Ereignis einer Méaddchengeburt wird dargestellt durch eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable, X; ~
Bi(1,p). Sei n = 25171123 und

Sp = Z X, die zufillige Anzahl der Madchengeburten.
i=1

Wir wissen, ES,, =n-pund VarS, =n-p- (1 —p).
Weiter sei ug.975 das 0.975-Quantil von A(0,1),

(D(Uo_975) = 0.975.

Nachsehen in der Tabelle oder Berechnung mit einem Standardprogramm liefert wug. 975 ~ 1.96.

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt

Umstellen der Ungleichung liefert ein 0.95-Konfidenzintervall, hier: [0.48613, 0.48652].

Beispiel 63:: Schitzung des Anteils der Todesfille unter den registrierten Corona-Infizierten

Am 10.5.2020 gab es in Deutschland n=171324 registrierte Corona-Infizierte, von denen k = 7545 (unter anderem) an

Corona starben.

Wie im letzten Beispiel erhalten wir ein 0.95-Konfidenzintervall fiir die (unbekannte) Sterblichkeit p. Das ist ein klein

wenig miihselig, geht aber, da die Varianz, bei gegebenem p bekannt ist.

Wir konnen es uns auch einfacher machen, und die unbekannte Varianz schétzen in dem wir den Parameter p in der
k

Varianzformel (var(S,) = np(1 — p) = 02) durch die Schéitzung p = £ = X ersetzen (vgl. Formel vor dem letzten

Beispiel).

Fortsetzung von Beipiel 63

In unserem Fall erhalten wir fiir die Todesfallrate p ein 0.95-Konfidenzintervall von [0.043, 0.045]. Ein 0.99-Konfidenzintervall
erhalten Sie wenn Sie in den obigen Formeln das 0.975-Quantil ug 975 = 1.96 der Standardnormalverteilung ersetzen
durch das 0.995-Quantil ug.995 = 2.575.

Bei einer inhaltlichen Bewertung ist (mindestens) zu beachten,

e Dunkelziffer, es handelt sich nur um die registrierten Falle.
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e Fallzahlen sind regional und zeitlich verschieden. Eine detailliertere Auswertung ist angebracht.

Auch andere Kennzahlen, wie z.B. die Reproduktionszahl R sind nur Schitzungen, und deren Giite kann deutlich

schlechter sein.

9 Parameterschiatzung

9.1 Eigenschaften von Schatzungen

Sei 0, = 0,(X1,...,X,) eine Schitzung eines Parameters 0, die auf n Beobachtungen beruht.
e f, —= 0 “Konsistenz”  (Minimalforderung)
o E0,=10 “Erwartungstreue” Eén == 0 “Asymptotische Erwartungstreue”

YW

o var 0, moglichst klein: “gute”, “effiziente” Schatzung
e wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fiir alle e-treuen Schéitzungen, O,: “optimale Schétzung”

e MSE = var 6,, + bias? 6,, = var 0,, + (Eén —6)? — minimal oder moglichst klein.

Eigenschaften sollten “moglichst” auch bei (kleinen) Abweichungen von der (Normal-) Verteilungsannahme gelten

— robuste Schétzung.

9.2 Schatzmethoden

Momentenmethode
Man driickt den zu schiitzenden Parameter durch die Momente, z.B. E(X), E(X?), var(X), aus. Dann werden die

Momente durch die entsprechenden empirischen Momente, z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.

Maximum-Likelihood-Schitzung (ML-Schitzung)
Es wird der Schétzwert fiir den unbekannten Parameter ermittelt, der anhand der vorliegenden Daten, am meisten

fiir diesen Paramter spricht (most likely).

Kleinste-Quadrat-Schitzung (KQS)

Sei 6 der zu schéitzende Parameter. Man geht aus von einem Modell, z.B.

Dannn versucht man die Summe der Fehlerquadrate

zu minimieren (Kleinste Quadrate).

9.3 Arithmetisches Mittel

X (als Schitzung fiir den Erwartungswert)
e Momentenschéitzung

e Kleinste Quadrat Schétzung
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konsistent (Gesetz der grofien Zahlen)

erwartungstreu

nicht robust (gegen Ausreifier)

asymptotisch normalverteilt (Zentraler Grenzwertsatz)
e bei Normalverteilung:

— Maximum-Likelihood-Schétzung
— minimale Varianz, optimal

— normalverteilt

10 Zusammenfassung

Fehlerrechnung

e Absolute und relative Fehler

e Kondition von Abbildungen
Nichtlineare Gleichungen

e Intervallschachtelung

e Banachscher Fixpunktsatz

e Iterative Losung linearer Gleichungssysteme (Jacobi-Verfahren, Gauf3-Seidel Verfahren)
e Einfache Iteration

e Newton Verfahren

e Regula Falsi

e Horner Schema

Ausgleichs- und Glittungsverfahren

e Lineare Regression
e Nichtlineare Regression

e Splines (nur Definition und Eigenschaften)
Interpolation und numerische Integration

e Lagrange Interpolation
e Trapezregel

e Simpsonregel

Grundlagen, Bedingte Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariablen

e Wahrscheinlichkeitsbegriff
e Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

e Einfache kombinatorische Formeln
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhéngigkeit

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

e Satz von Bayes
e Zufallsvariablen, Verteilungsfunktion

e Erwartungwert, Varianz, Rechnen mit Erwartungwert, Varianz

‘Wahrscheinlichkeitsmodelle

Diskrete Gleichverteilung

Binomialverteilung

Poisson-Verteilung

Geometrische Verteilung

Gleichverteilung

Exponentialverteilung

Normalverteilung

Unabhiéngigkeit, Ungleichungen, Grenzwersatze

e Zweidimensionale Zufallsvariablen
e Unabhéngigkeit und Korrelation
e Markov-Ungleichung, Tschebyschev-Ungleichung

Gesetz der Grolen Zahlen

Zentraler Grenzwertsatz
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