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Aufgabenstellung der Numerik

@ Wie wirken sich Eingabe- und Rundungsfehler aus?
gerundete, diskretisierte Daten, fehlerbehaftete Daten,
Abbruchfehler

@ Losung von Aufgaben, die analytisch (z.B. mit Integralrechnung)
nicht moglich ist oder nur mit relativ groBem Aufwand.
Bereitstellung von Methoden zur (ndherungsweisen) Berechnung
(mit dem Computer)

hier: Approximation, Integration, Nichtlineare Gleichungssysteme

@ Berechnung moglichst effizient
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Fehleranalyse Gleitkommazahlen

Um mit reellen Zahlen auf dem Computer zu arbeiten, gibt es die
moglichen Darstellungen:
@ symbolisch (z.B. in Computeralgebrasystemen wie Mathematica
oder Maple)
@ approximativ:
o Festkommazahlen
o Gleitkommazahlen
Wir werden uns in dieser Vorlesung ausschlieBlich mit

Gleitkommazahlen beschaftigen.



Sei b € N, b > 2 eine Basis fiir die Zahlendarstellung (z.B. b = 2:
Binardarstelluung, b = 10: Dezimaldarstellung). Dann lasst sich jede

reelle Zahl x € R darstellen als

x = (=1)"-b*> ab~", wobei
i=1

=
€[0,1)

v e{0,1} (Vorzeichen-Bit)

ecZ (Exponent)

a; €40,1,....b—1} (Ziffern).
Beispiel 1: b =10
—123.4 = (—1)'-10%.0.1234

= (-1)'-10°(1-1071 +2-1072 +3-10°+4-107%)
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Def. 1 (Menge der Gleitkommazahlen) G(b, I, E)
Die Menge aller Gleitkommazahlen mit Basis b € N, b > 2,
Mantissenlange / € N, / > 1 und Exponent e € E C Z ist:

/
{x=(-1)"-b°> ab'|ve{0,1},e € E, a; € {0,....b—1} Vi < I}.
i=1

/
Eine Darstellung von G(b, /, E) > x = (—1)* - b®) _ a;b™" heiBt
i=1
€[3.,1)
normalisiert, falls a; # 0.

Beispiel 2: b =10 nicht normalisiert-normalisiert

0.0123 =10"'.0.123
SN——

€[&,1)



EOIEENEECM  Gleitkommazahlen

IEEE Gleitkommazahlen

Mantissenldnge Exponent Vorzeichen | Y

single  real*4 | /=23 bit e=8 bit 1 bit 32 bit

double real*8 | /=52 bit e=11 bit 1 bit 64 bit

2c—1022

Die Darstellung x = +m spart das Vorzeichenbit fiir den

Exponenten.

m = 27 42272 4. 425327, a;,¢ € {0,1}
c = @2+ + 2% € [1,2046]NZ

c=0 wird fur x = 0, und

¢ = 2047 fir x = NAN (not a number) verwendet.
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EOIEENEECM  Gleitkommazahlen

Beispiel 3: b =2, x = g

a3 =0a=a=1:x=0-2"14+1-2"241-273 nicht normalisiert
ai=1a=1: x=2"11-271+1.272) normalisiert
3
(3),, = (L0 01111111101 110 ... 0),
10 S

8
V' Exponent=-1 Mantisse

coz1,c1:0,c2:~-:c9:1,c10:0, c=1021 =1023 -2

Beispiel 4: b=2, x=0.1= 1—10

1 1 ! .

— = Za,-—. s 2'=10- Z 32"~ keine Losung fiir die a;

10 = 2 i=1
N1+1+1+1+1_2_3(1+1+1+1+1
T 16 32 ' 256 512 2048 ‘21 22 ' 25 ' 26 ' D8

=0.0996094

=1.00098
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Fehleranalyse Gleitkommazahlen

Zahlbereich (bis auf Vorzeichen): |x| € [271922 (1 — 27°3)21924] y {0}

@ kleinste positive real*8 Gleitkommazahl:
aa=1a=0 Vi=2...,63,c=1:
x = 9-1.91-1022 _ -1022.

@ groBte real*8 Gleitkommazahl:
aa=1 Vi=1,...,53, c =2046:

x = 253 l . 92046-1022 _ (1 — 2!134 _ 1>21024
2i 1-1
i=1 2

= (1- 2—53)21024'
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EOIEENEECM  Gleitkommazahlen

Bem.: x,y € G(b,l,E) #= x+y e G(b,I E).
Beispiel 5: b =10, /=3, E ={0,...,3},

x = 500 = (—1)° - 10° - 0.500.

Dann ist x + x = 1000 = (—1)°- 10* - 0.100. Aber 4 € E =
Exponenteniiberlauf!

(Aber auch ohne Exponenteniiberlauf gilt dies nicht! siehe Ubung)

Def. 2: Uberlauf, Unterlauf

Ein Uberlauf liegt vor wenn der Betrag der Gleitkommaoperation zu
einem Wert fiihrt, der groBer als die groBte Gleitkommazahl ist.

Ein Unterlauf liegt vor wenn der Betrag der Gleitkommaoperation zu
einem Wert fiihrt, der kleiner als die kleinste positive Gleitkommazahl

ist.
13



EOIEENEECM  Gleitkommazahlen

Beispiel 6: Berechnung von /a2 + b2
naive Programmierung: es kann passieren, dass der Zahlbereich des

Rechners liberschritten oder unterschritten wird,
Zwischenergebnis groBer als die maximale Gleitkommazahl oder
kleiner als die minimale positive Gleitkommazahl.

Sei a > b > 0. Dann berechnen wir besser

jaly /1 + (5)2
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Fehleranalyse Rundung
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Fehleranalyse Rundung

Wir fixieren jetzt b und / und betrachten im Folgenden nur

G :=G(b,1,7)

(d.h. wir schlieBen einen Uber-/Unterlauf des Exponenten aus).

Wir stellen eine beliebige relle Zahl x € R durch die Gleitkommazahl
rd(x) € G dar, die x am nachsten liegt, d.h.

Ix —1d(x)] < |[x—g| Vgea.

Aber rd(x) ist so i.A. noch nicht eindeutig bestimmt:

Sind g1, & € G zwei ,,aufeinanderfolgende” Gleitkommazahlen (d.h.
[g1,8] NG = {g1,82}) und x = (g1 + &2)/2, so erfiillen g1 und g>
diese Bedingung. Definiere dann rd(x) := g, (die gréBere von
beiden).
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Fehleranalyse Rundung

Sind g1 < g» < g3 drei aufeinanderfolgende Gleitkommazahlen (d.h.
[g1,8] NG = {g1,8,83}), so wird genau das Intervall
| = 838 &8 durch rd auf g» abgebildet. Also

rdix) =g = x€l.

Durch die Gleitkomma-Darstellung identifizieren wir somit alle Zahlen
aus | C R mit g € G. Die Menge G ist nicht abgeschlossen unter
Addition (siehe Ubung):

x,yeG # x+yeG.

Um Gleitkommazahlen zu addieren, missen wir also + : R x R — R
approximieren durch eine Operation :G x G — G (oder
zumindest :R xR — G). Analoges gilt fiir andere Funktionen

wie — -, 1, sin, exp.
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Fehleranalyse Gleitkommaoperationen
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Fehleranalyse Gleitkommaoperationen

Gleitkommaoperationen

Die natiirliche Approximation einer Funktion f : X — R (X beliebige
Menge) ist

X =G (z.B. xi[+]x =rd(x + x))
=rdof  (d.h. [fl(x) := rd(f(x))).
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Fehleranalyse Gleitkommaoperationen

Gleitkommaoperationen

Die natiirliche Approximation einer Funktion f : X — R (X beliebige
Menge) ist

X =G (z.B. xi[+]x =rd(x + x))
=rdof  (d.h. [fl(x) := rd(f(x))).

Vorsicht: Viele Gesetze wie Assoziativ- oder Distributivgesetze

gelten fir die Gleitkommaoperationen nicht mehr, z.B.

(sCH]6) [He Aa. a[H](6[Fe).

(siehe Ubung).
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Fehleranalyse Absolute und relative Fehler
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EOIEENEIEEN  Absolute und relative Fehler

Erinnerung: Norm im R”

Die Abbildung ||.]| : R" — [0, c0) heiBt eine Norm, falls fiir alle
x € R" und fir alle a € R gilt:

1. ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0

2. Jlax = la - [Ix]] und

3. |Ix+yll < [|x|] + |lyl| (Dreiecksungleichung)

X[l = |D_x?  Euklidische Norm
i=1

n

Ix|li = Y_|x|  City Block Norm (Manhattan Norm)
i=1
[IX||lo = max(|x, ..., [xi]) Maximumnorm

Die Norm von x ist der Abstand von x zum Nullpunkt.
21



Def. 3 (Absolute und relative Fehler)

Ist X eine Approximation von x (fiir x,x € R" oder x, % € X mit

(X, |- ||]) normierter Vektorraum), so heiBt
||lx —X%||  der absolute Fehler von X bzgl. x,
[Ix = X]|

der relative Fehler von X bzgl. x (falls x # 0).

Im Gegensatz zum relativen Fehler gibt der absolute Fehler keinen
Aufschluss iiber die Anzahl der giiltigen Stellen von X.

Beispiel 7:

Q@ x=1%=2= |x—X|=1, =1 =10° (Fehler in der

1. Stelle)
@ x =1000,% = 1001. = |x—%| =1, X —10-3 (Fehlerin
der 4. Stelle) .




Fehleranalyse Absolute und relative Fehler

Satz 1
Fir x € R, x # 0 gilt:

_ il
|x — rd(x)| - b
x| 2

=:eps(b,l) =:eps (= Maschinengenauigkeit).

Beweis: OBdA. gelte x > 0. Wahle g1, g € G aufeinanderfolgend
mit g1 < x < g und

/
81 = be Z a,'b_i, a §£ O
i=1
Dannist g — g1 = b®- b~/ = b*~!. Wegen g1 > b¢- b~ ! folgt

‘X _ I‘d(X)‘ g25g1 be—l bl—l
< < = . |
x| = g~ 2bc- bl 2

23



Fehleranalyse Absolute und relative Fehler

Bem.: Fir I[EEE-Gleitkommazahlen ist

eps =27~ 1,1-1071° fiir ,double” (64 Bit-Gleitkommazahlen)
und eps = 27%* ~ 6,0 - 1078 fiir ,single” (32 Bit-Gleitkommazahlen).
Folgerung

Fir alle x € R existiert ein € € R, |¢| < eps mit

rd(x) = (1+¢)x.

_ x—rd(x) '

Beweis: Fiir x # 0 nimm ¢ := .

= 1d(x) = (1+¢)x, =gat,1 Il <eps. O

24



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Def. 4 (Matrix-Norm)

Sei A eine (m x n) Matrix und |[.|| eine beliebige Norm in R”. Dann
heiBt
11l =sup |2 = sup
X[ =

(zugehorige) Matrixnorm.

z.z. 1. Supremum existiert, 2. ||.|| ist eine Norm. (siehe Ubung)

zweite Gleichung: H\ﬁ\H = ||AHXH|| = ||Ay||, wobei y = ﬁ

Die Menge {||x = 1||} ist kompakt und die lineare Abbildung Ax ist

stetig, das Supremum existiert also.
Bem.: Es gibt andere Varianten der Matrixnormdefinition.

26



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Matrixnormen, ||.||x gehort zur entsprechenden Norm im R”

[|All; = maxz |a;| Spaltensummennorm

Al = mlaxz laj|  Zeilensummennorm  (vgl. Satz 8)

All2 = /Amax(ATA) Spektralnorm,  A,.. : max. Eigenwert

Wir verwenden hier nur die Spaltensummennorm, k =1

|| Ax||y
[|All; = sup = \ a,JxJ‘

X0 Hle x;éOHXHl,Z; ,z;
< sup ZZ|3UXJ| <sup Z‘XJ’Z|au|

X0 ||X||1, 1= 0 ||x ||

H/—/
[1x]]1

<

n
max > |ay|.
Sz

27



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Sei A = (a,-j),-:Lm’,,J:l,m’m und x = (Xl, e ,X,,)T.
Es gilt fir die lineare Abbildung Ax:

m m T
Ax = (D ayx, .., amx;)
Jj=1

j=1

n m n m

1A = 2> apg| < 20" Jayll]
i=1 j=1 i=1 j=1

n n

m
= DI layl < Ix[lx mJ?XZ|3ij|
=1 i=—1

i=1
——

{11
[|AX]]2 ”
< max ) |a
[Ix]2 J ; ’

Das Gleichheitszeichen gilt fir x = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1

an der Stelle jy steht, an der die letzte Summe maximal ist.

28



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Wir wollen jetzt untersuchen, wie stark sich der absolute/relative
Fehler unter Abbildungen andert. Seien X = R", Y = R™ mit
fixierten Normen, x € X, f : X = Y, x #0, f(x) #0

Def. 5 (absolute und relative Kondition)

b = Fiaba(X) fim ||f(>"(N) — f()||y — fim abs. Fehler von f(~)"<)
s=x ||% = x||x x—x abs. Fehler von X
f(X)—f(x
(x) I : (Ilz(X)l(ly)Hy — rel. Fehler von f(X)
Rrel = Krel(x) = lim —=2— = <
ol ol K—rx ||7>‘<|—|>‘<\|X s—x rel. Fehler von X
x|[x

heiBen absolute bzw. relative Kondition von f in x.
Eine Abbildung heiBt in x gut konditioniert, falls ihre Kondition

,klein" ist, andernfalls schlecht konditioniert.

29



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Bem.: Diese Konditionen nennt man auch die normweise

Konditionen. (Zur komponentenweisen Kondition siehe unten)

Bem.: Die Kondition hangt vom Argument x ab, wir werden jedoch
meist das Argument weglassen.

Auch den Index X bzw. Y werden wir im Folgenden weglassen.

Bem.: Zur Notation: Fir g : (X, ||.||) — R ist der limes superior in

xeX

Maximum /Supremum aller Grenzwerte lim g(x,)

Tm _ ) konvergenter Teilfolgen g(x,) mit x, — x ,

oo falls keine konvergente Teilfolge g(x,) existiert.

30



Beispiel 8: Kondition der linearen Abbildung Ax

— ||Ax — A — ||A]|||x —

e = T AR A AR
R T S PR
[Ix]] .

Krel ———||All. (*): < klar, = siehe Ubung
[|AX[|

Beispiel 9: Kondition der Addition: R? — R

(x1, %) — x1 + xo = Ax, wobei A = (1,1),x = (x1,x)"

Kabs = |[(1,1)][1 =1 (Spaltensummennorm)
= X0 I ||1_M

el = —

‘ ||AX][1 X1 + x|

Haben x; und x, das gleiche Vorzeichen, so ist k., = 1. Bei
unterschiedlichen Vorzeichen aber kann k., beliebig groB werden! In

diesem Fall ist die Addition also schlecht konditioniert.

31



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Beispiel 10: Seien x; = 0.1234, X; = 0.1235 eine Storung von x,

X = —0.123.
AuBerdem sei y := x; + x> die Summe und y := X; + x> die gestorte

Summe. Fiir die relativen Fehler gilt dann:

IAX]|y  [[(x1,%) — (%1, %)|lr _ 0.0001

= = ~ 4.1-107%,
|[x][1 || (x1, %) |1 0.2464
1Ayl _ ly =yl _ 00001 _ o 5
Iy llx | 0.0004
lativer Fehl 0.2464
s relativer renler von y _ — 616.

relativer Fehler von x 0.0004

Dieser Effekt des Verlustes an Genauigkeit heiBt Ausloschung.

Faustregel: Ausléschung durch Subtraktion anndhernd gleicher

Zahlen vermeiden!
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Beispiel 11: Subtraktion (etwa) gleich groBer Zahlen a — b
Pi

= Pi, b:=100—— —b=07
a i, 00100., a 0

Mathematica gibt a — b = —4.44089 - 1071° (~
Maschinengenauigkeit) .

Schlussfolgerung: Gleitkommazahlen niemals auf Null testen.

Bem.: Beziiglich der normweisen Kondition kann auch die
Multiplikation /Division schlecht konditioniert sein, beziiglich der
komponentenweise Kondition ist sie aber immer gut konditioniert!
(Ubung)
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen
H . n m.
Sei f: R" — R™:

F(xts . %) = (X0 s Xn)s oo Fn(Xe, ooy X)) T

Def. 6 (partiell differenzierbare Abbildung)

f heiBt partiell differenzierbar, falls alle f;i(x1,...,x,),i =1,...

nach allen Komponenten x; (partiell) differenzierbar ist.

Die Matrix J der partiellen Ableitungen,

ofi (x) ofi (x)
Ox1 Oxn
f'(x) = : : =: J heiBt Jacobi-Matrix.
Ofm(x) . Ofm(x)

Ox1 Oxn

(Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851)
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Satz 2 (Kondition einer differenzierbaren Abbildung)

Sei f : X — Y differenzierbar mit Jacobi-Matrix J. Dann gilt

|Ix]|
Kabs:HJHy Rrel = ||f(X)||HJH

Beweis: Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Variablen:
f(x) — f(x') = J(x — x') + p(x,x")||x — x||, wobei lim p(x,x') =0
x/—x

Normbildung, Dreiecksungleichung, Division durch ||x — x/|| und
Grenzwertbildung liefert ks < [|J||. Fiir = nehmen wir eine Folge so
dass L=l — 4], O

Die Kondition von Abbildungen kann also leicht mit der

Jacobi-Matrix bestimmt werden.
35



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Bem.: Ist die Abbildung sogar zweimal stetig differenzierbar, so gilt

nach dem Satz von Taylor fiir Funktionen von mehreren Variablen

A=) = 30 )+0(x1) = (32 05 = ) +O( )
=1
i=1,....m

Satz 3: Fir die komponentenweisen relativen Fehler gilt asymptotisch

70 = 60)|_ 080 g = Xl |98 x ||Ax
) —J_Zl o | 150l ~ 2| ax 709

Kij(x)=kKij
mit den komponentenweisen Konditionen ’ ’
ofi(x)

x|

[£i(x)]

36



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Kondition der Abbildung x = A=y, vgl. auch Beispiel 8
d.h. Losen des linearen Gleichungssystems mit fester Matrix A

Rabs — ||A_1||

VIl a1y [AX]
= IA~]] =
|A=1y]| x|

= ||A]| - ||A~"]] = cond(A)

AL [x]|
[l

1A~ < 1A~]

Rrel

Def. 7 (Kondition von Matrizen)

Sei A eine regulare Matrix. Der Term
cond(A) = [|A[| - [[A7Y]]

heiBt Kondition der Matrix A.
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Wir betrachten jetzt die linearen Gleichungssysteme

Ax =y und Ax =§ (gestortes System)

mit A, A € R™" x,X,y,§ € R".
Setze AA :=A — A Ax:=%—xund Ay =y —y.

Wir wollen jetzt den absoluten und relativen Fehler (||Ax|| bzw.
HAXH

) der Losung in Abhangigkeit von AA und Ay ermitteln.

Satz 4 (zur Information)

Ist A invertierbar und ||AA|| - [|A~1|| < 1, so ist auch A invertierbar
und es gilt

|AX]] _ cond(A) 1Ay[l . [[AA]]
I~ 1—cond(A)- LS5\ lIvll —[IAll

38



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Bem.: Ist cond(A) - ||AA||-||A]|7 < G < 1, so gilt

|| Ax|| 1 [|Ay|| | [|AA]|
<(1—G) “cond(A) + ,
|[x]| ' Iyll [|A]|

d.h. cond(A) kann als Verstarkungsfaktor der relativen Fehler

interpretiert werden.

Faustregel: Fiir relative Fehler % ~ W ~ 10~/ und
cond(A) ~ 10k ist

||Ax|| ~ 10k

1| ’

d.h. man verliert k Stellen Genauigkeit.

39



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Lemma (bendtigen wir zum Beweis von Satz 4)
Sei B (n, n) Matrix mit ||B|| < 1. Dann ist die Matrix | 4+ B regular,
und es gilt

10+ B) 7| < o
1—|B]]

Beweis: Es gilt fir alle x € R",x £ 0

[1(F+B)x|| > [[x|| = [|Bx|| > (1 — [[B[) [Ix[[ > 0
—_———
>0
Die Gleichung (I + B)x = 0 besitzt also keine nichttriviale Lésung,

also ist die Matrix (I + B) regular.
=11 +8B)(1+B) || =[|(1+B)" +B(1+B)|
> [|(1+B) [ = [IBIllI(++ B) || = [|(++ B) |1 [IB][) > 0

1

woraus die Behauptung folgt. Oy



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Beweis von Satz 4

Nach Voraussetzung ist [|[A"*AA|| < [|A7Y| - ||AA|| < 1. Nach
obigem Lemma ist auch A + AA = A (I + A 'AA) regular.
—_—

regular
Mit Ax = x — X folgt aus Ax =y und Ax =y
(A+AA)Ax = (A+ AA)(x+ Ax —x)
= (A4 AA)(x+ Ax) —(A+ AA)x

y+Ay
= y+ Ay — (y + AAx) = Ay — AAx

Ax = (A+AA)(Ay- AAx)

41



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

[ax|] < [I(A+AA) (Al + ||AA]llIx]])
= [[(A(1+ AT AA) T I([|Ay]| + [|AA]]X]])
= [|(1+ATTAA) AT (|| ay]| + | AA][x]])
< [0+ ATTAA) | [JATY(1|Ay]] + ([AA]]x]])
TSl
< | Ay + ||AA[[[]X]])  (nach Lemma)
1—||A—1||-||AA||( )
_ |A1||-||A||-||x||< |Ay|| +||AA||>
= 1 [|AY]-[JAAT\JIAL - TIx]] T[]
_ cond(A) <||Ay|| ||AA||>|| |
= 1—cond(A)[[AA[[-[[A[7E\ Tyl [IA]]
wegen [|y|| = ||Ax|| < ||A]|l|x]] 0
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Beispiel 12:

A= , Al = , y =
35 3 -1 0
Losung von Ax =y : x* = (-5,3)".
|All1 = max(1+3,2+5) =7, det(A)=1-5—-3-2=—1,
A7l = max(5+3,2+1) =8, det(A™) =l = -1,
cond(A) = ||A||1|]|A7Y]1 =7-8=56

. [1 2 ) —4.1667  1.6667 1
A= , A= ;Y
31 5 25833 —0.8333 0.1

Losung von Ax = § : %* = (—4,2.5)".
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Fortsetzung von Beispiel 12
det(A) = —1.2, ||AA||=0.1, |[|AA||||A7Y]=0.8<1.
Bedingung des Satzes erfiillt. Obere Schranke:

56 <0.1 + 0_71> _ 56,08 _ 30~ llAx] _ [I(=5.3)=(=425)|| _ Ls

1-56-C1 {1 — 02 7 [x]| [1(=5,3)l|

1.5
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Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Beispiel 13:
1 0.99 ) —9800 9900
A= A =
0.99 0.98 9900 —10000
[|A|l = 1.99, det(A) = 1-0.98 — 0.992 = —0.0001,
[|A~L||; = 19900, det(A™") = gy = —10000,
cond(A) = [|A[]1||A7L]|; ~ 4 - 10*
- 1 099 . 100 —100
A= Al =
0.99 0.99 —100 10000

99

det(A) =1-0.99 —0.992 = 0.0099, det(A™) = 1% ~ 100

|AA|| = 0.01, ||AA]|||A7Y] > 1. Bedingung des Satzes nicht
erfiillt (Ubung). 45



Fehleranalyse Kondition von Abbildungen

Fortsetzung von Beispiel 13

Loésung von
1 099 1
A= X = ; x*=A"1!
0.99 0.98 1
Losung von
~ 1 099 1 ~
A= X = ; =A""!
0.99 0.99 1
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Fehleranalyse Einfluss des Algorithmus auf die Laufzeit

Inhalt

@ Gleitkommazahlen
@ Rundung
@ Gleitkommaoperationen

Absolute und relative Fehler

Kondition von Abbildungen

Einfluss des Algorithmus auf die Laufzeit
Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Auswertung arithmetischer Ausdriicke
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Einfluss des Algorithmus auf die Laufzeit
Beispiel 14: Berechnung von e* fiir x = xg = —15 auf 10 Stellen
genau
Der wahre Wert ist (auf 10 Stellen genau) e = 3.059023205 - 10~".

Potenzreihe .
%’: (—15)

i=0

— 7.840047895 - 10~

il
50 Summanden reichen nicht.

ZO: (—15)'

i=0

~

— 3.059023205 - 10~/

i

Berechnen erst x = e!®, und bilden dann y = %

X

— = = 3.059023205 - 10"
Yizo

d.h. hier reichen 46 Summanden.
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FOEENENAC  Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Inhalt

@ Gleitkommazahlen
@ Rundung
@ Gleitkommaoperationen

Absolute und relative Fehler

Kondition von Abbildungen

Einfluss des Algorithmus auf die Laufzeit
Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Auswertung arithmetischer Ausdriicke
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Def. 8 (Stabilitat)

Ein Algorithmus heiBt numerisch stabil fiir ein gegebenes Problem,
falls der relative Fehler < relativen Kondition fir das Problem ist.
Beispiel 15: Losung der quadratischen Gleichung x> — 2px + g = 0:
f(p,q) = (x1,%) = pF VP> —q

Das Problem ist gut konditioniert, falls g < p?: Die Jacobi-Matrix ist

I Ox [— L
Jj— | 9a|_ VPP—q 2y/p*—q

O  Ox 4 P =

ORI PP—q  2\/p’—q

Die absolute und relative Kondition

2lp| + 1
ey = ||J|]—max " lagl <3yl < 24+ SB = |p‘
VP> —q
e @)l |p|+|q| lp| + |q| 2lp| +1
Krel = 1] = [13]] < 2+ )
* I1f(p, q)l| x| + X 2|p| N



FOEENENAC  Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Fortsetzung von Beispiel 15:
Welchen Algorithmus wahlen wir?

X1,2:P:F\/P2—q

2. Vietascher Wurzelsatz (x1x = q)

1. p-q Formel

Fall p < O Fall p >
x = p—ypPP-q  x =
X2 e i Xl =

X1

0
p+yp*—q
q

X2
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Fehleranalyse Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Zunichst berechnen wir u = p?, v =u— q,w = /v und zur

Vermeidung von Ausléschung
xx = p—w falls p<0
xx = p+w fals p>0

mit dem relativen Fehler (sei 0.B.d.A. p > 0), vgl. Satz 3

Axo < Ox p ||Ap Ox w || Aw
Xo T | Opxll p ow x || w
\ﬁ/—" ~——
Ka1(x N22(><)
~ b + w ‘ p ‘p +wl| w

Wenn g < p? so sind die komponentenweisen Konditionen etwa %
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Fehleranalyse Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Nach der p-q Formel kdnnen wir jetzt x; = p — w (wenn p > 0) (1.)

ausrechnen oder wir verwenden den Vietaschen Wurzelsatz und

berechnen x; = I (2.)

e x;=p—w. Beig<p?istw~ p,dh. wir haben
Ausloschung. Rundungsfehler in p und w iibertragen sich wie

folgt (vgl. Satz 3):

Ax 9xp||Ap
X1 op x|l p
——
k11(x)
_ p Ap
p—w

>1  <eps

Oxaw(|Aw| _
owxy|| w |
—_———
k12(x)

P
——— —— H,_/W_/

~€eps

Dieser Algorithmus ist also instabil.

p

X1

Aw

w

p

X1

Vv
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FOEENENAC  Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

° X3 = X%.
AX]_ 8X1 q Aq 8x1 X2 AXQ
X1 8q X1 q 8X2 X1 X2
_ |9 ||A9] | 9x|bx
X1x2 || q 3% || X
=1 -1

Dieser Algorithmus ist also stabil.
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FOEENENAC  Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Beispiel 16:, Fortsetzung von Beispiel 15 (Loésung der quadratischen
Gleichung x2 — 2px + g = 0 mit g = 0.87)

p Xo x1 (1) x1 (2) x1 (2)- x (1)

9.728 - 102 | 194.556 0.00447173 0.00447173 5.0307 - 1071°

255-108 |51-108 0O 1.70588 - 10~° 1.70588 - 10~°
p-g-Formel liefert im zweiten Beispiel ein falsches Ergebnis.
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Inhalt

@ Gleitkommazahlen
@ Rundung
@ Gleitkommaoperationen

Absolute und relative Fehler

Kondition von Abbildungen

Einfluss des Algorithmus auf die Laufzeit
Einfluss des Algorithmus auf die Stabilitat

Auswertung arithmetischer Ausdriicke
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Beispiel 17:

y=flxa,x)=x —x = (x—x)(a+x)

——
A

Relativer Problemfehler (nach Satz 3)

Ay of x1||Axq of x
y oxy |l xq Oxo
< 2X1 X1 —2X> + Xo
T\ -] |-
wobei
AX,' _ X,(]. -+ 6,') — X
Xi - Xj

B

AXQ
X2

2 2
X + X3

2 2
Xi — X
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

weiter mit Beispiel 17
Relative Kondition

]| x| + x| X1+ x|
Bl = = [1(2x, 2%)|| = 25—,
<] Xt — 3] ’ Xt — x3|
schlechte Kondtionierung fiir |x1| &~ |x2|.
Betrachten wir Algorithmen A und B:
n = xxg vi = xiHx
U = x[x v, = x3iHx
y = wnBuw z = vyiw

max(|x, x|,
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Nach der Folgerung aus Satz 1 ist der Rundungsfehler bei
Maschinenoperationen (z.B. ® = B, [, H)

gleich:  rd(x; ® x) = (1 4+ ¢)(x1 ® x2), wobei ¢ < eps
Fur Algorithmus (A) ergibt sich

u = x}(1l+e) = x2(1 + &)
o= (R4 m) — (L 2)(1+ )
= X} —x3+xfe1 — X3y + (X — x3) e3 + O(eps?)
—_——
=y =y
|Ay < epst 8 I =]
y Ixf — x5

d.h. der Rundungsfehlereinfluss kann groB sein, wenn |x;| & |x,|.
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Fur Algorithmus (B) ergibt sich

vi = (xa+x)(1+e1) va = (x1 — x2)(1 + &2)
z = (X1—|—X2)(1—|—€1)(X1 —X2)(1—|—€2)(1+€3)
= X7 —x3+ (¢ — x3)(e1 + &2 + 3) + O(eps?)
=z =Z
Az
— < lertextes < 3-eps

d.h. der Rundungsfehlereinfluss ist deutlich kleiner.
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Auswertung von Polynomen p(x) = £, aix’

verlangt w Multiplikationen und n Additionen.

Schneller (nur noch n Multiplikationen) (Horner-Schema):

p(X) - 30+X(21 —|—X(a2+x(a3+---x(a,,_1—|— a, X ))
——
X bn1 1 mal
bn—2
bnfl = ap
bj = au+x-b j=n-2,...,0
p(x) = ao+x- b

verlangt nur noch n Multiplikationen und n Additionen
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SOIEENEIEESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Beispiel 18: p(x) = x* — 3x3 — 8x®> — 17x — 4 an der Stelle x = 2

p(x) = —4+x(=17+x(-8+x(-3+ x )))

= —4+2.(=37)=-T78

Bem.: Die Auswertung nach dem Horner Schema ist auch

numerisch stabiler.
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SNIEENEIESN  Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Bem.: Es zeigt sich generell (Fehlerfortpflanzungsgesetz, s. z.B.
Stoer), dass die zuletzt ausgefiihrte Operation den entscheidendsten
Einfluss auf den Rundungsfehler hat, deshalb

Unvermeidbare numerisch instabile Operationen (z.B. Ausléschung)
am Anfang durchfiihren!

Auswertung von
@ irrationalen Konstanten z.B. durch schnell konvergierende

Reihen, z.B. verwendet Mathematica fir 7 eine

hypergeometrische Reihe (Chudnovski-Algorithmus)
@ trigonometrischen Funktionen durch Potenzreihenentwicklung
@ rationalen Funktionen durch Kettenbruchbildung
o Logarithmus fiir |x| < 1 durch Potenzreihenentwicklung, und fiir

|x| > 1 durch Logarithmusgesetze.
o teilweise sind mathematische Grundfunktionen schon in der

Hardware implementiert. 63



Nichtlineare Gleichungssysteme

Wir betrachten das System von Gleichungen
f(x) =0, xe M CR" f(x) e R"

d.h. wir untersuchen Nullstellen der Funktion f.
Losungsmethode: Intervallschachtelung (n = 1) oder

Iterationsverfahren
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Nichtlineare Gleichungssysteme Intervallschachtelung

@ Intervallschachtelung

[terationsverfahren

Banach-Fixpunktsatz

Iterative Losung Linearer Gleichungssysteme

Einfache lteration

Modifizierte Einfache lteration

Newton Verfahren

Sekantenverfahren (Regula Falsi)

Nullstellenbestimmung fiir Polynome

65



Nichtlineare Gleichungssysteme Intervallschachtelung

Problem: Fir f : [a, b] — R, a, b € R suche eine Nullstelle
x € [a, b]: f(x)=0.

Satz 5 (Existenz einer Losung)
Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert
ein x € [a, b] mit f(x) = 0.

Beweis: Folgt direkt aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige

Funktionen. O
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Nichtlineare Gleichungssysteme Intervallschachtelung

Satz 6 (Konstruktion einer Losung)
Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) < 0 und f(b) > 0. Setze ag := a,
bg := b. Fir n € N definiere x, := %(an + b,) und

ani1 = Xn, bny1:=b, falls f(x,) <0

ani1 = an, byp1:=x, falls f(x,)>0.
Dann gilt

(1] [3n+17bn+l] C [ambn]'

@ Die Folge (a,) ist monoton wachsend und nach oben beschrankt,

die Folge (b,) monoton fallend und nach unten beschrankt,
Q@ b,—a,=2""(b—a),
Q lima, =limb, = X und f(X) = 0.

Beweis: Folgt direkt aus Konvergenzsatzen. O



Nichtlineare Gleichungssysteme Intervallschachtelung

Beispiel 19: Berechnen die reelle Wurzel 33,
f(x)=x3—3, x*~ 144225

il a b f(a;) (b)) Xi f(xi)
0| 1 3| —2<0 24>0 2 5 >0
11 2 5>0 3 3

2] 1 3 $>0 > &

3| 3 3| &0 b8
414 312 2 —1.4375




Nichtlineare Gleichungssysteme Intervallschachtelung

Bem.:

@ Die Intervallschachtelung ist numerisch sehr stabil, aber die
Konvergenz ist sehr langsam!
Im Allgemeinen konvergieren (a,), (b,), (x,) linear gegen X.
(Brauchen 10 Schritte, damit b, — a, < 1073(by — a)
(2719 = 1024 ~ 1073)).

e Funktioniert nur fiir Funktionen in R! (f : [a, b] — R).

@ Nur geringe Voraussetzungen an f nétig (Stetigkeit +

Vorzeichen an Intervallgrenzen).

@ Andere Wahl des Teilungspunktes x,, kann Konvergenz

beschleunigen (z.B. ,Regula falsi”).
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterationsverfahren

@ Intervallschachtelung

[terationsverfahren

Banach-Fixpunktsatz

Iterative Losung Linearer Gleichungssysteme

Einfache lteration

Modifizierte Einfache lteration

Newton Verfahren

Sekantenverfahren (Regula Falsi)

Nullstellenbestimmung fiir Polynome
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterationsverfahren

Wir betrachten die Iterationsvorschrift
Xpr1 = P(x,), n=0,1,...

wobei ®(x) eine Iterationsfunktion M — M ist mit einem Fixpunkt &,
d.h. (&) = €. xg ist ein geeignet zu wahlender Startpunkt.
Fragen:

o Wie findet man ein geeignetes Verfahren?

@ Unter welchen Bedingungen konvergiert die Folge der x,?

o Konvergenzgeschwindigkeit?

Verfahren:
@ X,11 =X, + f(xp) Einfache Iteration
@ X,11 =X, + C-f(x,), Modifizierte Einfache lteration

® X,i1 = X, + C(x,)f(xn,), wobei C(x) eine Funktionsmatrix ist

Beispiel: Newton Verfahren (beruht auf Taylorreihenentwicklung)r1



Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

@ Intervallschachtelung

[terationsverfahren

Banach-Fixpunktsatz

Iterative Losung Linearer Gleichungssysteme

Einfache lteration

Modifizierte Einfache lteration

Newton Verfahren

Sekantenverfahren (Regula Falsi)

Nullstellenbestimmung fiir Polynome
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Def. 9 (kontrahierende Abbildung)

Sei (R, ||.||) normierter Raum. Eine eindeutige Abbildung T mit
Db(T), Wb(T) C R heiBt kontrahierend, falls es eine reelle Zahl g,
0 < g < 1 gibt, so dass

ITC)=TWI <q-llx=yll  VvxyeR
Def. 10 (Fundamentalfolge)
Eine Folge {a,} heiBt Fundamentalfolge, falls

Ve>0 3dng:Vn,m>ng: |a,— am| <e.
Def. 11 (Vollstandiger normierter Raum)
Ein normierter Raum R heiBt vollstandig, falls jede Fundamentalfolge
(=Cauchy-Folge) einen Grenzwert in R besitzt.
Beispiel 20:

o (R”.|].|]) mit ||.|| euklidische Norm oder Maximumnorm

e (Q",]|.]]) ist nicht vollstandig. .



Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

Satz 7 (Stefan Banach, 1892-1945, Fixpunktsatz)
Eine kontrahierende Abbildung T einer abgeschlossenen Teilmenge A
eines vollstandigen normierten Raumes in sich selbst besitzt genau

einen Fixpunkt.

Beweis: Sei x; € A beliebig. Wir definieren eine Folge (x,) wie folgt
Xnr1 = T(xn), n=1,2

5 PR

und zeigen als erstes, (x,) ist Cauchy-Folge.
Zunéachst ist (Beweis induktiv)

X0 — Xns1l] < @7 x1 — x| (g<1)

74



Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

Weiter folgt Vn, m,n < m:

m—1 m—1 )
X0 = Xmll < D M6 = xiall € D2 a7 — x|
i=n i=n

n—1

= i _q
< ¢ M= x| D ¢ = [[x1 — x|
=0

1—gqg

Die Folge auf der rechten Seite ist eine Nullfolge.

Sei ¢ > 0. Dann dngy : Vn > ng:

n—1

||X2 —X1|| <é€

Damit Vn, m > ng

X0 = xm|| <€
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Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

Wegen der Vollstandigkeit von (R, ||.||), A abgeschlossen und A C R
hat die Folge (x,) einen Grenzwert in A, sei dieser x*.

Wir zeigen, dass auch lim x, = T(x*). Dann folgt, da es (in R) nur
einen Grenzwert geben kann: x* = T(x*), d.h. x* ist Fixpunkt.

Es gilt Vi e N:

[Ixas1 = TOO = [1T0) = TO < g+ [Ixa = X7 < [Ixa = X7

Da (||x, — x*||) Nullfolge sind auch (||x,21 — T(x*)||) und
(||x» — T(x*)||) Nullfolgen und obige Behauptung ist gezeigt.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

Bleibt zu zeigen, x* ist einziger Fixpunkt.
Angenommen, x* x** sind Fixpunkte und x* # x**. Dann
|[x* — x™|| # 0 und

X" =X = [IT(T) = T < g |Ix = x| < [Ix* = x|

Widerspruch. O
Bem. Der Beweis ist konstruktiv. Das in dem Beweis angegebene

Verfahren nennt man Verfahren der sukzessiven Approximation.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

Beispiel 21: n =1, f(x) = } + 1sin(x), M =[0,2], x* ~ 0.481598
3 s 13
4

(=5 f(5)=2 fOID=I;3cM
T 1 s V3 1
(§)=2"G) =% *+3

Nach dem Mittelwertsatz 3¢ € [y, z] mit

F(y) = F(@) = (Olly — 2| < sup[F'(x)lly — 2| (allgemein)

1 1
sup |f(x)]= sup =cos(x)==<1
0<x<T 0<x<T 2
d.h. f ist kontrahierende Abildung und es existiert ein eindeutiger

Fixpunkt x*, d.h. x* = f(x*)
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Nichtlineare Gleichungssysteme Banach-Fixpunktsatz

Beispiel 21 (Fortsetzung)

n=1 f(x)=1%+3isin(x), M=10,%

X0
X1
X2
X3
Xg

X5

Q

A= O

0.3737

0.432532
0.459586
0.471788

X6
X7
X8
X9
X10

X11

x* ~ 0.481598

Q

Q

0.47724
0.479665
0.480741
0.481218
0.48143
0.481523
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

@ Intervallschachtelung

[terationsverfahren

Banach-Fixpunktsatz

Iterative Losung Linearer Gleichungssysteme

Einfache lteration

Modifizierte Einfache lteration

Newton Verfahren

Sekantenverfahren (Regula Falsi)

Nullstellenbestimmung fiir Polynome
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

Sei A (n, n)-Matrix mit vollem Rang. Dann besitzt das lineare

Gleichungssystem

Ax=Db
genau eine Losung. Zur lterativen Losung betrachten wir die
Fixpunktgleichung
x=x—-C(Ax—b)=(1-CA)x+Ch =Bx+d=Bx (1)
—
B

mit geeigneter regularer Matrix C.
Den Banach-Fixpunktsatz kdnnen wir anwenden, falls die Abbildung
B kontrahierend:

|Bx — Byl| = ||Bx — By|| < [[B]| - ||[x — |

d.h. wir brauchen ||B|| < 1 fiir eine geeignete Matrixnorm.
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Iterative Losung Linearer Gleichungssysteme
Satz 8 (Jacobi-Verfahren, Gesamtschritt-Verfahren)
Sei A regular, C = (diagA)~"! und ||.|| eine geeignete Matrixnorm.
Dann besitzt die Gleichung
x=Bx+d

fur beliebiges d genau eine Lésung, und die Folge (x,,) mit

Xmi1 = Bx, +d = (I — CA)x,, + Cb

konvergiert fiir beliebiges xo gegen die Losung falls die Matrix A
diagonaldominant ist.

Def. 12 (Diagonaldominanz)

Eine Matrix A = (a;) heiBt diagonaldominant, falls

lai] > lay| Vi=1,...,n
A 82



Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

Beweis von Satz 8:

Es genligt zu zeigen, ||B]|| < 1 fiir eine geeignete Matrixnorm.

Es gilt fir die Eintrage der Matrix B =1 — CA = | — (diag(A) 1)A:

0 falls j=1i
bUZ:: 2
T

sonst

Fir die i-te Komponente x; von x = (I — CA)x + Cb folgt:

b 1
Xj = Zb,-jxj—i-a—ﬁ = a—ﬁ(b; —Za,-jxj)
J JEi
Seien jetzt X, = (Xm1- .- Xmn) UNd Y = (Vm1---s Ymn)-
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Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme
1 1
Xm1,i = Ymiri] = ;(bi - Z ainm,j) - 7(bi - E aijym,j)

J#i i J#i

Z |au||Xm,J Ym,j|

|a”|J5£’

< (‘a > lai]) IXm = Yl [oc
u J#i
<1

wegen der Diagonaldominanz der Matrix A.
1Bxm — Bynmlloo = |[Xmt1 — Ymtlloo

= 1n<1a<x ‘Xm—i-ll Ym+1, i|

1<'<n(|a | Z ‘au ) [Xm — Yml|oo

[[Bllco<1

IN




Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

Beispiel 22: Ax =

xil' = (1’5)7
31

X;— = (175)7
35

X;— = (Z?é)v

1
, A ist diagonaldominant.

N

X =
1 1

0 —3 1
Algorithmus: x,+1 = P
1
-0 1
11 5
XZ' = (77*)7 T (ﬁ 875)
L 64’ 128
= (22 171 85
5 ’ ) X — -
43 21
x{ = (674,372), xg = (0.6680,0.6660)
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Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme
Wir zerlegen jetzt die Matrix A in drei Teile, A =L + D + R, wobei
D = diag A und L und R obere und untere Dreiecksmatrizen sind.
Wir wahlen jetzt C = (L + D)~!. Damit wird die Fixpunktgleichung
(1), d.h. x =x — C(Ax — b) zu
x = (I-(L+D)'A)x+(L+D)'b
= (I-(L+D)"(L+D+R))x+(L+D)'b
= —(L+D)'Rx+(L+D)'b

Das Iterationsverfahren wird dann zu

Xmi1 = —(L+D)'Rx,+(L+D)'b
(L+D)xpy1 = —Rxp,+b | = Lxpy1 |-D7F
Xmi1 = —D'Rx,—D'Lxy,.+D'b

Bem.: Beim Jacobi-Verfahren haben wir C = (diag A)~! gewahlt. 86



Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

Xmi1 = —D'Rx, D 'Lxyn+D'b
n i—1

a;j a,-j b,'

Xmili = = DL~ Xmj— ) Xmp1jt

j=it1 Fii j=1 dii ajj

Zur Berechnung von x,, 11 ; werden also die ersten i — 1
Komponenten von X, 1 mit verwendet.

Satz 9 (GauB-Seidel-Verfahren, Einzelschritt-Verfahren)
Sei A regular und diagonaldominant. Dann besitzt die Gleichung

x=—(L+D)'Rx+d
fur beliebiges d genau eine Losung, und die obige Folge (x,)

konvergiert fiir beliebiges xo gegen die Losung x* und es gilt

[xm = x| < p"||x1 = Xol|,  wobei p <1
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

Beweis von Satz 9:

-1
Seien ;=) ‘—”
j=1 dajj

n

a.. .

und 3= ) ‘i Dann erhalten wir
j=it1 i

i n aU . i—1 aj .
Xmy1,i — X = Z (Xmg — Xj ) =2 o (i1 = Xj )
= Qi =t i
n a
X1 = X1 <D0 | Xy — X+ Z‘ =X
j=it1 i
n
a
X =X Jle < 30 ”||xm—x||oo+2\ 1= Xl
i—ixr1 i
L E,—/
Bi(m) Qi(m)

wobei i = i(m) der Index ist, fiir den die rechte Summe maximal wird.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

Aus der letzten Gleichung folgt nacheinander (i = i(m))

(1 —a)|[xme1 = x| < Bil[xm — x|

B;
[Xme1 = x| < 7= [xm = X7 < pllxm = x|
——
<p S.U.
[Ixm = X[ < p"[[x0 = X7]]
wobei
p = max(a, + i) = max(z ; ) wegen Diagonaldominanz
i ii

Bleibt z.z.: % < a;+ .
0<l—-oa;—f = 0<o(l-—a;—0) =

Bi<ai—a?+pBi—aifi = Bi<(w+p5)(1—a;)= Beh. O
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Nichtlineare Gleichungssysteme Iterative Lésung Linearer Gleichungssysteme

1 1
0 n 2 0 0 0
Beispiel 23: Ax = X = , A ist diagonaldominant.
1
5 1
* _ (2 2 s LT 0.
x*=(5,3), Seix; =(1,0), vgl Beispiel 22.
n i—1
ajj ajj b,‘
Xm-+1,i = D T Xmj = D Xmi1g
j=it1 Fii j=1 gii djj
Xm,2 Xm+1,1
Xm41,1 T +1, Xmi12 = T +1
_ 1 1 _ 1 T _ (11
X1’1——§ 0+1—1, X1,2 —§1+1—§, xl_(17§)
_ 1.1 _3 1.3 _5 T _ (35
Xi=—5 5 tl=2 %2=—>5-7Fl=¢ X =(3:3)
_ 1.5,7_1 _ 1.1, q_ 21 o T_ (12
i=—5gtl=15x2=—3 5+t1=5%5 x5 =(3% %)
_ 12,78 _ 1.4 ,{_ 8 T _ (43 8
X1 = =5 5Tl = g X 2 e T1=155 X = (5 1)

90
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Nichtlineare Gleichungssysteme Einfache Iteration

Def. 13 (Jacobi-Matrix), Erinnerung
Sei f : Rk — RX stetig partiell differenzierbar nach allen k

Komponenten. Die Matrix

8X1 8Xk
J =
Ox1 Oxy

heiBt Jacobi-Matrix (oder Funktionalmatrix).

Bem: die Stetigkeit der Ableitungen wird unten gebraucht um zu

zeigen dass Suprema existieren.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Einfache Iteration

Satz 10 (Einfache Iteration)

Sei die Menge M C R abgeschlossen, konvex, f : M — Rk,

f besitze auf M stetig partielle Ableitungen.

Weiter sei f(x) +x € M ¥x € M und sup,y, ||l + J(x)|| < 1, wobei
I die Einheitsmatrix und J(x) die Jacobi Matrix ist.

Dann existiert genau ein x* € M mit f(x*) = 0 und fir beliebige

Xo € M konvergiert die Folge (x,)
Xp:=Xp_1+ f(xp—1), neN (2)

gegen Xx*.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Einfache Iteration

Beweis: (zu Satz 10). Sei Bx = x+ f(x) firx e M. B: M — M.
Wollen den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden, und lberpriifen,

ob die Abbildung B die Kontraktivitatsbedingung erfiillt.

[Bx — By|| = |[x—y+f(x)—f(y)ll
= ||(1+ J(x + \1); (y —x)))(x—y)|| (Mittelwertsatz)
€(0,1)

< llsup T+ JG))[HI(x =yl < all(x = y)ll

<a<l

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt die Abbildung B genau
einen Fixpunkt x*: Bx* = x*. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert

gleich das Verfahren (2) zum Finden des Fixpunktes. O
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Nichtlineare Gleichungssysteme Einfache Iteration

Einfache Iteration, Konvergenzgeschwindigkeit
Setzen wir in der Ungleichung ||Bx — By|| < a||x —y||:

X = X,_1 und y = x* so erhalten wir
|[xn — x*|| < aflxp—1 = x*[| < a”|[x0 — x7|

Konvergenz ist linear.

95



Beispiel 24: n=1,M = [a,b],f(x) =0

Voraussetzung: 1 + f : M — M und

sup |1+ f'(x)| <1, also f’ < 0, d.h. f ist monoton fallend.
Verfahren: x, = x,_1 + f(x,_1) =: ¢(x,—1), also sup |¢/(x)| < 1, d.h.
¢ darf nicht zu steilen Anstieg haben

Beispiel 25:  f(x) = —%x2 + %, x€(0,1), x*= %
Zunachst ist ¢(x) == f(x) +x € (0,1), |[¢'(x)| =1 — x| <1

o = (el -

2" 8 o
) 1 3] o 17
X = X1 = — X T~
o e e
127 0.49 -
X = = e X =~ U.
3 256’ e = = o o 5
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Nichtlineare Gleichungssysteme Einfache Iteration

Beispiel 26: n=2, M =10,1]? f(x1,%) =0

1 1
fl(Xl,XQ) = X1(§X1 — 1) + EXz
1

fz(X1,X2) = (RXIXZ - 1)X2

Man prift leicht nach, dass x + f(x) € M Vx € M.

: . 4 16
Jacobi-Matrix: J(x1, %) =
1.2 1
6% gxixe — 1
Damit
1 1
4 16
| + J(X1> X2) —
1.2 1
sz §X1X2
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Nichtlineare Gleichungssysteme Einfache Iteration

1 1
sup [1 + J(x1, x2)| = ‘1‘ 116
16 8

[|sup [I + J(x1, x2)||| < 1

xo = (1,1) am weitesten von der Lésung (0, 0) entfernt

3 1
X1 = Xo+f(X0):(E>T6)

X, = X+ f(x1)~ (0.0083,0.000046)
(0.0000114739,1.08713 * 10~ *2)

Q

X3

Probleme bei der einfachen lteration:
@ geeignete Menge M, so dass x + f(x) € M
o geeignete Norm, so dass ||B|| < 1
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Nichtlineare Gleichungssysteme Modifizierte Einfache Iteration
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Modifizierte Einfache Iteration
Hinweis: Der folgende Satz ist zur Information, vgl. Bemerkung im
Anschluss an den Beweis.

Satz 11 (modifizierte Einfache Iteration)
Sei die Menge M = R*. f : Rk — R¥, erfiille folgende Bedingung:
3L > 0, > 0 so dass Vx,y € Rk

f(x) —f(y)ll2 < L|x—yl (Lipschitz-Stetigkeit)
(f(x) — f(y),x — y) > 4llx—yl3 (starke Monotonie)

Dann existiert genau ein x* € R* mit f(x*) = 0 und fiir beliebige
Xo € R¥ konvergiert die Folge {x,}

Xp = Xp_1+ Bf(X,-1), n€EN, (3)

falls 5 € (—2%,0), gegen x*. 100



Nichtlineare Gleichungssysteme Modifizierte Einfache lteration

Beweis zu Satz 11
Sei Bx := x + [f(x) fir x € R¥ und 8 € (—3,0).

R
Wollen wieder den Bachach’schen Fixpunktsatz anwenden, und

iberpriifen, ob die Kontraktivitdtsbedingung erfiillt ist.
1Bx = Byll3 =[x —y+B(f(x) — f(y))I3
= (x—y+B(f(x) = fly),x —y + B(f(x) — £(y))
=[x —yll3+25(f(x) = f(y))(x —y)
<plx—yl} da  p<o

+62 [[F(x) = F()I3

<L?||x—yl[3
< (L428y+L28%) ||x —yl3

=:g(p)<1
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Kurvendiskussion g(f3):

-2 =80 =1 g(5)=27+2312 = 0.g"(5) =21 > 0

Minimalstelle an der Stelle 3 = — .
Konvergenzgeschwindigkeit
der modifizierten einfachen Iteration ist, wie bei der einfachen

Iteration, linear

Bem.:

Wenn wir ein /3 finden so dass ||l + 8J(x)|| <1 Vx € M dann
kénnen wir uns die Uberpriifung der anderen Voraussetzungen von
Satz 11 sparen. Aber dann muss x + $f(x) € M sein.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Modifizierte Einfache lteration

Beispiel 27:  Wir suchen eine positive Nullstelle x > 0 von

f(x):= \/x+l+¥ -2
Wahle M = [0, 8]. Wir haben fiir x € M:
< /(X) = JL 1_’_i = §
15 6 10 ~ S 2yx+1 10 T2 10 5
versuchen 3 so zu finden, dass sup |1 + f'(x)| < 1, d.h.
—2 < Bf'(x) <0 Vx € M. Wegen obiger Ungleichung gilt

1 1 1 1 COS X
<

10
—-—<pB<0
3 <P

Wir kénnen somit 3 := —3 setzen und
¢(x) :=x —3f(x) = 6+x —3y/x+ 1 — 3 sinx. Damit ist
|¢'(x)| < 4/5 = 0.8. Die Abbildung ist also kontraktiv. 103



Nichtlineare Gleichungssysteme Modifizierte Einfache lteration

Fortsetzung von Beispiel 27

Um zu zeigen, dass ¢(M) C M, betrachte zuerst

g(x) := x — 3v/x + 1 und zeige, dass g sein Minimum auf M in
x =5/4 mit g(5/4) = —13/4 und sein Maximum in x = 8 mit
g(8) = —1 annimmt. Somit gilt fir x € M:

13 3 3
<62 _ 2 < <6-1+— < 8.
0<6-7, —15<0(x)<6-1+5 <8

Also konvergiert die Fixpunkiteration (x,), x,.1 = ¢(x,) fir beliebiges
xo gegen die (eindeutig bestimmte) Nullstelle x* ~ 2.908 von f auf
M.

xo = 8 xs = 3.30334 xg = 2.93364
xi = 4.70319 xs = 3.07067 xo = 2.92168
x» = 3.83877 X6 = 2.99664 xio = 2.91527
x3 = 3.43223 x; = 2.95503 xi1 = 2.91184 N,



Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Der Startwert xqg bei der Iteration nach dem Newton-Verfahren muss
nahe genug an der Nullstelle sein.

Betrachten zunachst den Fall der Dimension n = 1 und entwickeln
f(x) in der Umgebung von xg in eine Taylorreihe. Setzen dazu voraus:
f zweimal (stetig) differenzierbar.

f"(xo + V(x — x0))
2!

f(x) =f(x) + f'(x)(x — x0) + (x — x0)?

wobei ¥ € (0,1).
Idee: Betrachten statt f(x) = 0: f(x,) + f'(x0)(x — xo) = O nur den

linearen Anteil, was uns auf x; = xg — ;(()2)) fuhrt.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Die lteration

Xm4+1 = Xm —

beruht auf dieser Linearisierung.

Im Fall héherer Dimension n > 1 ist das Verfahren entsprechend
Xm+1 :xm_Jil(xm)f(xm), m:].,...,

wobei J die Jacobi Matrix ist.
Im Vergleich zu den bisherigen Verfahren (x,,11 = X, + Cf (X)) mit

festem C haben wir jetzt ein variables C(x) = J7(x).

107



Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Satz 12 (Newton-Raphson Verfahren)

Sei f : M — R", stetig differenzierbar, und Ix* € int(M) mit
f(x*) = 0 und J(x*) regular. Dann 36 > 0, so dass fiir

xo € Us(x*) = {x|x € M, ||x — x*|| < 6} C M die Folge (x,,) mit

Xmi1 = Xm — I (Xm)f(Xm), mEN

gebildet werden kann und gegen x* konvergiert.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Satz 12 (Newton-Raphson Verfahren)

Sei f : M — R", stetig differenzierbar, und Ix* € int(M) mit
f(x*) = 0 und J(x*) regular. Dann 36 > 0, so dass fiir

xo € Us(x*) = {x|x € M, ||x — x*|| < 6} C M die Folge (x,,) mit

Xmi1 = Xm — I (Xm)f(Xm), mEN

gebildet werden kann und gegen x* konvergiert.
Konvergenz

* %’f
/ 15 20 25 30

o‘nc‘»i\\a

N
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Newion Verfahren
Satz 12 (Newton-Raphson Verfahren)
Sei f : M — R", stetig differenzierbar, und Ix* € int(M) mit
f(x*) = 0 und J(x*) regular. Dann 36 > 0, so dass fiir
xo € Us(x*) = {x|x € M, ||x — x*|| < 6} C M die Folge (x,,) mit

Xmi1 = Xm — I (Xm)f(Xm), mEN

gebildet werden kann und gegen x* konvergiert.
Konvergenz keine Konvergenz

6

\Y

b N

N
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir den Fall n = 1. Es gilt:

Xmi1 — X = X — F 7 (Xm) (F(Xim) — &*—)/) — x*
= Xpm — X" — 7 (xm) ' (Xm ;L X" = X)) (Xm — x*)

= (1= xm)f' (Xm + (X" = X)) (X — X¥)
(*)

Konvergenz wenn |(*)| <1. Sei ¢ > 0. Da f’ stetig in x,,

30 > 0 |[f'(Xm + I(x* — X)) — F'(xm)| < € falls |H(x, — x*)| < 0.

Damit i =L

|(%)] < 1 wenn ¢ hinreichend klein. a

)| < ey < 1 und demzufolge
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Fir den Fall n > 1 bekommen wir analog, wieder unter Anwendung
des Mittelwertsatzes, diesmal fiir Funktionen von mehr

Veranderlichen,

Xmi1— X = (1= 37 (xm)I(Xm + V(X" — X)) (X — X*)

I (xm) (I(xm) — I(Xm + I(X* — X)) (X — X¥)

[Xmer =[] < (7 %) [T (I (%) = Ik + D (X" = Xm))|
|%m — x7]|

37 (xm) |7 - 2

IN

fur |[xm — (Xm — 9(x* — xm))|| < J wegen Stetigkeit von J (alle

partiellen Ableitungen werden als stetig vorausgesetzt).
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Beispiel 28: Nullstellen von f(x) = 4 log(x) —
Die Nullstellen sind x; = 1.42961 und x; = 8.61317.
Setzen den Startwert x, := 0.3.

4

f'(x) = ;—1
X1 = xo— ;(())2)) ~ 03— ;((%‘?) 0.714802
X = x— ;((’;)) = 0.714802 — f’m = 1.16254
X = X — ;((Z)) — 1.16254 — ;((11 1122255?) — 1.39202
X = X — ; ((’Z)) — 1.39202 — :((11 2322%22)) — 1.42885
x5 = x— 109 g goges  F142885) ) o061

F1(x) f1(1.42885) N



Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Beispiel 29: Nullstellen von f(x) = x® — 3x® + x + 3
Die einzige reelle Nullstelle ist x* = —0.769292.

Setzen wir den Startwert auf xp := 1, so

f'(x) = 3x*—6x+1
_ flo) . f(1) _ 2
SR 70 B 2TC) B Sk
f(x) f(2) 1
= X — =2 1=
- T ) f1(2) 1 %0
X3 = X, Xqp = Xp ...

Der Startwert ist offenbar zu weit entfernt von der Nullstelle.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Konvergenzgeschwindigkeit des Newton Verfahrens (n = 1)
Taylorreihenentwicklung (f € Gla, b], f'(x) # 0 Vx € [a, b])

) = Flxm) + £ (xm) (7 = xm) + f//(Xm+i(!X =20l ()2
woraus folgt (0 := xp, + I(x* — xin))
M) e PO
Pom) T 2R )
0 o fxm) | _ L 170) gy 2
pmi =] = o= = 2] = | 3 [ = )

< K|x* = xp|?

d.h. wir haben hier quadratische Konvergenz.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

Vorteil: quadratische Konvergenz
Nachteil: Rechenaufwand

@ in jedem Schritt ist die Ableitung oder sogar,

e im Fall n > 1, die Inverse der Jacobi-Matrix zu bestimmen.
Es gibt eine Reihe von Modifikationen des Newton-Verfahrens,
z.B. kann man statt jedesmal die Jacobi-Matrix (und deren Inverse)
neu zu berechnen, J(xg) verwenden.
UA: Fiihren Sie den Beweis fiir diese Modifikation von Satz 12 fiir
den Fall n =1 und untersuchen Sie die Konvergenzgeschwindigkeit!
Eine andere Moglichkeit ist, in jedem Schritt, das lineare

Gleichungssystem
JAX,, = —f(Xm)

(numerisch) zu lésen und dann x,41 = X, + Ax,, zu setzen.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

2y — z 2 -1
Beispiel 30: f Y = Y , J Y —
z by +z +22° z 6 1+4z
Fir 2 x 2-Matrizen:
A a b detAZ0 4 g 1 d —b
c d ad — bc —c 2
—1
Syt y 1 1+4z 1
=N = e
z Z+D{ 6 2
-2
Wahle xq := =
z -3
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Nichtlineare Gleichungssysteme Newton Verfahren

B —2) 1 [-11 1) (-1
X1 = Xo — J(Xo) f(Xo) = —+ T6
-3 -6 2 3

109 ~1.125
8118 _2.25
~1.0125 —1.000152
X2 - ) X3 ~
—2.025 —2.000309

(x,) konvergiert gegen die Nullstelle
—2
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INTOR D EETENE SIS ECEE I - Sekantenverfahren (Regula Falsi)

verwenden, im Gegensatz zum Newton-Verfahren, anstelle der

Ableitung f’(x) eine Approximation, den Differenzenquotienten

. f(Xk) — f(Xk_l)

Xk — Xk—1
Diskretisiertes Newton-Verfahren

f(Xk)

Xk4+1 = Xk —

Geometrische Interpretation: anstelle der Tangente wie beim
Newton-Verfahren wird die Sekante durch die Punkte (xk, f(xx))
und (xxk—1, f(xk—1)) genommen und der Schnittpunkt mit der x-Achse
ist ist neue Wert X 1.

Konvergenz: |xx11 — x*| < Clxx — x*||xk—1 — x¥|

(siehe z.B. Stoer, Abschnitt 5.9)
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INTOR D EETENE SIS ECEE I - Sekantenverfahren (Regula Falsi)

Beispiel 31: Nullstellen von f(x) = 4log(x) — x
Die Nullstellen sind x; = 1.42961 und x; = 8.61317.

Setzen die Startwerte x, := 1, x; := 3.

f —f
a, = le.197 i /
X1 — Xp
f ‘ 2 5 ™
o = — (axl) ~ 1.835 °
1
f'
X3 = Xo— (aX2) ~ 0.972
2
f
X4 = X3— (323) ~ 153

Reihenfolge der Sekanten: gelb, griin, rot.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Nullstellenbestimmung fiir Polynome

Sei P(x) = a,x" + a,_1x"! + -+~ a;x + ap Polynom n-ten Grades.
Anwendung des Newton-Verfahrens
P(xm)

AT =T P
m

verlangt die Entwicklung von P(x) und P’(x) an den Stellen x,,.

Dazu setzen wir X := x,, und teilen P(x) durch (x — X):

P(x) = ax"+ a, 1 X" 14+ ax+ a
= (bpo1x" 4 bpox"? 4 4 bo)(x — X) + by
Q(x)
b1 = a,
by = aj1+bax, j=n—2...,-1
P(x) = b,

wie man leicht durch Koeffizientenvergleich iiberpriift. 121



Nichtlineare Gleichungssysteme Nullstellenbestimmung fiir Polynome

Dasselbe machen wir mit dem Polynom Q(x):

R(x) = bp1x"™ 4 bpox"™2 4 -+ byix + by
(X Gy ax o) (X — ) + €y

Ch2 = by
Ch3 = bpo+cpoX

¢ = bji+cux, j=-1,...,n—3
Q(x) = ca

P(x) = Q(x)(x—Xx)+b_
P(x) = Q(x)(x—X)+ Q(x)
P'(x) = Q(x)=c_1.
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Nichtlineare Gleichungssysteme Nullstellenbestimmung fiir Polynome

Def. 14 (Horner Schema)
Der Algorithmus zur Berechnung der Koeffizienten heiBt

Horner-Schema.

Bem.: In jedem lterationsschritt haben wir also etwa je 2n

Additionen und Multiplikationen.

Bem.: Natirlich konvergiert das Verfahren nur, wenn der Startwert

hinreichend nahe der Nullstelle ist.
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Beispiel 32: P(x) = 4x* — 3x® + 2x? — x + 1, an der Stelle x = 1.

bs; = a,=4
b, = a3+bx=-3+4-1=1
by = a+bx=2+1-1=3
by = a3+bx=-1+3-1=2
by = a+bx=1+2-1=3=P(1)
Qx) = 43 +x*+3x+2
& = b3=4
g = b+ox=1+4-1=5
G = bij+cgx=3+5-1=38
c1 = b+tox=2+8-1=10= Q(1) = P'(1)

_ _ fx) _ 3 7
Xo =1, XL=X0 ~ Fil) — + 10 10 124




Ausgleichs- und Glattungsverfahren Lineare Regression
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Lineare Regression

Wir betrachten hier nur den Fall einer Einflussvariablen und einer

Zielvariablen.

Einfache lineare Regression

Yi =00+ 0.X + €, e ~ (0,07)

Die Summe der Quadrate der Lange der Streckenabschnitte soll

minimal werden.

126



Ausgleichs- und Glattungsverfahren Lineare Regression

Minimumaufgabe:

n

min Z(Y, — 90 — 91X,')2
b i3
Ableiten nach 6y und 6; und Nullsetzen:
Z(Y,- —(01Xi+60))- X = 0
i=1

n

SYi— (01X +6))-1 = 0

i=1
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Lineare Regression

SNXYi—0> XP—60> X = 0
ZY,-—&ZX,-—GOW =0

Die zweite Gleichung nach 6, auflésen:
1 1
S DAL PPt
n — -

und in die erste einsetzen:
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Lineare Regression

Kleinste Quadrat-Schatzung

XY X Y X 0 Y XY X = 0
Iy sox > Igy vy o
ZXIY[_EZ,-:Y'Z,-:X' 01<zi:x, nzijx,zijx,>_o

DXV IS Y (XY X )
SiXP-HSXR (S xR - (S xR

= (Ev-axx)

Dabei sind Zahler und Nenner bei 6; sogenannte empirische Kovarianz

zwischen X und Y bzw. empirische Varianz von X. (Zur Definition von

Varianz und Kovarianz siehe unten.) 129



Ausgleichs- und Glattungsverfahren Lineare Regression

Beispiel 33: Regressionsgerade durch die Punkte
(_]-’ _15)7 (17 _5)7 (37 13)7 (47 40)

min ((—=15— (00— 61))* +(—5— (6o +01))?+ (13— (6o +361))> + (40 — (6o +461))?)

00,01

Ableiten und Nullsetzen ol

—66 + 86y + 140, = 0 o
—418 + 146y + 540, = 0 CRE R 5 S B R
bo=—%5,60 =53 /a:
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Inhalt
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Nichtlineare Regression

Quasilineare Regression

z.B. Polynomregression

Y,' = ap + arx; + 32X,-2 aF ¢33;X,-3 + €

wird auf lineare Regression zuriickgefiihrt

ey
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Quasilineare Regression

z.B. Polynomregression

Y,' = ap + arx; + 32X,-2 ol «93X,-3 + €

wird auf lineare Regression zuriickgefiihrt

ey

Echt nichtlineare Regression, z.B. Wachstumskurven

y = a-+ 7 logistische Funktion

1+ exp(—B(x — 1))
y = a+yexp(—exp(—p(x —u))) Gompertzfunktion.

g 2
mx Wurfparabel

y = xtanf —

zu schatzende Parameter: o, 8,7, i, vo

(g: Fallbeschleunigung) 132



Ausgleichs- und Glattungsverfahren Nichtlineare Regression

Modell, f wird als bekannt angenommen

Y = f(x,0)+¢ e~ (0,07
Y = F(X,0)+¢€

L(B) =€e= Z(Y, — F(X,, (9))2 — ming
Ableiten und Nullsetzen fuhrt auf ein i.A. nichtlineares
Gleichungssystem.

Dazu werden Iterationsverfahren verwendet (siehe oben).
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Def. 15 (Spline)
Sei M = [a, b] C R. Die Funktion

r—1 n
s(t) =D 0t +> 0i(t —t;) "
i=0 i=1

heiBt (r — 1)-Spline mit Knoten in t;,...,t, € M,
a==mu S,...,S t,-,:b.
Dabei sind 6y, ...,0,_1,91,...,9, irgendwelche reelle Koeffizienten.
Die Plus-Funktion ist definiert als:
x falls x>0

Xy = = max(x, 0)
0 sonst

Wir betrachten nur den Fall r = 4, d.h. kubische Splines.
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Glittende Splines
Satz 13

Die Funktion s(t) ist ein kubischer Spline gdw. s(t) folgende
Eigenschaften hat

@ s(t) ist stiickweises Polynom vom Grad 3 auf [t;, t;1).

@ s(t) ist zweimal stetig differenzierbar, d.h. s(t) € Wa(M).

e s"/(t) ist Treppenfunktion mit Stufen in ty,. .., t,.
Beweis: Die Hinrichtung ist trivial. Die Riickrichtung ist schwieriger.

Def. 16 (natirlicher kubischer Spline)
Ein kubischer Spline heiBt natiirlicher kubischer Spline, falls es die

sogenannten natirlichen Randbedingungen
S/l(a) — S//(b) — S///(a) — s///(b) — O

erfullt. %



Ausgleichs- und Glattungsverfahren Glattende Splines

Satz 14 (Basisfunktionen)

Die Menge {1,t,t% ¢3,(t — t;)3,i = 1,..., n} bildet eine Basis fiir
den Vektorraum S(ty,. .., t,) der Splinefunktionen mit Knoten in
t, oot

Beweis: UA. Zeigen Sie:
S(t1,...,t,) ein Vektorraum der Dimension n + 4.
Die Funktionen 1,t,t% ¢, (t — t;)3,i =1,...,n sind linear

unabhangig
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Beispiel 34: s( (t—1)3 +8(t—2)3, s(t) € 5(0,1,2)

=18 —(t—-13 +8(t—23 +(t—3)3

-0.4F \/ S(t) € 5(071’2’3)
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Sl
Beispiel 36: s(t) = t3 —2(t — 1)3 + (t —2)3 + (t — 3)3

) = 3t2—6(t— 1) +3(t—2)2 +3(t—3)%
) = 6ty —12(t—1); +6(t —2). +6(t —3)+
s"(t) = 6:1p0—12- 1401 +6- 15 +6- 153
) = 0, s"(3)=6-3—12-246=0
) = 0, "(3)=6-12+6=0 = s(t) < NS(0,1,2,3)

I I I
0.5 1.0 15 .0 25 3.0
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren [EEENEERSIILES

Satz 15 (Vektorraum der natiirlichen Splinefunktionen)
Der Vektorraum NS(ty,...,t,) der natirlichen Splinefunktionen mit
Knoten in ty,...,t, ist ein Teilraum von S(ty,...,t,) und hat die

Dimension n.

Beweis: UA. Analog zu Satz 13 ist NS(t;, ..., t,) ein Vektorraum.
Wir haben 4 linear unabhangige Restriktionen an den Spline,

s(a) = s"(b) = s"(a) = s"”(b) = 0, die die Dimension von n + 4 auf
n reduzieren. Insbesondere gilt 6, = 03 = 0,

Y= Y0 vit = 0.
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren €SS

Satz 15 (Vektorraum der natiirlichen Splinefunktionen)
Der Vektorraum NS(ty,...,t,) der natirlichen Splinefunktionen mit
Knoten in ty,...,t, ist ein Teilraum von S(ty,...,t,) und hat die

Dimension n.

Beweis: UA. Analog zu Satz 13 ist NS(t;, ..., t,) ein Vektorraum.
Wir haben 4 linear unabhangige Restriktionen an den Spline,

s(a) = s"(b) = s"(a) = s"”(b) = 0, die die Dimension von n + 4 auf
n reduzieren. Insbesondere gilt 6, = 03 = 0,

Sl =t ot =0,

Warum sind natiirliche Splines so interessant?
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren €SS

Satz 16

Seien die Datenpunkte (t;,y;), i =1,..., n gegeben, sei f € W, (d.h.
zweimal stetig differenzierbar) und sei A > 0. Lésung der
Minimumaufgabe

min <1 i(y,- — () + X /ab F(t)> dt) (4)

FA\ni3

ist ein natirlicher glattender Spline mit Knoten in t,..., t,. Die

Losung ist, bei gegebenem A, eindeutig.

Bem.: ) ist ein sogenannter Glattungsparameter, der
“Nichtglattheit” bestraft.

A — 0: Losung, die (4) minimiert ist ein interpolierender Spline.
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Beweis von Satz 16: Sei s(t) eine Funktion, die in (4) das

Minumimum annimmt, und seien § # 0 und f € W, beliebig. Dann

gilt:
S 300 = (s(e) ~ R () + 0 [ ('(0) ~ o () e
> ,172( 2 4 A/

Bezeichnen die linke Seite mit ¢ (s, f, d) Eine notwendige Bedingung
fur (5) ist

0

%1/1(5, f,0)ls=0=0 VFfe W, also

- 1)\ 2_:1 F(t)(yi — s(t:) + /ab f"(t)s"(t) dt = 0 (6)

Da f,s € W, sind Differentiation und Integration vertauschbar.
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Glattende Splines

Beh.: Ein natiirlicher kubischer Spline

n+4

s(t) = ;ﬁ;xj(t)

mit 5, =0,(j=1,...,4),8, =v;_4(j=5,...,n+4) und
Spline-Basisfunktionen

x = (x(t), ..., xopa(t)) = (L, t, 2,83, (t — ;)3 ,i=1,...,n) erfillt
Bedingung (6) fiir alle Funktionen f € W,.

(Anmerkung: x ist Basis von S(ti, ..., t,), aber keine Basis von
NS(t1,...,t,))

Setzen wir s(t) in die linke Seite von (6) ein, erhalten wir

1 n n+4 n+4

~ o 2 Tl = 2 (1) + [ > pd () de =0 (7
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Glattende Splines

Sei ty = a, t,»1 = b. Untersuchen erst das Integral

/tit,' L”(/_)/\\(/_)/ dt — f/(t)kg_z 2+1 . /titi+1 @w dt

/
u v v u V’:(Sij

= '(ti1)x (tiv1) — ()X (t;) — 05(F(tize) — F(ti))

wobei

6 falls j=4,...,i+4
o = x"(t;) = ’
0 falls j=1,23,i+5,...,n+4

6 falls i>j—4,j>4

0 sonst
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Damit wird der Integralausdruck von (7) zu

n n+4

>3 Bi(F/(tia)x] (1) — F ()X (1)) — 55(F (ti1) — £(1)))
e
n+4
= Z B (Z(:)( :+1)Xfl(ti+1) f'( ) 25:1 tiv1) ,))>
f(b)x'(b)—f'(a)x{’(a)
nt4 n+4 n n+4
= 11(b) X_ 8%’ (b) =f'(a) 3_ Bjxj'(a) = 2 Z 0 (ti41) — £(2:))
=1 =1 i=0 j=
s"/(b)=0 s"(a)=0
n+4 n n+4 n
== 05 ZO( (ti1) — f(t) 625,f(t, ) =—63 Braf(t)
j=4 = i=1

6f(tj—4)
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Glattende Splines

Nebenrechnung:

n

fi:(f(n+4)-— f(t))o; =

i=0
—00jf(to) + 0ojf (t1) — 01;f (t1) + 61jf (t2) — + -~

—0nif (tn) + Onjf (tni1) =

—00;f (to) + D> (-1 — ) (t:) + Onjf (tns1) = 6 (tj—a)
=1

601' = (s,-,j =0da x”’(a) = X”/(b) =0

6 falls i=j—4
5,',1",'—5,']: 7I:]....f'l
0 sonst
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Die Gleichung (7) wird dann fiir alle f € W5 zu

1 n n+4

o 2 00— 3 pg(e) = 63 reaf (e

n n+4
S ( -5 ) +66,+4>

i=1
Die linke Seite wird zu Null wenn alle Klammerausdriicke Null

werden, d.h. wenn B so gewahlt werden kann, dass

n+4 n+4

yi = 608+ > Bixi(t) = > (x(t:) +6nin;)B;  (8)
j=1 j=1

Y = (X+6n\G)B (9)

wobei n; =1, falls j =i+ 4, 0 sonst, Y = (y1,...,¥n),

X = (xi(t:))iz1,..nj=1,..n+ar G = (Mj)i=1,....nj=1,..n+4
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren €SS

Bleibt zu zeigen, dass B so gewahlt werden kann, dass (9) gilt.
Zusammen mit den natiirlichen Spline-Nebenbedingungen
0, =0,0=0,>0" ;8 =0und X", 5;t; = 0 wird (9) ein lineares

Gleichungssystem mit je n + 4 Gleichungen und Unbekannten.
Y*=Bp (10)

Das lineare Gleichungssystem (10) besitzt genau dann eine eindeutige
Losung wenn rg(B) = rg(B,Y*) =n+4

Betrachten dazu das homogene lineare Gleichungssystem Bz = 0,
d.h. in (10) setzen wir Y* = 0. (6) wird dann zu

1z b
—Zf'(t,-)s(t,-)—i—/ F(t)s"(t)dt =0 Vf e W
n\ i—1 a
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insbesondere auch fir f(t) = s(t), d.h.

woraus f(t;) =s(t;)) =0 Vi=1,...,nund s"(t) =0 Vt € [a,b]
folgt.

Daraus folgt s(t) ist Polynom 2. Grades, das an allen Stellen t;
verschwindet. Wegen n > 3 folgt s(t) =0 Vt € [a, b].

Da die x;(t) eine Basis von S(ti, ..., t,) bilden, folgt aus

S(£) = S0 B(t) — 0 dass 5= 0 V)

d.h. Das Gleichungssystem Bz = 0 hat nur die Nulllésung z = 0 und
der Rang von B ist voll und das Gleichungssystem (10) hat genau

eine Losung.
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Ausgleichs- und Glattungsverfahren Glattende Splines

Bleibt noch zu zeigen, s(t) = 374 3;x;(t) lést die Minimumaufgabe.
Es gilt
fZ( ,))2_,_)\/ £
Nz
1 1
= 2 (i—st) + -3 ?
i=1
2 n
+ 2 (F(t) = s(t:)(s(ti) - i)
i=1

b
_I_A ( l/( ) f” dt‘l—)\/ I/

+2) ’ s"(t)(F"(t) — s"(t)) dt

=B
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Es gilt A4+ B =0,daf—s & W, und (6) fir alle Funktionen aus W,.

12 1
- > (yi—f( +>\/ (f"(t))? dt > = § +>\/ "(t))* dt
i=1

i=1

Bleibt zu zeigen, s(t) ist einziges Minimum (UA).

Bem.:

o Bei gegebenen Stiitzstellen und Glattungsparameter kann ein
glattender kubischer Spline z.B. durch Losen eines linearen
Gleichungssystems bestimmt werden. Die Losung kann explizit
angegeben werden, wenn man (10) von links mit B’ multipliziert
und dann die resultierende (n + 4, n 4+ 4) Matrix invertiert.

@ Anstelle kubischer Polynomsplines kann man z.B. auch
sogenannte B-Splines als Basisfunktionen verwenden, die popular

geworden sind. 151



Interpolation und Numerische Integration Interpolation durch Polynome

Inhalt

@ Interpolation durch Polynome

@ Numerische Integration

152



Interpolation und Numerische Integration Interpolation durch Polynome

Gegeben sei eine Funktion f, die durch ein Polynom vom Grad n zu
interpolieren ist. Seien ty, ..., t, Stitzstellen, und das Polynom soll
durch die Punkte (t;, f(t;)) =: (t;,f),i =0, ..., n gehen.

Definieren die Funktionen

n n t_tj
we) = TMe-1),  w= 1 ~—
j=0 j=0j#k Tk

Ln(t) = Zwk(t)fk
k=0
L,(t) ist Interpolationspolynom, da

1 falls i=k
L.(t;)) =f, wegen w(t;) =0 =
0 sonst
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Interpolation und Numerische Integration Interpolation durch Polynome

n n t _ t
o) = Me-1).  w= 1] -5
j:0 j=0,j#k “k T Y
W'(t) = Z H (t—1t)
k=0 j=0,j#k
n
W'(te) = ][] (t—1t) alle Summanden mit j = k haben Faktor 0
j=0j#k

_ w(t)
wk(t) = (tk)

(t — tp)w
- w(t)

L,,(t) = léWk(t)fk:ZMWfk

k=0

Interpolationsformel von Lagrange

Bem.: Es gibt noch andere Interpolationsformeln
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Interpolation und Numerische Integration Interpolation durch Polynome

Beispiel 37: Lagrange-Interpolationspolynom zu den Punkten
(_]-7 _15)7 (17 _5)7 (37 13)7 (4v 40)

Bestimmen die Funktionen

n F tJ
wk(t) = j:!;l#k —
gttt (-1 (t-3) (t—4)
wo(t) = mito—t  (-1-1)(-1-3)(-1-4)
_ o (t=1)(e-3)(t-4)
40
wi(t) = t—t  (t—(=1))(t—3)(t—4)

i @ CIE - @4
(t+1)(t —3)(t —4)
12
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3 iy (- () (-1 (-9
«0 = 1l = = e-eE- e
(t+1)(t—1)(t —4)
8
2 b (b= (<)) (t—1)(t—3)

w0 = By = e Cye-nE-s)
o (tHI)(t—1)(t—3)
- 15
La(t) = D wi(t)fu = —15wo(t) — 5wi(t) + 13w (t) + 40ws(t)

k=0
= 3-2t2+4t—38
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Interpolation und Numerische Integration
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Problem: Berechnung von

/ab f(t)dt

ist meistens anaytisch nicht moglich. Deshalb Approximation.
Vorgehen: Betrachten eine dquidistante Intervalleinteilung von [a, b].

b—a

n

tt=a+ih, i=0,...,n, h= ,n>0,neR

Bestimmen das (Lagrange) Interpolationspolynom durch die Punkte
(t,', f(t,)) = (t,', ﬁ), i = 0, ..., n

0 = > = 3 s

k=0

-3 11

k=0 j=0,j#k k_t
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Approximieren i
| = / f(t)dt
durch

- b n b
I,,:/ L,(t)dt = ka/ wi(t) dt t=a+ hs, dt=hds
a kZO a
- hka/nwk(a—irhs)ds

T (a+ hs) — (a—+jh)
— h f/ ) ds
Z “Jo gﬂ a+kh) (a+ jh)

= hka/ H st—hZakfk
j= O:J7£k

Ok

wobei a, nur von n abhangt und nicht von f oder a, b.
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Damit erhalten wir universelle Formeln (Newton-Cotes Formeln).
Fir n=1:

15—1ds 52_{_5‘1 1
(0 = = — — = —
0 0 0—1 2 T2
1s—0 21 1
= d:— = —
. /01—0 ° 2‘0 2
Fir n = 2;
25—15—2 1
— -3 2)ds
ao o 0-10-2¢ 2/ =35+ 2)ds = 7
ap = /25_05_ /5—25 ﬂ
L= 10129 2 3

25—0s—1
@2 /02—02—1 ° 20(5 s)ds 3
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Damit erhalten wir die Naherungswerte (h = 2-2)
~ b b—a
L= / Li(t)dt = 5 (fo+ 1) Trapezregel
~ b b—a ,
h = / Ly(t)dt = 6 (b +4fi+1f)  Simpsonregel

Zur Erinnerung:
ti=a+ih h=122 f=f(t)

n

bei der Trapezregel haben wir n=1,h=b — a, also:

fo = f(a), fi = f(b)

bei der Simpsonregel haben wir n =2, h = b;a = bga, also:
f=f(a), i = f(252). f = F(b)

In der Praxis wird das Intervall [a, b] in viele kleine Teilintervalle

zerlegt und auf jedes dieser Intervalle eine der Regeln angewendet. 162



Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Fehlerabschatzung (Beweis siehe Stoer/Bulirsch)
Sei m(") = supgery ) |FO(E)|-
Trapezregel: ’I - 71‘ =(b—a)*Ltm®

Simpsonregel: ‘l — 72‘ = (b—a)’1;m™¥

Bem.: Wenn wir also das Intervall [a, b] in N Teilintervalle zerlegen,
und auf jedes dieser Intervalle eine der Regeln anwenden erhalten wir
einen Fehler von O(45) (Trapezregel) bzw. O(4) (Simpsonregel)

(unter der Voraussetzung, dass die Ableitungen existieren).
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Beispiel 38: f(x) =1+ x, x € [0,1], I = [ f(x)dx
Trapezregel fo = f(0), L = f(1):

1. 1. 1 1 3
h=2h+sfi=s1+0)+5(1+1)=7

Simpsonregel  fo = £(0), i = f(3), b = f(1):

. 1.1 1,1 4 1 1 3
b= (5634 38) =5(30 40+ 30+ )+ 30+D) =3

Beide Regeln liefern sogar in einem Schritt das exakte Resultat
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Beispiel 39: f(x) = x?, x € [0,1], I = [ f(x)dx
Trapezregel fo = f(0), L = f(1):

~ 1 1 1 1 1
hi=3ht3h=50+5-1=3
Simpsonregel  fo = (0), 4 = f(3), o = f(1)
p 1,1 1 1,1 4 1 1
i ot o fitoh) = (=042 (2P)+2-17)) ==
b1 = (30+31+32) 2(3 0+3(2))+ )) 3

Die Simpsonregel liefert das exakte Resultat, die Trapezregel nicht.
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Fortsetzung von Beispiel 39:

f(x)=x% x€[0,1], = [, f(x)dx

Wenden die Trapezregel auf die beiden Teilintervalle [0, 1], [3,1] an.
1,1 1 1 3

~33+3+3)

he= 36O+ + 55+ 5 ) = 3(5+ 5+

2\2
Bei 4 Teilintervallen [0, 3], [, 2], [3, 2], [2, 1]:

~ 1,1 1 1 1 9 9 1 11
hs=3(mt Gt R ) =g

Bei 8, 16 Teilintervallen: Ubungsaufgabe.
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Weitere Integrationsformeln

Manchmal bietet es sich an, nicht unbedingt dquidistante Stiitzstellen
zu verwenden. Das ist insbesondere der Fall, wenn der

Integrationsbereich unendlich ist. Wir wollen das Integral

/bw(t)f(t) dt

mit fester Gewichtsfunktion w(t) approximieren (a = —o0, b = oo st
erlaubt).
Voraussetzung an die Gewichtsfunktion:

e w(x) > 0 auf [a, b]

o Alle Momente [? x'w(x)dx < oo ViéeN
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Interpolation und Numerische Integration Numerische Integration

Als Stiitzstellen werden die Nullstellen von orthogonalen Polynomen

genommen (bzgl. des Skalarprodukts in L, (a, b))

(.8) = [ w(f(x)a(x) dx

Solche Polynome sind z.B.
[a, b] w(x)

[-1,1] \/11_7 Tschebyschev-Polynome
[0, 00) e~ Laguerre Polynome
X2

(—o00,0) e~ Hermite-Polynome
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Interessant ist, dass alle Nullstellen xg, ..., x, dieser Polynome

einfach und reell sind.

Sei n die Anzahl der gewahlten Stiitzstellen und pi(x) gewahlte
Orthogonalpolynome vom Grad k = 1,...,n. Dann werden die

Gewichte w; berechnet als Losung des linearen Gleichungssystems

(po, po) falls k=0

sonst

wapk(xi) =
i=1
Das Integral wird dann approximiert durch

/abw(t)f(t) dt ~ iw;f(x,-).

Bem.: Wie bei den Newton-Cotes Formeln sind die Gewichte w;

unabhangig von f.
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Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEEEN GG

Def. 17 Ein zufalliger Versuch (Experiment)

ist ein Versuch mit ungewissem Ausgang.

Beispiel: Gliicksspiele.

Wichtig bei solchen Experimenten ist:

o die Beschreibung des Experiments (Kartenspiele, Minzwurf),

o die Erfassung der Menge aller moglichen Ausgéange des

Experiments.
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEEEN GG

Def. 18 (Ereignisse)
@ Elementarereignis: méglicher Versuchsausgang,

Bez.: w, w € Q.
@ Ereignis: Menge von Elementarereignissen, A C 2
@ sicheres Ereignis: Menge aller Elementarereignisse: 2.
@ unmogiches Ereignis: ().
o Komplementarereignis: A = Q\ A

Ein Experiment kann diskret sein, d.h. endlich oder abzahlbar viele

Ausgange besitzen, oder es kann (iberabzahlbar viele Ausgange haben.
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEEEN GG
Beispiel 40:

Wiirfeln (1 mal)
Elementarereignisse: 1,2,3,4,5,6

Werfen einer Miinze, bis zum ersten Mal die Zahl fallt
Q = {z, wz, wwz, wwz, wwwz, . . .}.
Lebensdauer einer Gliithbirne
Q =[0,00[ =R".

Zufallige Funktionsverlaufe

Q = Ly[a, b] Menge aller auf [a, b] quadratisch integrierbaren Fkt
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Sei £ eine Menge von Ereignissen, £ C P(Q).
Def. 19 (U, N, Komplement von Ereignissen)
Es seien A; € £ und A, € & Ereignisse. Dann
0 A3 =AINA ={weQ: we A und w € Ay} das Ereignis, bei
dem A; und A, eintreten;
0 Ay =AUA ={weQ: we A oderw € Ay} das Ereignis,
bei dem A; oder A, eintreten;
0 Ai=0\A ={weQ:w¢ A} das zu A; komplementare
Ereignis.
Es gilt offenbar:
e AUA=Q (sicheres Ereignis),

e ANA=10 (unmogliches Ereignis).
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEEEN GG

Satz 17 (Rechenregeln fiir Ereignisse)
(i) AUB = BUA (Kommutativgesetz)
(i) (AUB)UC = AU(BUC) (Assoziativgesetz)
(i) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(iv) AU(BNC)=(AUB)Nn(AUC)

(Distributivgesetze)
(v) (De'Morgansche Regeln)
(AUB) =

(ANB) =

|
o]

|
os]
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEEEN GG

Def. 20 (Operationen mit abzahlbar vielen Ereignissen)

Seien A1, Ay, ..., Ereignisse. Die Vereinigung [J;2; A; ist das Ereignis,
das eintritt, wenn mindestens eines Ereignisse A;, A;, ... eintritt.

Der Durchschnitt (172, A; ist das Ereignis, das eintritt, wenn alle

Ereignisse A1, Ay, As, ... eintreten.

Satz 18 (Verallgemeinerungen der Rechenregeln)
(i) AN (U A) = Uy (AN A)
(iv)  AU(NZ A) = NZ(AUA)

(V) o Ai = ?ilzl 2 A= ?ilﬁl
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung  BVATEEEN GG

Def. 21  (Ereignisfeld)
E C P(Q) heiBt Ereignisfeld iber Q (c—Algebra tber Q) falls

folgendes gilt:
Q Qeg;
@ Gilt A; € & fiir i € N, dann folgt () A; € &;
i=1

Q AcE=Act.

Folgerung, Beweis UA

Q Ist A, €& VieN, so folgt: OLj A €€.
i=1
@ Fiir das unmogliche Ereignis gilt: ) € £.
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kolmogorov'sches Axiomensystem

Def. 22 (Wahrscheinlichkeit)
Sei & ein Ereignisfeld. Eine Abbildung P: £ — R heiBt

Wahrscheinlichkeit, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:

Q Firalle Ac Egilt: 0 < P(A) <1,

Q P(Q) =1,

© Sind die Ereignisse A;, A, ... paarweise unvereinbar (d.h.
AiNA; =0 firi#j,i,jeN), so gilt die sogenannte
o—Additivitatseigenschaft:

P (,@1 A,-) = 2 P(A;).
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kolmogorov'sches Axiomensystem

Def. 23 (Wahrscheinlichkeitsraum)

Sei €2 die Menge der Elementarereignisse, £ ein Ereignisfeld tber 2
(€ CP()) und P geniige den KOLMOGOROV—Axiomen, dann heiBt
das Tripel (2, £, P) Wahrscheinlichkeitsraum.

Def. 24 (klassische Definition der Wahrscheinlichkeit (Laplace))
Q=A{wy,...,wn}, E=P(Q).

P(w) = P{wi}) = ﬁ Vi=1,...,N. D.h. alle Elementarereignisse
sind gleichwahrscheinlich.

Sei Acé.

_ #{w,w € A}  #iir A giinstigen Elementarereignisse
N N ~ #moglichen Elementarereignisse

P(A)
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kolmogorov'sches Axiomensystem

Def. 25 (Borel-Mengen, Wahrscheinlichkeitsraum (R, B, P))

Es sei Q = R und B! := £ die von der Menge der halboffenen
Intervalle A = {[a,b]: —oc0 <a< b<oo,a,beR} CP(NQ)
erzeugte o-Algebra. A € B! heiBt BOREL-Menge. (R, B!, P) ist dann

ein Wahrscheinlichkeitsraum mit irgendeiner Wahrscheinlichkeit P.
Beispiel 41: (€2, &, Q) mit Q = [0, 7],
E={A: A=Bn[0,n],B€ B} und Q: A— R mit
Q(A) := [ Lsin(x)dx
A

w 1 T 1
Q(Q):/0 Esinxdx: —Ecosx0 :—5(—1—1):1

(2, &, Q) ist Wahrscheinlichkeitsraum.
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kolmogorov'sches Axiomensystem

Satz 19 (Folgerungen aus dem Kolmogorov-Axiomensystem)
Seien (€2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B Ereignisse.

Q@ P(A)=1-P(A).

Q@ P()=0.
© Sei A C B. Dann gilt:
®@ B\Acg,

@ P(B\ A) = P(B) — P(A) (Subtraktivitat);
© P(A) < P(B) (Monotonie der Wkt).
Q@ P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B),
P(AUB) < P(A) + P(B).
Sind A und B unvereinbar, so gilt die Gleichheit.

Beweis: UA O
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Satz 20 (Subadditivitat von P)
Seien A1, Ay, ... Ereignisse. Dann gilt:

P(QA/') < iP(Ai)

Beweis:
Bl = A1
82 = A2 \ A1

B3 = A3 \ (A1 U Az)

J<i

B; paarw. disjunkt, B; C A;.
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Satz 20 (Subadditivitat von P)
Seien A1, Ay, ... Ereignisse. Dann gilt:

P(QA/') < ip(Ai)

Beweis:
Bl = A1 iL>Jl Bi = IEJ]. Ai =
82 = A2 \ A1 oo

P ]A) = P(]B
Bs = A3\ (ALUA) (i:U1 ) (iL:J1 )

I
hE
s

(Bi) (3.Axiom)

B,' = A’\(UAJ) i=1

J<i

IN
.Mg

Il
—

P(A;) (Monotonie)

B; paarw. disjunkt, B; C A;.
EF7)
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Kombinatorik: Aufgabenstellung

Anzahl der verschiedenen Zusammenstellungen von Objekten. Je
nach Art der zusatzlichen Forderungen, ist zu unterscheiden, welche

Zusammenstellungen als gleich, und welche als verschieden angesehen

werden.
@ Permutation (ohne Wiederholung)
@ Permutation mit Wiederholung
@ Variation ohne Wiederholung
@ Variation mit Wiederholung
e Kombination (ohne Wiederholung)

@ Kombination mit Wiederholung
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Permutation (ohne Wiederholung)
Jede eineindeutige Abbildung 7 der geordneten Menge {1,...,n} auf
eine n-elementige Menge M = {s;,...,s,} heiBt Permutation oder

Permutation ohne Wiederholung,
Vie{l,...,n} :w(i)=s;,s € M,s; # s;(i # j)
Anzahl: N = n!

Beispiel 42: Wiewiel Moglichkeiten gibt es, die Eisenbahnwagen
32,33,34,35,36,37 hintereinander zu hangen?
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Permutation (ohne Wiederholung)
Jede eineindeutige Abbildung 7 der geordneten Menge {1,...,n} auf
eine n-elementige Menge M = {s;,...,s,} heiBt Permutation oder

Permutation ohne Wiederholung,
Vie{l,...,n} :w(i)=s;,s € M,s; # s;(i # j)
Anzahl: N = n!

Beispiel 43: Wiewiel Moglichkeiten gibt es, die Eisenbahnwagen
32,33,34,35,36,37 hintereinander zu hangen?

N = 6!
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Permutation mit Wiederholung

Sei M= {s,...,s}, ki >0Vi=1,... kmit S k= n. Jedes
geordnete n-Tupel von Elementen aus M, wobei jedes Element s;
genau k; mal vorkommt, heiBt Permutation mit Wiederholung.

n!

Anzahl: N = m

Beispiel 44: Wieviele Moglichkeiten gibt es, 9 verschiedene Friichte
auf 3 Kinder zu verteilen, so dass jedes Kind 3 Friichte bekommt
9!

V=33
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Permutation mit Wiederholung

Sei M= {s,...,s}, ki >0Vi=1,... kmit S k= n. Jedes
geordnete n-Tupel von Elementen aus M, wobei jedes Element s;
genau k; mal vorkommt, heiBt Permutation mit Wiederholung.

n!

Anzahl: N = m

Beispiel 45: Wieviele Moglichkeiten gibt es, 9 verschiedene Friichte
auf 3 Kinder zu verteilen, so dass jedes Kind 3 Friichte bekommt
9!

V=33
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung BRIl EVeTI

Variation ohne Wiederholung
Sei M = {sy,...,s,}. Jedes geordnete k-Tupel, k < n von
verschiedenen Elementen aus M heiBt Variation ohne Wiederholung.

Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung ist
N=n(n—-1)---(n—k+1)
Aufteilung von k Elementen auf n Facher.

Beispiel 46: Wieviele Moglichkeiten fiir die drei Erstplazierten in

einem Schachturnier mit 10 Teilnehmern gibt es?
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung BRIl EVeTI

Variation ohne Wiederholung
Sei M = {sy,...,s,}. Jedes geordnete k-Tupel, k < n von
verschiedenen Elementen aus M heiBt Variation ohne Wiederholung.

Die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung ist
N=n(n—-1)---(n—k+1)
Aufteilung von k Elementen auf n Facher.

Beispiel 47: Wieviele Moglichkeiten fiir die drei Erstplazierten in

einem Schachturnier mit 10 Teilnehmern gibt es?

N=10-9-8 = 720.
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Variation mit Wiederholung

Auswahl von k Elementen aus einer Menge M = {s;,...,s,} mit
Zuricklegen. Die Frage ist:

Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus dieser
Menge zu entnehmen, wobei Elemente mehrfach entnommen werden
konnen?

N = n*.

Beispiel 48: Anzahl der 10stelligen Dualzahlen:
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung BRIl EVeTI

Variation mit Wiederholung
Auswahl von k Elementen aus einer Menge M = {s;,...,s,} mit
Zuricklegen. Die Frage ist:
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus dieser

Menge zu entnehmen, wobei Elemente mehrfach entnommen werden

konnen?
N = n*.
Beispiel 49: Anzahl der 10stelligen Dualzahlen:

N = 210

190



Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Kombinationen (ohne Wiederholung)

Jede k-elementige Teilmenge aus einer n-elementigen Menge M heiBt
Kombination (ohne Wiederholung) (von k aus n Elementen). Dabei
sind Wiederholungen nicht erlaubt und die Reihenfolge der k
Elemente wird nicht beriicksichtigt.

n-(n—=1)-...-(n—k+1) n n!
N= k! - <k> NCENI

Beispiel 50: Wieviele Moglichkeiten gibt es, bei 6 Mannschaften eine

Spielpaarung auszuwahlen?
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Kombination (mit Wiederholung)

Fasst man alle n* Variationen mit Wiederholung (n Elemente,
Ordnung k) zu Aquivalenzklassen zusammen, so dass sie aus aus den
gleichen Elementen der gleichen Anzahl bestehen, so heift jede solche

Klasse Kombination mit Wiederholung.

n+k—1
N:
)

Beispiel 51: Wie oft kann die 1 in Binarzahlen der Lange 4
vorkommen?

n=2k=4 ("*’;_1> = (2+j_1> = 5 Klassen:
{1111},{1110,1101,1011,0111}, {1100, 1010, 1001,0110,0101,0011},
{1000, 0100, 0010, 0001}, {0000}
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Beispiel 52: Wieviele Moglichkeiten gibt es bei Wiirfen mit k nicht zu
unterscheidenden Wiirfeln mit je n Flachen?
@ Dazu nehmen wir fiir jede Flache i eine Kugel mit der Nummer
ii=1,....n
@ Hinzu packen wir k — 1 Kugeln mit den Nummern
n+1,....n+k—1.
@ Aus den jetzt insgesamt n+ k — 1 Kugeln ziehen wir k mal ohne
Zurlcklegen
@ Ist keine der neuen Kugeln gezogen worden so bleibt die Ziehung
o Ist genau Kugel n+ i gezogen worden und alle anderen haben

Nummern < n so zahlt die i groBte Kugel doppelt.
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Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung Kombinatorik

Fortsetzung Beispiel 52
@ Sind Kugeln n+ i und n+ j gezogen worden und alle anderen
haben Nummern < n so zahlen die i groBte und die j groBte
Kugel (unter den k — 2 anderen) jeweils doppelt. (i,j < k — 2).
Wenn j = k — 1 so zahlt die i-te Kugel dreifach. usw.

Damit haben wir das Problem auf eine Ziehung ohne Zuriicklegen
zuriickgefiihrt, wobei k mal aus einer Urne mit n+ k — 1 Elementen

gezogen wird.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfiihrung

Beispiel 53: 2-maliges Wiirfeln
Menge der Elementarereignisse: Q2 = {11,12,13,...,56,66}
Q| = 62 = 36 = N Wir definieren zwei Ereignisse:

A: Augensumme gerade, d.h.

A={11,13,15,22,24,26, ..., 46,66}

n(A) 18 1

P(A) = = — = —,
(A) N 36 2

B: es fallt mindestens eine 6:

B = {16, 26,36, 46, 56, 66, 65, 64, 63,62, 61}

n(B) 62—5 11
P(B) = = =
(B) ="y 36 36
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R
Fortsetzung Beispiel 53: 2-maliges Wiirfeln
Angenommen, Ereignis B sei bereits eingetreten, d.h. Q = B,
12| = 11 Wahrscheinlichkeit, daB unter dieser Bedingung das Ereignis
A eintritt? Mit AN B = {26, 46,66, 64,62} erhalten wir:

5
P(A, falls B bereits eingetreten ist) = P(A/B) = T

Def. 26 (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Es seien A, B € £ zwei zuféllige Ereignisse und es gelte P(B) > 0.
Dann heiBt
P(AN B)
P(B)
bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

P(A/B) =

197



Def. 27 (Unabhéangigkeit)
Zwei Ereignisse A, B € £ heiBen unabhangig, wenn gilt:

P(A/B) = P(A).

Bem.: Fiir zwei unabhangige Ereignisse gilt also:
P(ANB) = P(A)- P(B).
Fortsetzung Beispiel 53: 2-maliges Wiirfeln. Betrachten jetzt das
Ereignis
C: es fallt mindestens eine 1:
C ={11,12,13,14,15,16,61,51,41,31,21}

~n(C) 6-5 11
N 36 36

analog zu Ereignis B
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Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfiihrung

Fortsetzung Beispiel 53: 2-maliges Wiirfeln
Offenbar P(B) = P(C) > 0. Es sei mindestens eine 6 gewiirfelt
worden (Ereignis B also eingetreten). Wahrscheinlichkeit, dass dann

auch eine 1 gewiirfelt wurde

_P(CnB) &% 2 ,11
P(C|B)_W_§_ﬁ7é%_P(C).

Folglich sind die Ereignisse B und C nicht unabhangig.

Satz 21
Es seien A, B € £ zwei Ereignisse, wobei P(B) > 0 gelte. Dann

geniigt die bedingte Wahrscheinlichkeit P(.|B) den
KoLMOGOROV—Axiomen. D.h. das Tripel (©2,&, P(.|B)) ist ein

Wahrscheinlichkeitsraum.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfiihrung

Fortsetzung Beispiel 53: 2-maliges Wiirfeln
Offenbar P(B) = P(C) > 0. Es sei mindestens eine 6 gewiirfelt
worden (Ereignis B also eingetreten). Wahrscheinlichkeit, dass dann

auch eine 1 gewiirfelt wurde

_P(CnB) &% 2 ,11
P(C|B)_W_§_ﬁ7é%_P(C).

Folglich sind die Ereignisse B und C nicht unabhangig.

Satz 21
Es seien A, B € £ zwei Ereignisse, wobei P(B) > 0 gelte. Dann

geniigt die bedingte Wahrscheinlichkeit P(.|B) den
KoLMOGOROV—Axiomen. D.h. das Tripel (©2,&, P(.|B)) ist ein

Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis: UA O
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Bedingte Wahrscheinlichkeit BESLITI,F-3

Lemma
Es seien A, B € £ zwei unabhangige Ereignisse. Dann sind die

Ereignisse A und B ebenfalls unabhingig. Gleiches gilt fiir die
Ereignisse A und B sowie fiir A und B.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit Einfiihrung

Lemma
Es seien A, B € £ zwei unabhangige Ereignisse. Dann sind die

Ereignisse A und B ebenfalls unabhangig. Gleiches gilt fiir die
Ereignisse A und B sowie fiir A und B.

Beweis: Wir zeigen die Aussage am Beispiel der Ereignisse A und B.
Sei 0 < P(B) < 1.

P(AB) = P(;\(;)B)
_ P(i‘i(;‘(r;)B)) (Satz 19.1))
_ P(Ai:ﬁ((g)m B) (satz 19.3b))
L P PUARE) PO FIE)
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Inhalt

@ Einfiihrung
@ Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

@ Satz von Bayes

201



Def. 28 (Vollstandigkeit einer Ereignisfolge)

Es sei (2, &£, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge von
Ereignissen
{An}: (An € E,Vn e N)

heiBt vollstandig falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
o Otjl An =,
o :’4_,-HAJ-:(7), fur alle i # .

Satz 22 (Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit)

Es sei A, A, ... eine vollstandige Folge von Ereignissen. Weiterhin sei

B ein beliebiges Ereignis und es gelte P(A;) # 0 fir alle i . Dann gilt:

=2 P(BIA)P(A).
i=1

202



G ERWENTES CL TSN Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beweis: Aus B= BN (UZ; A) =UZ(BNA;) folgt (da die
(BN A;) ebenfalls unvereinbar sind):
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G ERWENTES CL TSN Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beweis: Aus B= BN (UZ; A) =UZ(BNA;) folgt (da die
(BN A;) ebenfalls unvereinbar sind):

P(B)zP(U (BN A) ) P(BN A P(B|A)P(A:)
= i=1 i=1

i=1 i
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G ERWENTES CL TSN Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel 54: Wir betrachten ein System (eine Markovsche Kette) mit

3 Zustanden und den Ubergangswahrscheinlichkeiten

% % % Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit,
1011 dass sich das System nach einem
i i (15 Schritt im Zustand 3 befindet?
2 6 3

Ereignisse:
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G ERWENTES CL TSN Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Beispiel 55: Wir betrachten ein System (eine Markovsche Kette) mit

3 Zustanden und den Ubergangswahrscheinlichkeiten

A Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
1011 dass sich das System nach einem
j j j Schritt im Zustand 3 befindet?
2 6 3

Ereignisse:

® S;:in Zustand / wird gestartet, P(S;) = p?, p° := (%,1,2)

@ Ej: in Zustand j kommen wir nach einem Schritt an

_ 11,11 .11 34246 11
26 63 32 36 36
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Gegeben: P(A;) und P(A/A;), (i € N).
Gesucht: P(A;/A).
Satz 23 (BAYES)

P(A,—/A) _ P(A') ) P(A/A')

> (P(A/A)) - P(4))

EMg
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Gegeben: P(A;) und P(A/A;), (i € N).
Gesucht: P(A;/A).
Satz 23 (BAYES)
P(A;) - P(A/A)

P(Ai/A) = =
EI(P(A/A) P(A)))
Beweis:
P(Ai/A) = P(ﬁ'(Q)A) Definition bedingte Wahrscheinlichkeit
B P(A;) - P(A/A) _
= A analog, Bedingung vertauscht

P(A) - P(A/A)
> (P(A/A) - P(A))

Satz der Totalen Wkt.
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SRR SISl 3.3 Satz von Bayes

Fortsetzung von Beispiel 54:
Angenommen, wir sind in Zustand 3 angekommen. Wie groB ist die

Wahrscheinlichkeit, dass wir in Zustand 1 gestartet sind?
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SRR SISl 3.3 Satz von Bayes

Fortsetzung von Beispiel 54:
Angenommen, wir sind in Zustand 3 angekommen. Wie groB ist die

Wahrscheinlichkeit, dass wir in Zustand 1 gestartet sind?

P(Es|51)P(S1)

P(S;|E:
(511E5) P(E3|S1)P(S1) + P(E;3|S2)P(S:) + P(E3|S3)P(S3)
1.1 = 36 3
= T I T 1 T ITHn=7 51
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VANEIEVETEOM  Grundbegriffe

Def. 29 (Messbarkeit von Abbildungen)
Es seien (21, &1, P1) und (22, &, Po) Wahrscheinlichkeitsraume. Eine
Abbildung

X:Q — Q)

heiBt £ —-E—messbar, falls fiir alle Ereignisse A € &, gilt:

X HA)={we Q: X(w) € A} € &.

Bem.: Wir werden nur den Fall & = B* und €, C R betrachten.
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VANEIEVETEOM  Grundbegriffe

Def. 30 (Zuféllige Variable, ZufallsgroBe)
Es sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine £-B'-meBbare Abbildung X von Q in R heiBt

(reellwertige) zufallige Variable oder ZufallsgroBe.

Bem.: (R, B, P’) bildet hier den zweiten Wahrscheinlichkeitsraum,
wobei P’ eine Abbildung von B! in R ist, die den
KoLMOGOROV—Axiomen geniigt.
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Zufallsvariablen Grundbegriffe

Beispiel 56: Augensumme beim zweimaligen Wiirfeln
Q=A{(i,j),1 <i,j<6}: Paare von Augenzahlen
E="P(Q): Ereignisfeld
P(w) = P(i,j) = 35:  Laplace-Wkt.

X: Q=
Q' ={S5:2<5<12} oder Q' =R, S: Augensumme
E'=P() oder &' = B:  Ereignisfeld

) — P( — 5y - HOd) i ti=s X Xs)

36 36
Bedingung z.B.: X71(s) € £ oder X 1({s1,}) € €
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VANEIEVETEOM  Grundbegriffe

Def. 31 (Verteilungsfunktion von X)
Fx(x) := P(X < x) = Px ((—o0, x])

Bem.: Der Einfachheit halber werden wir die Funktion Fx einfach
nur mit F bezeichnen.

Bem.: Manchmal wird die Verteilungsfunktion auch durch
Fx(x) = P(X < x)

definiert.
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Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Wir beschreiben diskrete Zufallsvariablen X durch

X1 Xo X3 - Xp
X 1 X2 X3
pP1 P2 PpP3 - Pn
pi=PX=x)>0, i=123,... Y p=1
i=1

Def. 32 (Wahrscheinlichkeitsfunktion, Zahldichte)
Die Funktion

f(xi) = pi

heiBt Wahrscheinlichkeitsfunktion.

x; € R: Werte, die die ZufallsgroBe annehmen kann

pi: die entsrechenden Wahrscheinlichkeiten.
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Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

a) Zweimaliges Werfen einer Miinze

Q= {zz, 7B, BZ, BB} [0

X := Anzahl von Blatt

INTS

N =

Bl=

215



Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

a) Zweimaliges Werfen einer Miinze

Q= {ZZ, 7B, BZ, BB} (012
X := Anzahl von Blatt

N
()
Bl=

b) Erfolge bei n Versuchen
Y: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n Versuche

eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

P(Y =k) = (Z) p*(1 — p)™* Binomialwahrscheinlichkeif11)

215



Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

a) Zweimaliges Werfen einer Miinze

Q= {ZZ, 7B, BZ, BB} (012
X := Anzahl von Blatt

N
()
Bl=

b) Erfolge bei n Versuchen
Y: Anzahl der “Erfolge” bei n Versuchen, wobei jeder der n Versuche

eine Erfolgswahrscheinlichkeit p hat.

P(Y =k) = (Z) p*(1 — p)™* Binomialwahrscheinlichkeif11)

Def. 35 (Binomialverteilung)
Eine Zufallsvariable Y mit Wahrscheinlichkeitsfunktion (11) heiBt
Binomial verteilt mit den Parametern n und p, bez. Y ~ Bi(n, p)

Im Fall n =1, Y ~ Bi(1, p) heiBt Y auch Bernouilli verteilt.
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Beispiel 57: Wiirfeln 3 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir

mindestens 1 Sechs?
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Beispiel 59: Wiirfeln 3 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir

mindestens 1 Sechs?
X: Anzahl der Sechsen.

P(X>1) = 1-P(X<0)=1-Fx(0) =1- > P(X =)
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Beispiel 61: Wiirfeln 3 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir
mindestens 1 Sechs?

X: Anzahl der Sechsen.
0

P(X>1) = 1-P(X<0)=1-Fx(0) =1- > P(X =)

- 1 (2)3 ~1— 0579 = 0.421

Beispiel 62: Wiirfeln 6 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir

mindestens 2 Sechsen?
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Beispiel 63: Wiirfeln 3 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir
mindestens 1 Sechs?
X: Anzahl der Sechsen.
P(X>1) = 1—P(X§O):1—Fx(0):1—iP(X:i)
i=0

- 1 (2)3 ~1— 0579 = 0.421

Beispiel 64: Wiirfeln 6 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir

mindestens 2 Sechsen?

Y': Anzahl der Sechsen beim sechsmaligen Wurf.
1

P(X>2) = 1-P(X<1)=1-Fx(l)=1- 3 P(X =)
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Beispiel 65: Wiirfeln 3 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir
mindestens 1 Sechs?

X: Anzahl der Sechsen.
0
P(X>1) = 1—P(X§O):1—Fx(0):1—ZP(X:i)

i=0

- 1 (2)3 ~1— 0579 = 0.421

Beispiel 66: Wiirfeln 6 mal. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir

mindestens 2 Sechsen?

Y': Anzahl der Sechsen beim sechsmaligen Wurf.
1

P(X>2) = 1-P(X<1)=1-Fx(l)=1-Y P(X =)

- 1) (1) @' =0
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Def. 36 (Poisson Verteilung)
Eine Zufallsvariable X,

0O 1 2 3
X :
Po P1 P2 P3
)\i,\

mit P(X:i):p,-:i—le_, A>0

heiBt Poisson-verteilt mit Parameter A, bez. X ~ Poi()).

Beispiel 67: X: Anzahl der Anrufe, die pro Zeiteinheit von einer

Telefonzentrale vermittelt werden

o] i

ZP:—Z e’ =1

il
IOI
——

e 217



IEEIELIENE  Diskrete Zufallsvariablen

Binomial

Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1

|

wow ooz ow @ ow

L

POt —— ps pn ——
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Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Binomial Poisson
Binomial-Verteilung mit n=20 und p=0.5, 1/6, 0.1 Poisson-Verteilung mit lambda=5, 7, 12
|Hl‘|x L” ‘ | “JII

Satz: Seien X, ~ Bi(n,p), Y ~ Poi()\)
Fir n-p=2JXgilt: P(X,=k) —,.00 P(Y =k).

Beweis: Stochastik-Vorlesung
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Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Def. 37 (Geometrische Verteilung)
Eine Zufallsvariable X mit

PX=i)=p(1l-p)t i=12,...
heiBt geometrisch verteilt, bez. X ~ Geo(p)

X: Anzahl der Schritte bis zum ersten “Erfolg”.

Beispiel 68: Wiirfeln solange bis eine Sechs kommt
Q = {6, 16, hiz6, ...}, kel ....5
X := Anzahl der Wiirfe bis zur ersten Sechs.

1 2 3 4 n
X =
L @ @ @ o @
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Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Geometrische Verteilung mit p=0.5, 1/6, 0.1

e

s

o | 1114

u Ll | I O I A
A

Beh.: Die |n Dedf. 37 definierte geometrische Wahrscheinlichkeit ist
eine Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Ubung.
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Zufallsvariablen Diskrete Zufallsvariablen

Def. 38 (Hypergeometrische Verteilung)
Eine Zufallsvariable X mit

(&) (nf)
P(X = k) =
()
heiBt hypergeometrisch verteilt, bez. X ~ Hyper(N, n, m)

Beispiel 69: Qualitatskontrolle

Gegeben sei eine Grundgesamtheit (z.B. eine Warenlieferung) mit N
Stiicken, von denen genau n schlecht seien. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe vom Umfang m

héchstens k Stiick schlecht sind?

X: zuféllige Anzahl der schlechten Stiicke in der Stichprobe.
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VANEISVETTEM  Stetige Zufallsvariablen
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Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Def. 39 (Dichtefunktion)
Eine Funktion f: R — R heiBt Dichtefunktion, falls sie die

folgenden Eigenschaften hat:
Q Fir alle x € R gilt: f(x) > 0.
@ Esgilt: [f(x)dx =1.
R

Def. 40 (Stetige Zufallsvariable)
Eine zufallige Variable X heiBt stetig, falls eine Dichtefunktion f

existiert, so dass gilt:
X

P(X < x) = F(x) = / £(t) dt.

Falls die Funktion f stetig ist, gilt: F'(x) = f(x).
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Stetige Zufallsvariablen

Bem.: Fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = x) gilt

sogar wenn X den Wert x tatsachlich annehmen kann! D.h. z.B.
P(X < x) = P(X < x).

AuBerdem gilt:
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VANEISVETTEM  Stetige Zufallsvariablen

Def. 41 (Gleichverteilung)
Eine Zufallsvariable X auf dem Intervall (a, b) definiert mit der
Dichtefunktion

1
flx) =4 >
0, sonst

fallsa<x<b

heiBt gleichverteilt auf dem Intervall (a, b), bez. X ~ R(a, b).
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Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Def. 42 (Exponentialverteilung) X ~ Exp(\)
Eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion

1—e ™, falls x>0
0, falls x <0

bzw. Dichtefunktion

A-e M falls x >0
f(x)=F'(x) = .
0, falls x <0

heiBt exponentialverteilt, bez. X ~ Exp(\).
limy—,—oo F(x) =0, limy_400 F(x) = 1.
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Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 70: Normalverteilung

X (Qag7P)_>(R17817PX)

sei der Messfehler bei Messung einer physikalischen Konstanten.
Der Wkt.raum (€2, £, P) ist ein Modell eines im Hintergrund
wirkenden Zufallsmechanismus, der nicht naher beschrieben werden
kann,

Fehler im Messinstrument; zufallige duBere Einflisse.

Er enthalt alle nicht naher bestimmbaren zufalligen Effekte. Zur
Beschreibung dient der Bildraum (R, B, Px).
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Zufallsvariablen Stetige Zufallsvariablen

Def. 43 (Normalverteilung)
Die Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion

X

1 1(t—p)?
Foo= 2 [ i a
2mo

heiBt normalverteilt mit den Parametern (u, 02), bez. X ~ N(u, 0?).
Die zugehorige Dichtefunktion hat die Form:

1 x—p )2
f(x) = e 2(*7) , o>0.
2mo

offen: f(x) ist Dichtefunktion. Siehe Stochastik-Vorlesung.
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VANEISVETTEM  Stetige Zufallsvariablen

Bem: In den Wahrscheinlichkeiten kdnnen Parameter auftreten, die in

der Regel unbekannt sind.

Die Parameter sind anhand der Beobachtungen
(der Daten) zu bestimmen/zu schatzen!
— Aufgabe der Statistik
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert

Beispiel 71: Eine Miinze wird 3 mal geworfen.
Wie oft kdnnen wir erwarten, daB Blatt oben liegt?

Wie oft wird im Mittel Blatt oben liegen?

o 1 2 3
1/8 3/8 3/8 1/8

X :

Erwartungswert: 0-%—1—1-%—1—2-%4—3.%: %2 =15
D.h. bei 10maliger Durchfiihrung des Experiments kénnen wir im

Mittel mit 15mal Blatt rechnen.
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Sei X diskrete Zufallsvariable,

X1 ... Xp

X :
pi ... Pn

Def. 44 (Erwartungswert, X diskret)
Die reelle Zahl .
EX = Z PiXi
i—1

heiBt Erwartungswert von X
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (1)

a) X ~ Poisson(\)

o 1 2 3
X :
Po P1 P2 P3
)\i
pi= e

i

EX =
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (1)

a) X ~ Poisson(\)

0 1 2 3
X :
Po pP1 P2 p3
DU
pi:Te A
I
0 . 0o )\i . [e9) /\ifl .
EX = ZpiI:ZFe ‘I:)\Zme =\
i=0 i=0 I* i=1 -
A

z.B. mittlere Ankunftsrate.
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (2)

b) X ~ Bi(n,p): E(X) =n-p (UA)

0 1 2 .. n
X :

Po P1 P2 -.- Pn

n . .

m:(Jﬁu—m“'

c) X~ Geo(p) E(X) = (UA)
1 2 3 k
X g=1-p
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Def. 45 (Erwartungswert, X stetig)
Sei X stetig mit Dichtefunktion f(x). Die reele Zahl

EX = / x - f(x)dx

heiBt Erwartungswert von X.
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (4)

a) X ~ N(u,0?)

1 x—uy2
EX = / X e~ (5 2dx
Vom- o

—00
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (4)

a) X ~ N(u,0?)

EX — / -
X\/27r-0
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (4)

a) X ~ N(u,0?)

EX = /x e 552 gy
V2T - o
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (4)

a) X ~ N(u,0?)

1 X—p
EX = /x e~ ()2 gy
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Der Erwartungswert, Beispiele (5)
b) X ~ Exp()\), A>0

o

EX:/X-)\-e_)"de:; (UA)

0

c) X ~ R(a, b), gleichverteilt auf dem Intervall (a,b)

b 2 |P
EX — 1/xdx: 1

X B — P at+b
J b—a?2 '

2(b—a) 2

a

Bemerkung: Die Erwartungswerte sind fiir stetige und diskrete
ZufallsgroBen zweckmaBigerweise unterschiedlich definiert. Sie lasst

sich jedoch (maBtheoretisch) vereinheitlichen.
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Satz 24 (Eigenschaften des Erwartungswertes)

Seien X, X1 und X; zufallige Variablen und a, b, ¢ € R beliebig. Dann

gelten folgende Aussagen:

@ Wenn P(X =c¢) =1, d.h. nimmt die zufallige Variable X

genau einen festen Wert an, so folgt EX = Ec = c.
@ Wenn P(X>c¢c)=1soEX >c.
Q@ E(c-X)=c-EX
Q EX+c)=EX+Ec=EX+c
Q@ E(a-Xi+b-Xy)=a-EX;+b-EX.
>0 &(xi)pi falls X diskret
20 g(x)f(x) dx falls X stetig

QO Eg(X)=
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Beweis: Wir beweisen stellvertretend Aussage 2.

@ Es sei X eine diskrete ZufallsgroBe,

X1 Xo ... Xp
X
pP1r P2 ... Pn
Nach Voraussetzung: ¢ < x3 < xp < ... < X, < .... Daraus

folgt:

EX=) xi-p=) cpp=c-) p=c

ieN ieN ieN
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Zufallsvariablen Der Erwartungswert

Beweis: von Aussage 2 (Fortsetzung)

o Es sei X eine stetige zufallige Variable mit der Dichtefunktion f.

Dann gilt:
+oo
P(ch):/f(x)dx:l. =
P(X<c):/f(x)dx:0. =
+oo +oo +oo
EX:/x-f(x)dx:/x-f(x)dec-/f(x)dx:c

=1
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VANEISVERELLLEN  Varianz

Es sei X eine zufallige Variable mit EX = p.

Def. 46 (Varianz, bez. Var X oder o%)
Falls E(]X|?) < oo, heiBt der Erwartungswert E(X — p)? Varianz

—+00

[ (x —p)?-f(x)dx, falls X stetig ist
EX—pft = { =

S(x —p)?- pi, falls X diskret ist

iEN

Def. 47 (Standardabweichung), o, ox
o =/ Var(X)

Bem.: Var (X): mittlere quadratische Abweichung zwischen X und
EX.
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Satz 25 (Eigenschaften der Varianz)

Q Sei c € R. Wenn P(X =c¢) =1, so Var X = 0. Ist umgekehrt
Var X = 0, so existiert ein ¢ € R, so daB gilt: P(X =¢) = 1.

@ Fir beliebige ¢ € R gilt: Var (X 4 ¢) = Var X.
© Fiir beliebige a € R gilt: Var(a- X) = a*- Var X.
Q Fir zwei zufallige Variablen X; und X; gilt:

Var (X; + X3) = Var X; + Var X; + 2 - cov (X1, X2).

Wir zeigen nur 1. und 4., 2. und 3. ist UA.
Def. 48 (Kovarianz)

cov (X1, Xz) = E((X1 — E(X1))(Xz — E(X)))
heiBt Kovarianz der Zufallsvariablen X; und Xj.
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Beweis von Satz 25, (1) und (4)

Es seien X, X; und X; beliebige zufallige Variablen. a, c € R seien
ebenfalls beliebig gewahlt. Die folgenden Aussagen folgen aus dem

Satz Uber die Eigenschaften des Erwartungswertes.
@ Es gelte: P(X = ¢) = 1. Daraus folgt EX = c.
Var X = E(X —EX)? =E(X —c)’ =E(c —¢)*=0

Es sei nun Var X = 0 = E(X — EX)? = 0. Allgemein gilt fiir
ceR: E(X—c¢)>>0. Also, P(X— EX =0) =1. und
c .= EX leistet das Verlangte.
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VATENEVEELIL I Varianz

Var (X + Xo) = E(Xi + X; — E(X1 + X,))?
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VATENEVEELIL I Varianz

Var (X + Xo) = E(Xi + X; — E(X1 + X,))?
= E(X;+Xo — EX; — EX;)?
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VATENEVEELIL I Varianz

Var (X + Xo) = E(Xi + X; — E(X1 + X,))?
= E(Xi +X; — EX; — EXp)?
- E((X1 - EX1) + (X2 - EX2))2
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VATENEVEELIL I Varianz

Var (Xl + Xz)

E(X1 + Xo — E(X1 + X2))?
E(X; + X; — EX; — EX;)?
E((X: — EXy) + (X2 — EXp))?
E((Xy — EX1)? + (X2 — EXy)?
+2- (X1 — EXq) - (X2 — EXy))
E(X; — EX1)? + E(X; — EXy)?
+2- E((X1 — EXq) - (X2 — EX,))

COV(X1 ,XQ)
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VATENEVEELIL I Varianz

Var (Xl + Xz)

E(X1 + Xo — E(X1 + X2))?
E(X; + X; — EX; — EX;)?
E((X: — EXy) + (X2 — EXp))?
E((Xy — EX1)? + (X2 — EXy)?
+2- (X1 — EXq) - (X2 — EXy))
E(X; — EX1)? + E(X; — EXy)?
+2- E((X1 — EXq) - (X2 — EX,))

COV(X1 ,XQ)
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a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi(\)
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a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi(\)

Var(X) = E(X—EX)*= i(i — \)?p;

i=0
— Zf.(,-_1)p,+zlp,—2A21p,+A2Zp,
i=2 i=0 i=0 i=0
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a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi(\)

Var(X) = E(X—EX)*= i(i — \)?p;

i=0
— Zf.(,-_1)p,-+zlp,—2A21p,+A2Zp,
l=2oo )\i_z i=0 i=0 i=0

2 3 _ Hy\2 2
= A;(i—Q)!e FA-2+ A =\
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a) Poisson-Verteilung, X ~ Poi(\)

Var(X) = E(X—EX)? =Y (i—A\?p;

i=2 i=0 i=0 i=0
)\/ 2

‘A+>\—2>\2+>\2:>\.

b) Binomialverteilung, X ~ Bi(n, p).
Var (X) = np(1 — p).

(ohne Beweis, UA)
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c) Gleichverteilung auf (a, b), X ~ R(a, b)
a+b
L x€(ab) Ex ==
f(x) = ?

0 sonst. Var (X) = — (UA)

d) Exponentialverteilung

e % falls x > 0,
f(x) =
0 sonst.
1
EX = —
A
o0 2 .
EX? = / XA M dx = = (UA),
0 A2
1
Var(X) = —
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VATENEVEELIL I Varianz

e) Normalverteilung

flx) = e (5
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VATENEVEELIL I Varianz

e) Normalverteilung

flx) = e 205
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VATENEVEELIL I Varianz

e) Normalverteilung

fx) = ———e 05
2ro
E(X_/J/)2 _ / (X_ _1 x;.u)2 dX
00 2mo
0 1
o[ e leta
(o)
2/00 (—t)(— t—l e 22)dt
= 0
T

2 oo 2

= T (~te " / (~1)e % dt)

—00

§
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VATENEVEELIL I Varianz

e) Normalverteilung

r e
2o
o 1
EX - = [ (x—pfpe?
—00 210
2 [ 1 2
=5 0'/ t°——e 2 dt
—0 27
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Zufallsvariablen Korrelation und Unabhangigkeit

Def. 49 (Unabhangigkeit)
Zwei Zufallsvariablen X; und X, heiBen unabhangig, falls fiir alle

x1, % € R gilt:

P(Xl < X1,X2 < X2) = P(Xl < X1) . P(X2 < X2)

Def. 50 (Unkorreliertheit)
Zwei Zufallsvariablen X; und X, heiBen unkorreliert falls

cov (X1, X3) = 0.

Satz 26
Zwei unabhangige ZufallsgroBen X; und X5 sind unkorreliert.

Beweis: siehe Stochastik-Vorlesung |
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Zufallsvariablen Korrelation und Unabhangigkeit

Die Umkehrung der Aussage des Lemmas gilt im allgemeinen nicht,

wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 72: X; ~ N(0,1), Xo = X?
Offenbar, X; und X; sind abhangig.

Wir berechnen die Kovarianz.
EX; =0, EX,= EX12 =1, EX- -X)= EX13 =0
COV(Xl,XQ) = E(X1 Xg) — EX1 . EX2 =0-0-1=0

Trotz der Abhangigkeit der beiden ZufallsgroBen X; und X, ist ihre

Kovarianz gleich Null.
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Zufallsvariablen Korrelation und Unabhangigkeit

Folgerung
Falls zwei zufallige Variablen X; und X, unabhangig sind, gilt fiir die

Varianz ihrer Summe:
Var (X1 + X3) = Var (X;) + Var (X).

Def. 51 (Korrelationskoeffizient)
Es seien X und X; zwei zuféllige Variablen, fiir die gilt:
0 < o0x,,0x, < oo. Dann heiBt der Quotient
COVv (Xl, X2)
le 0 JX2

Q(Xla X2) —

Korrelationskoeffizient der ZufallsgroBen X; und Xj.
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Zufallsvariablen Korrelation und Unabhangigkeit

Satz 27
Es seien Xj und X, zwei ZufallsgréBen mit ox,,ox, > 0. Dann gilt fur

den Korrelationskoeffizienten:

Beweis.
Der Satz kann direkt aus der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung

hergeleitet werden. Dazu betrachten Sie den Raum aller
Zufallsvariablen mit endlicher Varianz und definieren das
Skalarprodukt (X, Y) := E((X — E(X))(Y — E(Y)) und die
entsprechende Norm || X[]? = (X, X) = var(X):

(X.Y)

e e
X[ 1Yl

-1<



Ungleichungen und Grenzwertsatze Markov-Ungleichung

Inhalt

@ Markov-Ungleichung

@ Tschebychev-Ungleichung

@ Chernov-Ungleichung

@ Das Gesetz der GroBen Zahlen

@ Der zentrale Grenzwertsatz
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Markov-Ungleichung

Satz 28 (Ungleichung von MARKOV)
Sei X eine ZufallsgroBe und ¢ > 0. Dann gilt:

E| X
P(X| > c) < B,
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LT ECO T CNE N PAVREETA  Markov-Ungleichung

Satz 28 (Ungleichung von MARKOV)
Sei X eine ZufallsgroBe und ¢ > 0. Dann gilt:

E| X
P(X| > c) < B,

Beweis: Wir definieren eine ZufallsgroBe Y wie folgt

0 c
P(IX] <) P(X[=c)
Offenbar gilt 0 < Y < |X| bzw. P(|X|—Y >0) =1 und

Y :

E(X|[—Y) > 0 bzw. E|X|>EY
EY = 0-P(X|<c)+c-P(X|>c)
— ¢ P(IX| > ¢) < E[X|

Division durch c liefert die Behauptung. O3s55



LTSI TN REENPAVGEE P2 Tschebychev-Ungleichung

Inhalt

Markov-Ungleichung

Tschebychev-Ungleichung

Chernov-Ungleichung
Das Gesetz der GroBen Zahlen

Der zentrale Grenzwertsatz
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LTSI TN REENPAVGEE P2 Tschebychev-Ungleichung

Satz (Ungleichung von TSCHEBYCHEV)

Es sei € > 0 und sei Y eine ZufallsgréBe. Dann gilt:

Var Y
=

P(|Y —EY|>¢) <
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LTSI TN REENPAVGEE P2 Tschebychev-Ungleichung

Satz (Ungleichung von TSCHEBYCHEV)

Es sei € > 0 und sei Y eine ZufallsgréBe. Dann gilt:

Var Y

P(lY —EY|>¢) < =2

Beweis: Wir verwenden die Markov-Ungleichung:
E|X
P(|X| > ¢) < —| |
c

und setzen

X:=(Y—-EY)*)>0, c:=¢% (i€eN).
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LTSI TN REENPAVGEE P2 Tschebychev-Ungleichung

Da ¢ > 0 gilt, ist die Voraussetzung der MARKOV- Ungleichung
erfillt. Wir erhalten:

: . E(Y —EY)%

P(Y —EY|>e)=P((Y —EY)" > ) < (52)

Fir i := 1 ergibt sich:

E(Y —EY)? VarY

P(]Y —EY|>¢) < = 2

Die Tschebyschev-Ungleichung kann nicht verscharft werden (UA)
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Inhalt

@ Markov-Ungleichung

@ Tschebychev-Ungleichung

@ Chernov-Ungleichung

@ Das Gesetz der GroBen Zahlen

@ Der zentrale Grenzwertsatz
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Satz 29 (Chernov-Ungleichung)
Seien Xi, ..., X, Zufallsvariablen mit X; ~ Bi(p;, 1), d.h.
P(X; = 1) = E(X;) = p;. Dann gilt V§ € (0, 1):

(55200
() ()

wobei X, = % " X P, = %27:1 piund p=np=>7",p.
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Beweis: Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir Vt > 0
ZX>€ tZ,1X>e “HE X

Daraus folgt Vt > 0

P<an—P > 5) = P(X,>(1+6)p) = P(zn:Xi > (14 0)p)

=€
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Beweis: Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir Vt > 0
ZX>€ tZ,1X>e “HE X

Daraus folgt Vt > 0

P<an—P > 5) = P(X,>(1+6)p) = P(zn:Xi > (14 0)p)

=€

i1 E(etxi)
et(1+0)u
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Beweis: Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir Vt > 0
ZX>€ tZ,1X>e “HE X

Daraus folgt Vt > 0

X, b _
P< ”>5> — P(Xy > (14+8)B) = PO X > (1+0))
p i=1 _VE
i E(e™) < i(piet + (1 — pi))
et = et
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Beweis: Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir Vt > 0
ZX>€ tZ,1X>e “HE X

Daraus folgt Vt > 0

X, b _
P< ”>5> — P(Xy > (14+8)B) = PO X > (1+0))
p i=1 _VE
i E(e™) < i(piet + (1 — pi))
et = et

Schreiben wir pie’ + (1 — p;) = pi(e’ — 1) +1 und bemerken, dass
—_—

=X

1+ x < e Vx>0 so erhalten wir
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

P<Xn —P 5) _ L ep(p(e’ — 1))

P et(1+d)u
_oexp((e" — 1), pi) _ exp((e” —1)u)
et(1+6)u - et(1+d)u

Setzen wir nun t = log(1 + d) (t > 0 fir & > 0) so erhalten wir fir

den letzen Bruch

exp((et _ 1)#) B elti-1 H B ed H
et(1+8)u o (1 + 5)1+6 o (1 + 5)1+5

Damit ist die erste Ungleichung bewiesen. O

Die zweite Ungleichung als UA.
Hinweis: Analog zur ersten Ungleichung. Beachte e™* > 1 — x
Vx # 0 folgt Vt > 0
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Satz 30 (Chernov-Ungleichung, vereinfacht)
Seien Xi, ..., X, Zufallsvariablen mit X; ~ Bi(p;, 1), d.h.
P(X; = 1) = E(X;) = p;. Dann gilt V6 € (0, 1):

2 2
pX = o5 < erficens
7 52

>5) < etz

wobei X, = ; 7:1X,-,ﬁ,,—1271p,und,u i1 Pi

n
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LSS EEO R CNE SO PAEEEPZ  Chernov-Ungleichung

Beweis: Logarithmieren die rechte Seite der Chernov-Ungleichung

und wenden die Ungleichungen log(1 + x) > auf die erste

3 (
Chernov-Ungleichung) und log(1 — x) > —x — x2/2 (auf die zweite
Chernov-Ungleichung) (Beweis unter Verwendung der

Reihenentwicklung) an und erhalten (0 < 0 < 1)

o p 52
|og<(1+6)1+5> = pu(0—(1+8)log(l+9)) < o gh

e " ) .
|0g<(1_5)16> = M(—d — (1 — 5) |Og(1 _ 5)) < _52[L < ehs

|
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LSS ECO R CNE PV Das Gesetz der GroBen Zahlen

Inhalt

Markov-Ungleichung

Tschebychev-Ungleichung

Chernov-Ungleichung
Das Gesetz der GroBen Zahlen

Der zentrale Grenzwertsatz
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Das Gesetz der GroBen Zahlen

Der Erwartungswert einer zufalligen Variablen X ist in der Praxis
meist nicht bekannt. Um ihn zu schatzen, sammelt man
Beobachtungen Xi, X5, ..., X, und bildet dann das arithmetische
Mittel: .
X=13X =X,
i=1

Beachten: die Beobachtungen Xi, ..., X, missen unabhangig oder

wenigstens unkorreliert sein.
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Satz 31 (Schwaches Gesetz der GroBen Zahlen)

Es seien Xi, ..., X, unkorrelierte zufallige Variablen mit 1 := EX; und
02 :=Var X; < oo (fir alle i = 1,...,n). Dann gilt fiir alle € > 0:

lim P(|X, — | > ) = 0.

n—o0o

Beweis: Da die ZufallsgroBen Xi, ..., X, unkorreliert sind, gilt
2

EX = p, Var X = %

Mittels der TSCHEBYCHEV-Ungleichung erhalten wir:

Var X o?
< .

> 0.

P(|Y”_M|>€):P(|Y_EY|26) g2 _n-52 n—o0
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz
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Markov-Ungleichung
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Chernov-Ungleichung
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Der zentrale Grenzwertsatz
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Satz 32 (Der Zentrale Grenzwertsatz)

Es seien Xi, ..., X, unabhangige, identisch verteilte Zufallsvariablen
mit p := EX;; 0% := Var X;. Seien ZufallsgroBen Z,, Z, und Y,
definiert durch: Z, := Xn: X;  bzw. Z, Zn" und
i=1
Zy— b Z,, — np
Yn = . =
v o \/no

Dann gilt fir alle reellen x:

lim P(Z\"["“ <x> = lim P(Y, < x)=®(x)

n—o0 n—oo

Beweis: Als Hilfsmittel werden charakteristische Funktionen

verwendet, siehe Stochastik-Vorlesung. O
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Anwendungen:

@ Simulation bei der Erzeugung einer normalverteilten ZufallsgroBe

aus Pseudozufallszahlen

@ Approximation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

(insbesondere von Schétz- und Teststatistiken)
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Beispiel 73: Seien Xi, ..., X2 ~ R(0,1)

12
Z=> X, E(Z)=6, var(Z2)=1
i1

P(5<Z<7):P(1 < g < 1)
N——
AN (0,1)

®(1) — d(—1) ~ 0.84 — 0.16,

Q

wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Der Grenzwertsatz von Moivre-Laplace
Satz 33 (MOIVRE-LAPLACE)
Es seien X; ~ Bi(1, p), unabhangig. Dann gilt fir Z, =37, X;
(~ Bi(n, p)):
Z, =Pz~ N(np, np(1l — p))
Beweis: Mit EZ, = np und Var Z, = np(1 — p) folgt unter

Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes

Fz,(y) = P(Z, <)

Z,— np y —np
= P
(\/np(l—p) v np(l —p) )

N b (y—np)
np(1 - p)
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Beispiel 74: Es seien X; ~ Bi(1, p), n =100 und p = 0.1. Gesucht
werde die Wahrscheinlichkeit P(Z, < 15). Es gilt:

P(Z,<15) = 3 P(Z,=x)

x<15

14 1 ) ;
S ( 00>0'11(1 — @170 rechenaufwandig
i

i=0

o (m) =0 (5) =0 (3) ~0.952

Q

Bem.: Faustregel: n- p > 10 und n- (1 — p) > 10.
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Satz von MOIVRE-LAPLACE: lllustration

Binomialverteilung-Verteilung B(20,0.5)
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Satz von MOIVRE-LAPLACE: lllustration

Binomialverteilung-Verteilung B(20,0.5) Binomialverteilung-Verteilung B(50,1/6)
-

N
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Satz von MOIVRE-LAPLACE: lllustration

Binomialverteilung-Verteilung B(20,0.5) Binomialverteilung-Verteilung B(50,1/6)
s -
o N
o 00
e e
-
- 0o
o
PLOT  ——tn  ——im  —— v
Binomialverteilung-Verteilung B(100,0.1)
o
2N
®
e
o
o
o

: ’ 274



Bedeutung des ZGWS beim Schatzen

Gesetz der GroBen Zahlen: X — u = E(X).

Frage: Wie groB ist der Stichprobenumfang n zu wahlen, um eine

bestimmte Genauigkeit zu erreichen?
g, 8 vorgegeben, klein (g,0 < 0.5). o2 = Var(X)
n ist so zu wahlen, dass

1-0 < P(IX—p[<e)

= (v M < /aS) ~ o(vaS) — (- vi)
~N(0,1)

_ 2
s (U‘Dl(l—g)>
I 275



Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Meist ist es anders herum, d.h. es sind n Beobachtungen gegeben,
und Sie suchen ein Intervall das den wahren Parameter, hier p mit
vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1 — «, hier 0.95, iberdeckt. (Das
sogenannte Quantil ug ist wie folgt definiert: ®(uz) = 3.)
0.95 = 0.975—0.025

= ®(ugors) — P(uo.025) = $(1.96) — ©(—1.96)

X —
7 (| ’ul\/ﬁ < 1.96) nach dem ZGWS

- o-1.96 c-196 — o-1.96
— P(X —ul < — P(— <X-pu<

(X -l < T2y = (- 7020 < X< T2
_ P(Y—U 196<Iu<Y U-196)

Das Intervall [X — "\1/»96,X + 2L 96] ist ein 0.95-Vertauensintervall fir

den, hier unbekannten, Parameter p. 276



Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Beispiel 75:

In der BRD gab es im Zeitraum 1970-1990 insgesamt 25 171 123
registrierte Lebendgeburten, davon waren 12 241 392 Madchen.
Berechnen Sie die ein 95% Vertrauensintervall fiir die

Wahrscheinlichkeit einer Madchengeburt!
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Beispiel 76:

In der BRD gab es im Zeitraum 1970-1990 insgesamt 25 171 123
registrierte Lebendgeburten, davon waren 12 241 392 Madchen.
Berechnen Sie die ein 95% Vertrauensintervall fir die

Wabhrscheinlichkeit einer Madchengeburt!

Das zufallige Ereignis einer Madchengeburt wird dargestellt durch
eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable, X; ~ Bi(1, p). Sei
n = 25171123 und

Sp=Y_X; die zufallige Anzahl der Madchengeburten.

i=1
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir wissen, ES, = n-pund VarS, =n-p- (1 — p).
Weiter sei ugg75 das 0.975-Quantil von N(0, 1),

¢(U0‘g75) = 0.975.

Nachsehen in der Tabelle oder Berechnung mit einem
Standardprogramm liefert ug 975 ~ 1.96.

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt

|Sn — np|
\/Var§,

Umstellen der Ungleichung liefert ein 0.95-Konfidenzintervall, hier:
[0.48613,0.48652].

P

< up.g75) ~ 0.95.

278



Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Beispiel 77:: Schatzung des Anteils der Todesfalle unter den
registrierten Corona-Infizierten

Am 10.5.2020 gab es in Deutschland n=171324 registrierte
Corona-Infizierte, von denen k = 7545 (unter anderem) an Corona
starben.

Wie im letzten Beispiel erhalten wir ein 0.95-Konfidenzintervall fiir
die (unbekannte) Sterblichkeit p. Das ist ein klein wenig miihselig,
geht aber, da die Varianz, bei gegebenem p bekannt ist.

Wir kénnen es uns auch einfacher machen, und die unbekannte
Varianz schatzen in dem wir den Parameter p in der Varianzformel
(var(S,) = np(1 — p) = 0?) durch die Schatzung p = £ = X ersetzen

(vgl. Formel vor dem letzten Beispiel).
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Ungleichungen und Grenzwertsatze Der Zentrale Grenzwertsatz

Fortsetzung von Beipiel 77
In unserem Fall erhalten wir fiir die Todesfallrate p ein

0.95-Konfidenzintervall von [0.043,0.045]. Ein 0.99-Konfidenzintervall
erhalten Sie wenn Sie in den obigen Formeln das 0.975-Quantil

Ug.o7s = 1.96 der Standardnormalverteilung ersetzen durch das
0.995-Quantil ug.gg95 = 2.575.

Bei einer inhaltlichen Bewertung ist (mindestens) zu beachten,

@ Dunkelziffer, es handelt sich nur um die registrierten Falle.

@ Fallzahlen sind regional und zeitlich verschieden. Eine
detailliertere Auswertung ist angebracht.
Auch andere Kennzahlen, wie z.B. die Reproduktionszahl R sind nur
Schatzungen, und deren Giite kann deutlich schlechter sein.
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Parameterschatzung Eigenschaften von Schitzungen

Inhalt

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ Arithmetisches Mittel
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Parameterschatzung Eigenschaften von Schitzungen

Sei §, = én(Xl, ..., X,) eine Schatzung eines Parameters 6, die auf n

Beobachtungen beruht.
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Parameterschatzung Eigenschaften von Schitzungen

Sei 0A,, = GA,,(Xl, ..., X,) eine Schatzung eines Parameters 6, die auf n

Beobachtungen beruht.

A

00, =z 0 “Konsistenz”  (Minimalforderung)
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Parameterschatzung Eigenschaften von Schitzungen

Sei QA,, = HA,,(Xl, ..., X,) eine Schatzung eines Parameters 6, die auf n
Beobachtungen beruht.
00, — 0 “Konsistenz”  (Minimalforderung)
o EA,=10 “Erwartungstreue”
Ed, —= 0  “Asymptotische Erwartungstreue”

o var 0, moglichst klein: “gute”, “effiziente” Schatzung
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Parameterschatzung Eigenschaften von Schitzungen

Sei HA,, = é,,(Xl, ..., X,) eine Schatzung eines Parameters 6, die auf n
Beobachtungen beruht.

00, — 0 “Konsistenz”  (Minimalforderung)

o EA,=10 “Erwartungstreue”

Ed, —= 0  “Asymptotische Erwartungstreue”

o var 0, moglichst klein: “gute”, “effiziente” Schatzung

e wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fiir alle
e-treuen Schitzungen, f,: “optimale Schitzung”

o MSE = var 0, + bias? §, = var 0, + (E0, — )2

— minimal oder moglichst klein.
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Eigenschaften von Schatzungen
Sei HA,, = é,,(Xl, ..., X,) eine Schatzung eines Parameters 6, die auf n
Beobachtungen beruht.

00, — 0 “Konsistenz”  (Minimalforderung)
o EA,=10 “Erwartungstreue”
EHA,, i 0 “Asymptotische Erwartungstreue”

var 0, moglichst klein: “gute”, “effiziente” Schatzung

wenn var 6, den kleinstmoglichen Wert annimmt fiir alle

(]

e-treuen Schitzungen, f,: “optimale Schitzung”
o MSE = var 0, + bias? §, = var 0, + (E0, — )2
— minimal oder moglichst klein.

Eigenschaften sollten “méglichst” auch bei (kleinen)

(]

Abweichungen von der (Normal-)Verteilungsannahme gelten

— robuste Schatzung.
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Parameterschatzung Schatzmethoden

Inhalt

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ Arithmetisches Mittel

283



Parameterschatzung Schatzmethoden

Momentenmethode
Man driickt den zu schatzenden Parameter durch die Momente, z.B.

E(X), E(X?), var(X), aus.
Dann werden die Momente durch die entsprechenden empirischen
Momente,

z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.
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Parameterschatzung SIS EIFAn Lo )]

Momentenmethode
Man driickt den zu schatzenden Parameter durch die Momente, z.B.

E(X), E(X?), var(X), aus.
Dann werden die Momente durch die entsprechenden empirischen
Momente,

z.B. der Erwartungswert durch X, ersetzt.

Maximum-Likelihood-Schatzung (ML-Schatzung)
Es wird der Schatzwert fiir den unbekannten Parameter ermittelt, der
anhand der vorliegenden Daten, am meisten fiir diesen Paramter

spricht (most likely).
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Parameterschatzung Schatzmethoden

Kleinste-Quadrat-Schatzung (KQS)
Sei 6 der zu schatzende Parameter. Man geht aus von einem Modell,

z.B.
)/i - g(97XI) + €i

Dannn versucht man die Summe der Fehlerquadrate

Z =SV g(6, X))

i=1

zu minimieren (Kleinste Quadrate).
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Parameterschatzung Arithmetisches Mittel

Inhalt

@ Eigenschaften von Schatzungen
@ Schatzmethoden

@ Arithmetisches Mittel
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FEIEIN S BTN Arithmetisches Mittel

X (als Schatzung fiir den Erwartungswert)

@ Momentenschatzung

Kleinste Quadrat Schatzung

konsistent (Gesetz der groBen Zahlen)

(4]

erwartungstreu

nicht robust (gegen AusreiBer)

asymptotisch normalverteilt (Zentraler Grenzwertsatz)
@ bei Normalverteilung:

e Maximum-Likelihood-Schatzung
e minimale Varianz, optimal

e normalverteilt
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Zusammenfassung

Fehlerrechnung

@ Absolute und relative Fehler

Kondition von Abbildungen

Nichtlineare Gleichungen

Intervallschachtelung

Banachscher Fixpunktsatz

Iterative Losung linearer Gleichungssysteme
(Jacobi-Verfahren, GauB-Seidel Verfahren)
Einfache lteration

Newton Verfahren

Regula Falsi

Horner Schema
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Zusammenfassung

Ausgleichs- und Glattungsverfahren

@ Lineare Regression

@ Nichtlineare Regression

@ Splines (nur Definition und Eigenschaften)
Interpolation und numerische Integration

@ Lagrange Interpolation

o Trapezregel

@ Simpsonregel
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Zusammenfassung

Grundlagen, Bedingte Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariablen
@ Wahrscheinlichkeitsbegriff
@ Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

@ Einfache kombinatorische Formeln

Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhangigkeit
Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Satz von Bayes

Zufallsvariablen, Verteilungsfunktion

Erwartungwert, Varianz, Rechnen mit

Erwartungwert, Varianz
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Zusammenfassung

Wabhrscheinlichkeitsmodelle
o Diskrete Gleichverteilung
@ Binomialverteilung
@ Poisson-Verteilung

@ Geometrische Verteilung
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Zusammenfassung

Wahrscheinlichkeitsmodelle

o Diskrete Gleichverteilung
@ Binomialverteilung
@ Poisson-Verteilung
@ Geometrische Verteilung

@ Gleichverteilung

Exponentialverteilung

e Normalverteilung
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Zusammenfassung

Unabhangigkeit, Ungleichungen, Grenzwersatze

@ Zweidimensionale Zufallsvariablen

Unabhangigkeit und Korrelation

Markov-Ungleichung, Tschebyschev-Ungleichung
@ Gesetz der GroBen Zahlen

Zentraler Grenzwertsatz
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