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6a. Spezifikationen

Beweis: ~ ist eine Aquivalenzrelation

(r): “A~ A" daida die gewuenschten Eigenschaften erfiillt.
(s): “A ~ B impliziert B~ A:" Sei A ~ B.
Dann existieren f : A — B und g : B — A so dass:

fog=1idp gof=1idy

Vertauschen der Rollen von f und g liefert B ~ A.
(t) “A~ B und B ~ C impliziert A ~ C "
Ubungsaufgabe.
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6a. Spezifikationen

Bsp: Isomorphismen zwischen Algebren

sort Bool
op not: Bool -> Bool

A(Bool) ={0,1}, A(not)(0) =1, A(not)(1) =0

B(Bool) = {tt, ff}, A(not)(tt) = ff, A(not)(ff) =tt
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6a. Spezifikationen

Def: Fortsetzen einer Variablen Evaluation
entlang eines Hom

Sei X eine Signatur.

Seien A, B >.-Algebren,

Sei g : A — B ein Homomorphismus.
Sei X ein Variablen System.

Sei ;1 : X — A eine Variablen Belegung.

Dann ist go i : X — B eine Variablen-Belegung zu B mit

(gow)s(z:s)=gs(ps(z)).
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6a. Spezifikationen

Lemma: Termauswertung entlang eines Hom

Mit den Definitionen wie vor sei t € Tx(X) ein Term.
Dann gilt:

Wenn p#(t) definiert ist, dann ist auch (g o u)*(¢) definiert.
In diesem Fall gilt zudem:

(g0 p)i(t) = g(1i(t)).
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6a. Spezifikationen

Lemma: Erfulltheit fiir isomorphe Algebren

Sei X eine Signatur.

Seien A ~ B Y-Algebren mit
Isomorphismen g: A — B und h: B — A.
Sei X ein Variablen System.

Sei : X — A eine Variablen Belegung.

Dann gilt fiir alle ¢ € FOL'Y) :

nwE=aq @ impliziert (gop) Ep
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6a. Spezifikationen

Beweis: Induktion uiber die Formelstruktur

QY Ep(tl, c o ,tn)
o gelte u =4 p(ty, ..., tn)
daraus folgt nach Def:

o 1%(t;) definiert fiir i = 1.

o (pF(tr),. .., 1 (tn)) € A(p )
daraus folgt mit Lemma und Hom Def:

e (gou)*(t;) definiert fiiri =1...n

o (gop)t(t:) =g(uit) firi=1...n
o g(pf(t1), ..., 1 (tn)) € B(p)

daraus folgt (go u) Eg p(t1,...,tn)
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Beweis: Induktion tiber die Formelstruktur

Die uibrigen Basisfalle: zu lThrem Vergniigen

o = False

© = def t
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Beweis: Induktion tiber die Formelstruktur

Induktionsschritt:

p = P1 N\ P
o gelte p |=a ¥1 Ao
daraus folgt nach Def:

® i =41 und i Fa 1o
daraus folgt via Induktion

e (gop) Ep 1 und (gop) Ep o
daraus folgt nach Definition

® (gopu) =B 1 Ao
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Beweis: Induktion tber die Formelstruktur 10

Und was konnte bei der Implikation passieren?

Klar: A und B sind nicht isormorph.
Aber: g: A — B mit g5(1) = 1 ist Hom.

Betrachte (Vz : s e deff(z)) = not(Vx : s e f(x) = 0)
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Beweis: Induktion tiber die Formelstruktur

11

p =1 = P
Wir betrachten nur den Fall (g o p) Ep 91
daraus folgt via Induktion

i =ar (da (gop) =i ¢l

o gelte u =4 Y1 = s

daraus folgt nach Def:

o 11 =4 1 impliziert © =4 1o

daraus folgt via Modus Ponens

® a2

daraus folgt via Induktion

e (gop) EB P2

daraus folgt nach Definition (go u) Ep ¥1 = s
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Beweis: Induktion tiber die Formelstruktur

12

Und was konnte beim Allguantor passieren?

sorts s,t

op f: s >7 ¢t

A(s) = {a}, A(t) = {1}, A(f)(a) =1

B(S) — {anb}vB(t) — {172}7 B(f)(a) = 1, B(f)(b) =1
Klar: A und B sind nicht isormorph.

Aber: g: A — B mit gs(a) = a,g;(1) = 1 ist Hom.

Betrachte (Vz : s e def f(x))
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Beweis: Induktion tiber die Formelstruktur

13

Ausstehender Beweis: Ubungsaufgabe

Hinweis: Betrachten Sie die Mengen von Variablen-Belegungen, die bei
der Quantifizierung in A bzw. in B entstehen konnen.
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6a. Spezifikationen

14

Theorem: FOL ist abgeschlossen unter
Isomorphie

Seien A ~ B Y-Algebren.
Dann gilt fiir alle geschlossenen Formeln ¢ € FOL™ liber X:

AEp gdw By
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6a. Spezifikationen

15

Korrolar |
Mod(sp) ist abgeschlossen unter Isomorphismus.
Beweis
Sei A € Mod(Sp).
Sei B ~ A.

Sei @ die Formelmenge von Sp.

Aus A € Mod(Sp) folgt

A | o fir alle p €

daraus folgt mit dem vorherigen Theorem:
B = o fiir alle o € ®

daraus folgt via Def der Modellklasse:

B € Mod(Sp).
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6a. Spezifikationen 16

Def

Eine Spefifikation Sp heisst monomorph, wenn fiir alle A, B € Mod(Sp)
gilt: A ~ B.
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6a. Spezifikationen
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Korrollar 11 :

Fiir monomophe Spezifikationen gilt:

SpEpVSpE e
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