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Ubersicht
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e [Erganzungen

e [Literaturl
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Motivation

Model-Checking-Techniken sind nur anwendbar,
wenn das zu verifizierende Programm nur endlich viele Zustande hat.

Sobald z.B. mehrere int-Variablen auftreten,
wird der Zustandsraum unendlich bzw. jedenfalls zu groB fiir Model-Checking.

Wir wollen im Folgenden einen Ansatz entwickeln,
der fur diese Art von Programmen besser geeignet ist.
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“Collecting Semantics”

Zu einem gegebenen imperativen Programm suchen wir fur jeden Punkt im
Programmablauf die Menge der dort moglichen Variablenwerte.

Beim Testen wurde man das Programm nacheinander mit verschiedenen einzelnen
Eingabewerten ablaufen lassen und die auftretenden Variablenwerte beobachten.

Wir wollen stattdessen versuchen, durch Analyse der Programmstruktur die
Mengen der auftretenden Werte “auf einen Schlag” zu berechnen.

Wir rechnen also nicht mit einzelnen Werten, sondern gleich mit (moglicherweise
auch unendlichen) Mengen von Werten.
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“Collecting Semantics”: Anwendungen

Wenn wir fur jede Stelle eines Programms die Menge der dort moglichen
Variablenwerte berechnen konnten, wuBten wir alles uber die lokalen
Eigenschaften des Programms.

Wir konnten Fragen beantworten wie z.B. kann ein hier ein Uberlauf, eine Division
durch Null, ein NULL-Pointer auftreten, ist hier der Feldindex in gultigen Grenzen,
wird diese Stelle uberhaupt erreicht.

Wir konnten aber nichts uber Terminierung und nichts uber den Zusammenhang
zwischen Ein- und Ausgabe sagen.
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Vom Programm zum Mengen-Gleichungssystem

4

while(x>1){—

|

if (x)2==

AN

x=x/2; else x=x*3+1;
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Vom Programm zum Mengen-Gleichungssystem

A=1{1,2,3,4,5}
4 B=AUGUH
while(x>1){—
l C=Bn{23,4,...)
£ (x%h2== D
i X E
/ \ F
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G
H
}
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Vom Programm zum Mengen-Gleichungssystem

Wir haben aus einem (Spielbeispiel-)Programm ein Mengen-Gleichungssystem

abgeleitet.
Unser Vorgehen war sehr systematisch, es lieBe sich leicht automatisieren:

E
Es
L = f(:lj) El L ®- ES
At’rue Afalse A VA
Appue = EN{z | B(z)}  A={f()|zcE} A=EUEUE;s

Afalse =EnN {:U ‘ ﬁB(ZE)}
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Programme mit mehreren Variablen

In unserem Beispielprogramm tritt nur eine Variable (int x;) auf.

Programme mit mehreren Variablen (z.B. int x, y z;) lasssen sich durch
Verwendung von Record-Typen auf eine Variable zuruckfuhren
(z.B. struct { int x,y,z } vars;).

Wir werden sie daher hier nicht gesondert behandeln.
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Vom Gleichungssystem zur Losung

Hat ein solches Gleichungssystem zwischen Mengen eine Losung?

Wie konnen wir sie finden?

Hat es eine eindeutige Losung?
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Vom Gleichungssystem zur Losung

Hat ein solches Gleichungssystem zwischen Mengen eine Losung?

Das ist zu erwarten: wenn wir das Programm nacheinander mit jedem einzelnen
Eingabewert ablaufen lassen und an jedem Programmpunkt A,. .. ,H die
beobachteten Werte sammeln (daher “collecting semantics” ), sollten wir sie

finden.
Wie konnen wir sie finden?

Hat es eine eindeutige Losung?
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Vom Gleichungssystem zur Losung

Hat ein solches Gleichungssystem zwischen Mengen eine Losung?

Das ist zu erwarten: wenn wir das Programm nacheinander mit jedem einzelnen
Eingabewert ablaufen lassen und an jedem Programmpunkt A,. .. ,H die
beobachteten Werte sammeln (daher “collecting semantics” ), sollten wir sie
finden.

Das geht aber nur, wenn die Eingabemenge endlich ist.

Wie konnen wir sie finden?

Hat es eine eindeutige Losung?

Nein.

Auf der nachsten Folie werden mehrere Losungen gezeigt.
Wir mussen uns klar werden, welche die “richtige” ist.
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Mehrere Losungen

Gleichungssystem

A ={1,2,3,4,5}
B=AUGUH

C =BnNn{2,3,4,..}

D =Bn{...,-2,-1,0,1}
E=Cn{...-202..}
F=Cn{.,-1,1,3,...}
G ={n/2|nekFE}
H={3-n+1|nekF}
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Gleichungssystem

A ={1,2,3,4,5}
B=AUGUH

C =BnNn{2,3,4,..}

D =Bn{...,-2,-1,0,1}
E=Cn{...-202..}
F=Cn{..,-1,1,3,..}
G ={n/2|nekFE}
H={3-n+1|nekF}

Mehrere Losungen

Losung 1

A =41,2,3,4,5}

B ={1,2,3,4,5,8,10,16}
C ={2,3,4,5,8,10,16}
D = {1}

E =1{2,4,8,10,16}

F ={3,5}

G ={1,2,4,5,8}

H = {10,16}

N =] T
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Mehrere Losungen

Gleichungssystem Losung 2

A ={1,2,3,4,5} A =41,2,3,4,5}

B=AUGUH B ={1,2,3,4,5,8,10, 16, 32,64, 128, 256, ...}
C =BnNn{2,3,4,..} C ={2,3,4,5,8,10,16, 32,64, 128,256, ...}
D =Bn{...,-2,-1,0,1} D ={1}

E=Cn{...-202..} E =1{2,4,8,10,16, 32,64, 128, 256, ...}
F=Cn{.,-1,1,3,...} F = {3, 5}

G ={n/2|nekFE} G ={1,2,4,5,8,16, 32,64, 128,256, ...}
H={3-n+1|nekF} H = {10,16}
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Mehrere Losungen

Gleichungssystem Losung 2

A ={1,2,3,4,5} A =41,2,3,4,5}

B=AUGUH B ={1,2,3,4,5,8,10, 16, 32,64, 128, 256, ...}
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G ={n/2|nekFE} G ={1,2,4,5,8,16, 32,64, 128,256, ...}
H={3-n+1|nekF} H = {10,16}

Losung 1 ist durch Programmausfuhrung ermittelt worden.

Jede Losung muB mindestens diese Werte enthalten, Losung 1 ist die kleinste.
Bei Losung 2 und 3 “zirkulieren” Werte in der Schleife, die nicht aus
Eingabewerten entstanden sind.
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G ={n/2|nekFE} G ={1,2,3,...}
H={3-n+1|nekF} H ={10,16,22,...}
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Jede Losung muB mindestens diese Werte enthalten, Losung 1 ist die kleinste.
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Eingabewerten entstanden sind.
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Mehrere Losungen

Gleichungssystem Losung 2

A ={1,2,3,4,5} A =11,2,3,4,5}

B=AUGUH B =1{1,2,3,4,p,8,10,16}32, 64, 128, 256, ...}
C =BnNn{2,3,4,..} C ={2,3,4,5,8,10,16}32, 64, 128, 256, ...}
D =Bn{...,-2,-1,0,1} D ={1}

E=Cn{...-202..} E ={2,4,8,10}16}32, 64, 128, 256, ...}
F=Cn{.,-1,1,3,...} F :{3,5}7,...}

G ={n/2|nekFE} G ={1,2,8,5,8}16, 32,64, 128, 256, ...}
H={3-n+1|nekF} H =1{10,16}22, ...}

Losung 1 ist durch Programmausfuhrung ermittelt worden.

Jede Losung muB mindestens diese Werte enthalten, Losung 1 ist die kleinste.
Bei Losung 2 und 3 “zirkulieren” Werte in der Schleife, die nicht aus
Eingabewerten entstanden sind.
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Vom Gleichungssystem zur kleinsten Losung

Wie konnen wir nun die kleinste Losung finden?
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Vom Gleichungssystem zur kleinsten Losung

Wie konnen wir nun die kleinste Losung finden?

Wir konnen einen Fixpunktsatz aus der Verbandstheorie verwenden.

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||:| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 13



Vom Gleichungssystem zur kleinsten Losung

Wie konnen wir nun die kleinste Losung finden?
Wir konnen einen Fixpunktsatz aus der Verbandstheorie verwenden.

Dazu formen wir das Gleichungssystem in einen Operator ® um, so daB3 jeder
Fixpunkt von ®, d.h. jedes (A,..., H) mit ®((A,... ., H))=(A,...,H) eine
Losung des Gleichungssystems ist.
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Zunachst: vom Gleichungssystem zum Operator

Gleichungssystem

(1,2,3,4,5)

AUGUH
BN{2,3,4,..)
Bn{...,—2,-1,0,1}
CNi{..,—4,-20724,..}
cni{..,—3,-1,1,3,..)
{n/2 | ne FE}
{3-n+1|nekF}

T QoA e~
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Operator
O p(Z)° — p(Z)°,

®(<A7B7C7D7E7F7G7H>):

( {1,2,3,4,5} ,
AUGUH ,
BN{2,3,4,...} ,
Bn{...,—2,-1,0,1} ,

Cni{..,—4,-20724,. .}
cn{..,-3,-1,1,3,...} .
(n/2 | n € B} |
{3-n+1|nekF} )
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Fixpunkt ist Losung

KA

((A,B,C,D,FE,F,G,H)) =(A,B,C,D,E,F,G,H) &
— {1,2,3,4,5) A

= AUGUH

BN{2,3,4,..)
Bn{...,—2,-1,0,1}
CNi{..,—4,-20724,..}
cni{..,—3,-1,1,3,..)
{n/2 | ne FE}
{3-n+1|nekF}

T ETOCQT >
> > > > > >
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®((A,B,C,D,E,F.G,H)) =(A,B,C,D,E,F,G,H) &
(1,2,3,4,5) A
AUGUH
BN{2,3,4,..)
Bn{...,—2,-1,0,1}
CNi{..,—4,-20724,..}
cni{..,—3,-1,1,3,..)
{n/2 | ne FE}
{3-n+1|nekF}

> > > > > >

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 14



Zunachst: vom Gleichungssystem zum Operator

Oieprbtiotgsty tesang

o p(Z)° — p(Z),

®((A,B,C,D,FE,F,G,H))=(A,B,C,D,E,F,G,H) <

= {1,2,3,4,5} , A\

— AUGUH A
BN{2,3,4,...) A
BN{..,—2,-1,0,1} A
Cn{...,—4,-2024,..1 A
cn{...,—3,—-1,1,3,...} WA
{n/2 | ne FE} A

{3-n+1|neF} )

T QO QmIE

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 14



Programme mit mehreren Variablen

Treten mehrere Variablen im Programm auf, wird ® entsprechend komplizierter,
z.B. ®: 9(Z3)® — p(Z?)® fir 3 Variablen und 8 Programmstellen.

/.B. y=x*y-2; fuhrt zu
O((A,....H)) = (... {{x,x-y—2) | {x,y) € E},...).

Z.B. if (x<y+1) fihrt zu
P((A,....H))=(....,.Bn{{zx,y) |z,ye ZNhx<y+1},...).
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Der Fixpunktsatz

Sei M mit (C) ein vollstandiger Verband und ® : M — M eine monotone und

stetige Abbildung.
Dann hat ® einen kleinsten Fixpunkt X € M, namlich

X=[]{L, &(L), ®(P(L)), P(P(D(L))),...}.
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Der Fixpunktsatz

Sei M mit (C) ein vollstandiger Verband und ® : M — M eine monotone und
stetige Abbildung.

Dann hat ® einen kleinsten Fixpunkt X € M, namlich

X =[] {1, ®(L), B(®(L)), B(B(D(1)),...}-

Um diesen Satz verstehen und anwenden zu konnen, benotigen wir einige formale
Definitionen.
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Ordnung

Sei M eine Menge.

Eine Relation (C) C M x M heiBt Ordnungsrelation auf M,
wenn fur alle x,y,z € M gilt:

rCx (Reflexivitat)
rCyANyCx=xz=y (Antisymmetrie)
rCyANyLC z=xC 2z (Transitivitat).
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Beispiele . . .

.. aus der Analysis:

Z, Q, R, jeweils mit dem iiblichen (<)
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Beispiele . . .

. .. aus der Zahlentheorie:
0 .

IN mit “z ist Teiler von y" (x | y)

Das Beispiel zeigt: nicht alle Elemente mussen miteinander vergleichbar sein.
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Beispiele . . .

.. aus der Mengenlehre:
p(lN) mit Al L A2 <:>A1 C AQ
. im Hinblick auf unsere Anwendung:

p(Z)8 mit <A1,...,H1> E <A2,...,H2> <=>A1 gAQ/\.../\Hl QHQ
ZB. ({1 {1 AL {350 EWL 2, {3 {3 {3, {3, 4,5}, {})
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Schranke

Ein Element x € M heiBt obere Schranke einer Teilmenge S C M,
wenn s C z fur alle s € S.

2 heiBt kleinste obere Schranke von S,
wenn x C 2’ fir jede obere Schranke z’ von S.

Analog wird “untere Schranke” und “groBte untere Schranke” definiert.
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Beispiele

1.42 € @ ist eine obere Schranke der Menge {r € @ | x - = < 2}.
1.415 € @ ist eine kleinere.
Es gibt in @ keine kleinste.

In R gibt es eine kleinste obere Schranke
namlich V2 € R.
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Beispiele

4 6 9 _10 15 25

S N
\ /

99T (x,y) bzw. kgV (x,y) ist die groBte untere bzw. kleinste obere Schranke von
{x,y} bzgl. IN mit (|).

o
@)
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Beispiele

A 6 9 10 15 25

S N
\ /

99T (z,y) bzw. kgV (x,y) ist die groBte untere bzw. kleinste obere Schranke von
{x,y} bzgl. IN mit (|).

o
@)

Ill |f||ﬁ”3| |:||I||:| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 23



Beispiele
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\ /
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o
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Beispiele

A1 U...UA, bzw. A1 N...N A, ist kleinste obere bzw. groBte untere Schranke
von {Ay,..., A}

(AU As, ..., H1 U Hs) bzw. (A1 N Ao, ..., H1 N Hs) ist kleinste obere bzw.
groBte untere Schranke von {(Ay,..., Hy),(As,..., Ho)}.
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Verband

Die Menge M mit der Ordnungsrelation (C) heiBt vollstandiger Verband,
wenn fur alle S C M stets die kleinste obere und die groBte untere Schranke von

S existiert.

Wir schreiben | |.S bzw. | 1S fiir die kleinste obere bzw. groBte untere Schranke
von S.

Wir schreiben L bzw. T fiir | | M bzw. | 17,
also fur das kleinste bzw. groBte Element in M uberhaupt.
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Beispiele fur vollstandige Verbande

Z U{—00,+00} und RU {—00, 400}, jeweils mit dem Ublichen (<)
T entspricht 400, L entspricht —oo

IN mit “ist Teiler von” (z.B. | {1,3,5,7,9,11,...} =0)

p(Z)

T entspricht Z,

1 entspricht {},

| | S entspricht | J S,

| s entspricht (] S

o(Z)°
T entspricht (Z,...,Z),
1 entspricht ({},...,{})
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Keine vollstandigen Verbande sind:

Z, Q R
(haben kein groBtes Element)

Q U {—OO, +OO}
({x € @ | v - < 2} hat keine kleinste obere Schranke)
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Monotone Abbildung

Seien M mit (E) sowie M’ mit (C') vollstandige Verbande.

Eine Abbildung ® : M — M’ heit monoton,
wenn ¢ C y = ®(x) T &(y) fur alle z,y € M.
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Beispiele

f:RU{—00,400} — RU{—00,+00}
ist monoton (in unserem Sinne)
genau dann, wenn f monoton wachsend im Sinne der Analysis ist.

f:IN — IN mit f(z) =z -z ist monoton (bzgl. “ist Teiler von").

f(x) = x + 1 ist nicht monoton,
denn 6 C 24, aber f(6) =7 £ 25 = f(24).
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Beispiele

f:9(Z) — o(Z) mit f(A) = AU{1,2,3} ist monoton (bzgl. (C)).
f(A) = AN{1,2,3} ist monoton.

f(A)={10 —a | a € A} ist monoton,
2.B. ist {—1,10} C {—1,10,100} und
f({—1,10}) = {11,0} C {11,0,—90} = f({—1,10,100}).

f(A) = Z \ A ist nicht monoton, denn {} = Z, aber f({}) =Z L {} = f(Z).

D : (Z)® — (Z)® aus dem “collecting semantics”—Beispiel ist monoton.
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Stetige Abbildung

Eine Abbildung ® : M — M’ heiBt stetig,
wenn ®(| |S) = | [{®(s) | s € S} fiir jede Teilmenge S C M.
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Beispiele

f:RU{—00,400} — R U {—00,+00} ist stetig (in unserem Sinn),
wenn f(sup(S)) = sup({f(z) | z € S})

Unser @ : p(Z)® — ©(Z)® aus dem “collecting semantics”—Beispiel ist stetig.

Allgemeiner: jedes ®, das nur mit Hilfe von (U), (N) und {f(z) |x € ...}
definiert wurde, ist stetig.

Insbesondere ist daher jedes ®, das einem Mengengleichungssystem fur ein
imperatives Programm entspricht, stetig.
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Nochmal: Fixpunktsatz

Sei M mit (C) ein vollstandiger Verband
und ® : M — M eine monotone und stetige Abbildung.
Dann hat ® einen kleinsten Fixpunkt X € M, namlich

X =L {L, ®(L), B(B(L)), D(D((L))),...}.

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation

33



Nochmal: Fixpunktsatz

Sei M mit (C) ein vollstandiger Verband
und ® : M — M eine monotone und stetige Abbildung.
Dann hat ® einen kleinsten Fixpunkt X € M, namlich

X =] {L, (L), ®(®(L)), D(P(P(L))),...}.

Da unser M = p(Z)® vollstandiger Verband

und unser @ : p(Z)® — ©(Z)® monotone und stetige Abbildung ist,
konnen wir den Satz anwenden.

Der Fixpunkt X hat die Form (A, ..., H);

er ist eine Losung des |ursprunglichen Mengen—Gleichungssystems,
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>

-

while(x>1){—

|

if (x)2==

BN

x=x/2; else x=x*3+1;
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: |
A}
] B :{}
while(x>1){—
1 C )
if (X%Q lE){}
x=x/2; else X= x*3+1; o
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: @(L1) alt: L

A i

] B i
while(x>1){—

1 C {}

1£ (x%2== g 1}

Nt i
x=x/2; else X/X*3"‘1; .

s i
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

~

neu: ®(1)
A:A{1,2,3,4,5}
B}

T TGO
R e e Ve

A=1{1,2,3,4,5

N =]
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®(P(L)) alt:  P(L)
A {1,2,3,4,5}
g B {}
while(x>1){—
l C: {}
if (X%Q IE) {}
x=x/2; else X= X*3+1; o

N |f||ﬁ||2| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 34



Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

~

neu: ®(P(L))

A:{1,2,3,4,5}
B :{1, 2,3,4, 5}

T TGO
R e e Ve

B=AUGUH

alt:  P(L)
{1,2,3,4,5}
{}

0
i
i

N =]

12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: @3(L) alt:  @(P(L))
{1, 2,3,4, 5}
] {1,2,3,4,5}
while(x>1){—
if (x%2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;
} \/
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®3(L) alt:  ®(®(L))
{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
i {1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
while(x>1){——
l {2,3,4,5)
if (x%2== A1}

/\

x=x/2; else x=x*3+1;
C=Bn{23.4,...)

} \/
N —=RBNJ{ —‘)—1011
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®4(L) alt:  @3(L)
A {1,2,3,4,5)
: B 11,2,3,4,5)
while(x>1){—
l C (2,3,4,5)
if (X%Q IE) : {1}
x=x/2; else x=x*3+1; .
}
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®4(1) alt:  @°(L)
A:{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
" B :1{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
while(x>1){—
l C :{2737475} {2737475}
1f(X%2 D {1} 11}
FE - 2,4
/ \ F 13,5
x=x/2; else x=x*3+1;
/ il H
H :
}
E=Cn{.. 2.0,2,4,...}
FF—CN{ —? —1.1 ? l
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®°(L) alt:  @*(L)
A 11,2,3,4,5)
. B 11,2,3,4,5)
while(x>1){—
l C - (2,3,4,5)
if (X%Q g; {1}4
/ \ F: 13 5§
x=x/2; else x=x*3+1; .
}

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 34



Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>
>

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

%

o oA o

neu: ®°(L)

{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5}

{2,3,4,5}
A1}

124
135

1,2
110,16}

G={n/2|ncE}

alt:  ®4(L)
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5}

{2,3,4,5}
11}

£l
!

N =T =
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®6(1) alt:  ®°(L)
A {1,273,4,5}
: B 11,2,3,4,5)
while(x>1){—
l ok [2,3,4,5)
if (X%Q D {1}
E 2,4
/ \ F: 3,5
x=x/2; else x=x*3+1;
’ G . 172}
H 10, 16}
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®%(L) alt: ~ @°(L)
A 2{1,2,374,5} {17273747 5}
i B :{1727374757107 16} {172737475}
while(x>1){—
l C {2,3,4,5} {2,3,4,5}
if (X%Q D {1} 11}
E 12,4 2,4
//// \\\ F 43,5 3,5
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G :{1,2} 1,2
\ 7 110, 16) 10,16}
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

x=x/2; else x=x*3+1;

neu: ®7(L) alt:  ®°(L)
AZ {172737475}
: B 11,2,3,4,5,10, 16}
while(x>1){—
l C [2,3,4,5)
1f(X%2 D : {1}
E 2,4
//// \\\ F , O
G
H :
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>
>

|

if (x),2==

while(x>1){——

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

/

Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

=D ﬁijQ SIS

neu: ®7(L)
;{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,10,16)

alt:  ®°(L)
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,10,16}

{2,3,4,5,10,16) (2,3,4,5)

5{5}4 {5}4

21335i 1335i
10461 Ho 16

C=Bn{2,3,4,...}

=2 —] 011

N ==

12. /14 Jan 2005 Abstrakte Interpretation
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>
>

while(x>1){——

|

if (x),2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

/

T I=mUQ W~

¢5(L)

alt:  ®7(L)
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,10,16}

{2,3,4,5,10,16}

N =T =

12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: CIDS(J_) alt: <I>7(J_)
A:{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
: B :{1,2,3,4,5,10, 16} 11,2,3,4,5,10,16)
while(x>1){—
l O :{2,3,4,5,10,16) (2,3,4,5,10,16)
if (X%Q D {1} {1}
£ :{2,4,10,16) 2, 4
//// \\\ F :{3,5} 3,5
x=x/2; else x=x*3+1;
g G 11,2} 1,2}
H 10,16} 10, 16}
}
E=Cnl{.. 22.0,2,4,...)
F—(CN/{ —? —1.1 ? l

Ill |f||ﬁ”3| |:||I||:| 0 12 /14 Jan 2005 Abstrakte Interpretation
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>
>

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

/

T I=EoQ W~

¢7(1)

alt:  ®5(L)
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,10,16}

{2,3,4,5,10,16}
{1}

2,4, 10,16}
3,5}

1,2
10,16}

N =T =
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®9(L) alt:  @%(L)
A:{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
! B :{1,2,3,4,5,10,16} {1,2,3,4,5,10,16}
while(x>1){—
l C :{2,3,4,5,10,16} {2,3,4,5,10,16}
if (X%Q D {1} {1}
E :{2,4,10,16} 2,4,10,16}
//// \\\ F :{3,5} 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
g G :{1,2,5,8} 1,2
\ H {10,16} 10,16}

G=1{n/2|ncE)

H:{R~7ﬁ—!—1 !fnC £
12./J14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 34
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>
>

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

/

TR IE0Q W=

<I>10(J_)

alt:  ®7(L)
{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,10,16}

{2,3,4,5,10,16}
{1}

2,4, 10,16}
3,5}

1,2,5,8)}
10,16}

N =T =

12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®10(1) alt:  @9(L)
A:{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5}
: B:{1,2,3,4,5,8,10,16}  {1,2.3,4.5,10,16)
while(x>1){—
l O :{2,3,4,5,10,16) {2.3,4,5,10, 16}
if (X%Q D {1} {1}
E :{2,4,10,16) 2,4,10,16)
/ \ F 43,5} 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
g G {1,2,5,8} 1,2,5,8}
410,16} 10,16}
}
B=AUGUH
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®(1) alt:  @19(L)
A 11,2,3,4,5)
. B 11,2,3,4,5,8,10, 16}
while(x>1){—
l C 12.3,4,5,10, 16}
£ (x%2== D 11}
e E 2.4,10, 16}
//// \\\ F 3,5}
x=x/2; else X=x*3+1;
/ G 1,2,5,8)
H 10, 16}
}
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®(1) alt:  @19(L)
A:{1,2,3,4,5) (1,2,3.4,5)
‘ B 41,2.3.4,5,810,16)  {1,2,3,4,5,8,10, 16}
while(x>1){—
l C :{2,3,4,5,8,10,16) (2,3,4,5,10, 16}
if (X%Q D {1} {1}
£ {2,4,10,16) 2,4,10,16)
/ \ F 43,5} 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G {1,2,5.8) 1,2,5.8)
\ 410,16 10,16}

C=Bn{23.4,...)
D—BN/{ —‘)—1011
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®12(1) alt: (L)
A 11,2,3,4,5)
‘ B 11,2,3,4,5,8,10, 16}
while(x>1){—
l C 12,3,4,5,8,10,16)
£ (x%2== D 11}
Y E - 2.4,10, 16}
//// \\\ F 3,5}
x=x/2; else X=x*3+1;
/ G 1,2,5,8)
H 10, 16}
}
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®12(1) alt: (L)
A:{1,2,3,4,5) (1,2,3,4,5)
] B 3{172737475787107 16} {17273747578:107 16}
while(x>1){—
l 0 :{2,3,4,5,8,10,16) (2,3,4,5,8,10,16)
1£ (x%2== D {1} {1}
E {2,4,8,10, 16} 2,4,10,16)
//// \\\ F :{3,5} 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G {1,2,5,8} 1,2,5,8)
H 10,16} 10,16}
}
E=0Cn{.. ~2,0,2,4,...}
F—(CnNJ{ —? —1 1 ’% l
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®13(1) alt:  ®2(1)
A 11,2,3,4,5)
: B 11,2,3,4,5,8,10, 16}
while(x>1){—
l C - (2,3,4,5,8,10,16}
if (X%Q D {1}
B 2.4,8,10,16)
,/// \\\ F: 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G 1,2,5,8)
H 10, 16}
h
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®13(1) alt:  ®2(1)
A:{1,2,3,4,5) (1,2,3,4,5)
" B:{1,2,3,4,5,8,10,16} {1,2,3,4,5,8,10,16}
while(x>1){—
l C {2,3,4,5,8,10,16) [2,3,4,5,8,10,16)
if (X%Q D {1} {1}
£ :{2.4,8,10,16} 2,4, 8,10, 16}
/ \ F 43,5} 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
> G {1,2,4,5,8) 1,2,5,8)
) H {10,16} 10,16}

G = {n/2|ncE)
H—1{3.nt]l1lneFl
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: ®4(1) alt:  ®13(L)
A 11,2,3,4,5)
‘ B 11,2,3,4,5,8,10, 16}
while(x>1){—
l C - (2,3,4,5,8,10,16}
if (X%Q D {1}
E 2.4,8,10,16}
//// \\\ F 3,5}
x=x/2; else x=x*3+1;
2 G : 1,2,4,5,8)
H: 10,16}
h

Ill |E||ﬁ||3| |:||1||:| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 34



Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>
-

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

t:CB THoQ W

neu: ®4(1)

{
{1,2,3,4,5,8,10, 16}

{2,3,4,5,8,10,16}

3

1,2,3,4,5}

1}

;12,4,8,10,16}
19,

L

B=AUGUH

5}

1,2,4,5,8)
10,16}

alt:  ®3(L)
{1,2,3,4,5}
11,2,3,4,5,8,10, 16}

{2,3,4,5,8,10, 16}
{1}

2,4,8,10,16)
3,5}

1,2,4,5,8)
10,16}

N ==
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

>
>

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

T Ao W

neu: ®4(1)

{1,2,3,4,5}
{1,2,3,4,5,8,10,16)

{2,3,4,5,8,10, 16}
A1}

{2.4,8,10, 16}
13,5}
{1,2,4,5,8)
110,16}

Fixpunkt erreicht

alt:  ®3(L)
{1,2,3,4,5}
11,2,3,4,5,8,10, 16}

{2,3,4,5,8,10, 16}
{1}

2,4,8,10,16)
3,5}

1,2,4,5,8)
10,16}

N ==
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu: alt:
A :
g B :
while(x>1){—
l C
if (X%Q D :
/ b
\ F
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G
H :
; | Fixpunkt erreicht
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Mit dem Fixpunktsatz zur Losung

neu:  SIA)) alt: @)
A:{},2,3,4,5} {},2,3,4,5}
] B :{},2,3,4,5}80106}6} {},2,3,4,5}80106}6}
while(x>1){—
l C :{2,3,4,5}80106}6) {2 3,4,5}8010636}
lf/“‘m N 3 %} 010610 % 1150106}6)
x=x/2; else X/X*3+1; " 7
G fel
J | Fixpunkt erreicht

B = Gu2ARBHER-2,0,2,4,. . .}

Np==puriE =Rt S

12. 14 Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 34



Fixpunkt erreicht: wieso eigentlich?

Der kleinste Fixpunkt von ® ist nach dem Fixpunktsatz
X=|]A{®"(L)|ne N}

Wir haben gesehen, daB L E ®(L) C ®(®(L)) C... C ®13(L) = o14(L).
Weitere Anwendung von ® bringt keine Anderung mehr, d.h.

PB(L) =M (L) =...=d" fir alle n > 14.

Daher ist ®3(_L) die kleinste obere Schranke von {®"(L) |n € IN},

dh. X = ®13(1).
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Collecting Semantics fur IV

Wenn anstatt {1,2,3,4,5} z.B. ganz IN als Menge der Eingabewerte zugelassen
ist, konnen wir die moglichen Variablenwerte durch entsprechende Anderung von
® ebenfalls leicht ausrechnen.
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Collecting Semantics fur IV

>

-

while(x>1){—

|

if (x)2==

BN

x=x/2; else x=x*3+1;
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Collecting Semantics fur IV

neu: |
A}
] B :{}
while(x>1){—
1 C )
if (X%Q IE){}
x=x/2; else X= x*3+1; o
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Collecting Semantics fur IV

neu: @(L1) alt: L
A {7
L & {J
while(x>1){—

1 C {}

1£ (x%2== g 1)

A H
x=x/2; else X/X*3"‘1; .

VAE i

N |f||ﬁ||2| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 37



Collecting Semantics fur IV

neu: @(L1) alt: L
A:{0,1,2,3,4...} 1}
g B :{} {}
while (x>1){——
l C :{} {}
if (X%Q D {} 1
N H
x=x/2; else X= X*3+1; -

A=1{0,1,2,3,4,5,...}
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Collecting Semantics fur IV

neu: ®(P(L)) alt:  P(L)
A- 10,1,2,3,4...}
g B {}
while(x>1){—
l C: {}
if (X%Q IE) {}
x=x/2; else X= X*3+1; o
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Collecting Semantics fur IV

neu: ®(P(L)) alt:  P(L)
A:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
] B:{0,1,2,3,4...} {}
while(x>1){—
1f(X%2

x=x/2; else x=x*3+1;
} \/

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 37
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Collecting Semantics fur IV

neu: @3(L) alt:  ®(P(L))
10,1,2,3,4...)
. (0,1,2,3,4...)
while(x>1){—
if (x%2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;
} \/

Ill |f||ﬁ||2| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 37
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Collecting Semantics fur IV

neu: &3(1) alt: ~ @(P(1L))
A:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
" B:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
while(x>1){—
l C:{2.3,4,5.6...) 0
1£ (x%2== g .:{0, 1} {}
// \\ Fﬁi ii
x=x/2; else X/X*3+1; .
VAl {

C=Bn{23,4,..}
D—BN/{ —‘)—1011

Ill |E||ﬁ||3| |:||1||:| o 12. /14 Jan 2005 Abstrakte Interpretation 37




Collecting Semantics fur IV

neu: ®4(L) alt:  @3(L)
10,1,2,3,4...)
’ 10,1,2,3,4...)
while(x>1){—
l 13,4,5,6...)
if (x%2== , 1}

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

T Ao e
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Collecting Semantics fur IV

neu: O4(L) alt:  ®3(L)
A:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
: B:{0,1,2,3,4...) (0,1,2,3,4...)
while(x>1){—
l C:{2,3,4,5,6...) {2,3,4,5,6...)
lf(X%Q D {071} {071}
E 2747 Y 7 7 ° e
/ \ F 3757 , 9,11, ...
x=x/2; else x=x*3+1;
/ il H
H
}
E=Cn{.. 2.0,2,4,...}
F—(CN/{ —? —1.1 ? l
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Collecting Semantics fur IV

neu: ®°(L) alt:  ®4(L)
(0,1,2,3,4...)
‘ (0,1,2,3,4.. .}
while(x>1){—
l 13,4,5,6...}
if (x%2== .y

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

T HEHOQ e

Ill |E||ﬁ||3| |:||1||:| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 37



Collecting Semantics fur IV

neu: ®°(L) alt:  ®4(L)
A:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
" B:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
while(x>1){—
l 0{2,3,456 } {23456 }
if (X%Q D {07 1} {07 1}
£ :12,4,6,8,10, . .. 2.4,6.810....
/ \ F 3,5,7,9,11,... 357911, ...
x=x/2; else x=x*3+1;
g G: 1727374757
\ I 410,16.22, 28, 4,

G = {n/2|ncE)
H—1{3.nt]l1lneFl
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Collecting Semantics fur IV

neu: ®°(1) alt:  ®°(L)
A (0,1,2,3,4...)
: B (0,1,2,3,4...)
while(x>1){—
l C - (2,3,4,5,6...)
if (X%Q D {0,1}
/ B 2.4,6,8,10, . ..
\ F 3'5.7.9.11. . ..
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G 1,2,3,4,5,...)
\ o 10,16, 22,28, 34, ...}
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Collecting Semantics fur IV

neu: ®%(L) alt:  @°(L)
40,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
" -{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
while(x>1){—
l 13,4,5,6...) 4.5,6...)
if (x%2== ,1} 1}

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

=l ﬁ@DQ Sy

d Y Y] Y 9 Y, "} 9 9 Y 9 9 "}
0,16,22,28,34,...} 0,16,22,28,34,...}
}
B=AUGUH
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Collecting Semantics fur IV

neu: ®O(L) alt:  ®°(L)
A:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
" B:{0,1,2,3,4...} {0,1,2,3,4...}
while(x>1){—
l O {2,3,4,5,6...) (2,3,4,5,6...}
if (X%Q D 0,1} {0,1}
E 12,4,6,8,10,.. 2,4,6,8,10,...
/ \ 743057911, .. 357011, ..
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G :{1,2,3,4,5,. 123,4,5, -+
H {10, 16, 22, 28 34 10, 6,22,28,34,...}
; | Fixpunkt erreicht
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Collecting Semantics fur IV

neu: alt:
A :
g B :
while(x>1){—
l C
if (X%Q D :
/ b
\ F
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G
H :
; | Fixpunkt erreicht
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Collecting Semantics fur IV

neu: DY) alt: @)
A 3{@71727374 } {@71727374 }
] B 3{@71727374 } {@:172:374 }
while(x>1){—
l C:{2,3,4,5,6...} {2,3,4,5,6...}
if (X%Q D 0,1} 10,1}
E 12,4,6,8,10,... ,4,6,8,10, ...
/ \ F:1$,5,7,9,11,... ,9,7,9,11, ...
x=x/2; else x=x*3+1;
d G :{},2,3,4,5,...} ,2,3,4,5,...}
H O 16, 22, 28 34, ...} 0,16,22,28,34,...}
; | Fixpunkt erreicht

8 - @OLRAEAL)R.2.1... )
Np==puriE =Rt S

12. /J'4 Jan 2005 Abstrakte Interpretation 37




Problem: Rechnen mit Mengen

Wenn z.B. die Menge aller Quadratzahlen als Eingabe zugelassen ist (*),
bekommen wir Probleme mit den wahrend der Berechnung auftretenden Mengen.

() oder vor das Programm z.B. eine Anweisung x=x*x; gesetzt wird und davor
alle ganzen Zahlen zugelassen werden

N =] T
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Problem: Rechnen mit Mengen

>

-

while(x>1){—

|

if (x)2==

BN

x=x/2; else x=x*3+1;
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: |
A}
] B :{}
while(x>1){—
1 C )
if (X%Q lE){}
x=x/2; else X= x*3+1; o

N |f||ﬁ||2| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 39



Problem: Rechnen mit Mengen

neu: @(L1) alt: L

A i

] B i
while(x>1){—

1 C {}

1£ (x%2== g 1}

Nt i
x=x/2; else X/X*3"‘1; .

s i

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 39



Problem: Rechnen mit Mengen

neu: @(L1) alt: L

A:{0,1,4,9,16,25,...} {}

g B :{} {}
while(x>1){—

l C :{} {}

if (X%Z D {} {}

S0 E H

x=x/2; else X= x*3+1; o

A=1{0,1,4,9,16,25,...}
Ill |f||ﬁ||2| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 39




Problem: Rechnen mit Mengen

neu: O(®(L)) alt:  @(L)
A 10,1,4,9,16,25,...}

] B: {}
while(x>1){—

l C; {)

if (X%Q IE) {}

= /2'/1 \ *3+1 ; F H

d , G
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: ®(P(L)) alt:  ®(L)

A-{0,1,4,9.16,25,...}  {0,1,4,9,16,25,...}
B:{0,1,4,9,16,25,...}  {}

while(x>1){—

l C 4} {}
1f(X%2 l)f{} {1}
N | H

x=x/2; else:&/X*3+1; o
t
B=AUGUH
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: &3(L) alt:  ®(2(L))
A [0,1,4,9,16,25,...)
" B : {0,1,4,9, 16,25,...}
while(x>1){—
l C n
if (X%Q g : {}
x=x/2; else X= x*3+1; .
}
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>
-

while(x>1){—

|

if (x),2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

/

Problem:

T Ao e

Rechnen mit Mengen

neu: ®3(L) alt:  ®(2(L))

.{0,1,4,9,16,25,...}  {0,1,4,9,16,25,...}
40,1,4,9,16,25....}  {0,1,4,9,16,25,...}

-{4,9,16,25,36,...}
{0, 1}

i
i H
iy !

C=Bn{23,4,..}
D=Bn{ -2 101}

N =]
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: ®4(L) alt:  @3(L)

(0,1,4,9,16,25,...}
’ [0,1,4,9,16,25,...)
while(x>1){—
l (4,9,16,25,36,...)
if (x%2== {0,1}

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

i
i

T I=mUQ W~
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Problem:

Rechnen mit Mengen

neu: ®4(1) alt:  @3(L)
A:10,1,4,9,16,25,...v  {0,1,4,9,16,25,...}
: B:{0,1,4,9,16,25,...}  {0,1,4,9,16,25,...}
while(x>1){—
l C - {4,9,16,25,36,”.} {4,9,16,25,36,...)
1f(X%2 D 0,1} {0,1}
£ -{4,16, 36, 64, 100,
//// \\\ F 19,25 49 81,121, .
x=x/2; else x=x*3+1;
C Y H
H
E=Cn{.. 2.0,2,4,...}
F=Cn{ _2 113 1

N ==
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: °(L) alt:  @*(L)
A 10,1,4,9,16,25,...}
g B : {0,1,4,9, 16,25,...}
while(x>1){—
l C (4,9, 16,25,36,...}
if (X%Q D {0,1
E : 4, 6 36,64, 100, .
/ \ F: 9.25.49. 81,121, .
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G ii
H :
}
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: ®°(L) alt:  ®4(L)

x=x/2; else x=x*3+1;

A4:10,1,4,9,16,25,...}  10,1,4,9,16,25,...)
g B :{0,1,4,9,16,25,...}  {0,1,4,9,16,25,...}
while(x>1){—
l O :{4,9,16,25,36,...}  {4,9, 16,25,36,”.}
1£ (x%2== D {0,1} {0,1
£ {4,16,36, 64,100, 4, 6 36, 64, 100, .
//// \\\ F {925 49.81.121. . 9.25.49. 81,121, .
G -
o

2,8, 18,32, 50, .
98,76, 148, 244, 364 )

G = {n/2|ncE)
H—1{3.nt]l1lneFl

Ill |f||ﬁ”3| |:||I||:| : ' | L 12./J14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 39




Problem: Rechnen mit Mengen

neu: ®°(L) alt:  @°(L)

{0,1,4,9,16,25,...}
{0,1,4,9,16,25,...}

>
-

while(x>1){—

|

if (x)2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

{4,9,16,25,36,...}
{0,1}
i4,16,36,64,100,.“i
9,25,49. 81,121, ...

2,8,18,32,50,...}
28, 76, 148, 244, 364, . ..}

T TIEOO W
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: PO(L) alt:  @°(L)
A4:00,1,4,9.16,25, ...} {0,1,4,9,16,25,...}
’ BA?,...,7.0 (0,1,4,9,16,25, ...}
while(x>1){—
l C :{4,9,16,25,36,...) (4,9,16,25,36,...)
1f(X%2 D 0,1} {0,1}
£ {4.16,36,64,100....}  {4.16.36,64.100, ...
/ \ F 192514981, 121....% 1925 49'81 121, ...
x=x/2; else x=x*3+1;
2 G {2,8,18,32,50,...) 2,8,18,32,50,...}
798,76, 148,241, 364, .. .1 {28, 76, 148, 244, 364, . ..}
h

B=AUGUH
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Problem: Rechnen mit Mengen

neu: alt:
A :

g B :
while(x>1){—

l C
if (X%Q D :
/ b

\ F
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G
H :
}

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 39



Problem: Rechnen mit Mengen

neu:  ORAIL))) alt:  SFR))
A:{0,1,4,9,16,25,...} {9,1,4,9,16,25,...}
: B, 1,49,16)25....}  {0,1,4,9,16,25,..}
while(x>1){—
l C :{4,9,16,25,36,...} {4,9,16,25,36,...}
1£ (x%2== D 0,1} {01}
E :{4,16, 36,64, 100, . , 16, 36,64, 100, . ..
/ \ F 25 49 81 121 25 ,49,81,121,. ..
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G :12,8,18,32,50,. 8 18,32,50,...}
H 8 76 148 244 364 .. }{28,76,148, 244,364, ...}
; | Fixpunkt erreicht

8 = MKB&@P%}%D}? TR

1D 3 l
NS H=(Bag18.k
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Problem: Rechnen mit Mengen

Letztendlich soll die Fixpunktberechnung per Computer durchgefiihrt werden.

Dafur muB eine geeignete Datenstruktur zur Darstellung der auftretenden Mengen
gefunden werden.

Bitvektoren kdnnen nur endliche Mengen (z.B. {0, ...,2%3} mit 1024 GB

Speicher) darstellen.
Treten z.B. 10 Variablen im Programm auf, kann jeweils nur ein Wertebereich

{0,...,18} mit 1024 GB dargestellt werden.

Wir versuchen daher, die Mengen in symbolischer Form darzustellen.
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

>

>

while(x>1){

|

if (xY,2==

N

x=x/2; else x=x*x3+1;
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: |
A A}
| B:{)
while(x>1){
l C:{)
if (X%Q g{}
x=x/2; else X= x*3+1; o
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: &(L1)
n?|ne N}
while(x>1){
if (x%2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

——m A e e —

o T Q e

) \/
A={n?|ne N}
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

>
'

while(x>1){

|

2 F£ (% D——_N)\

Unendliche Mengen
mussen mit Hilfe von
symbolischen Pradikaten
("intensional”) dargestellt

werden.

neu: ®(1)
An?|n € IN}

o T Q e

A={n*|ne N}

N =] THH
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: &(L1)
n?|ne N}
while(x>1){
if (x%2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

——m A e e —

o T Q e

) \/
A={n?|ne N}

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 41




Rechnen mit Mengen (symbolisch)

{n*|ne N}
" n?|ne N}
while(x>1){
if (x%h2==

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

¥

T ImoQ W
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®3(1)
A{n?|n € IN}
" {n?|ne N}
while(x>1){
l {n?|neIN An > 2}
if (x%2== 0,1}

1
1

C=Bn{n|neZAn>1}
D—Rﬁffn|fnCZ/\fn(1l

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

T g W
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

>
'

while(x>1){

|

if (x%2==0)

Fur den Durchschnitt
zweier intensionaler Men-
genausdrucke muB ein
Resultat-Mengenausdruck

bestimmt werden konnen.

T g W

neu: ®3(1)

{n?|ne N}
{n®|ne N}

{n?|ne N An > 2}

4

10,1}

4

C=Bn{n|neZ
D=BAnlncZ

An>1}
,/\\f,nu(11

N =] THH
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®3(1)
A{n?|n € IN}
" {n?|ne N}
while(x>1){
l {n?|neIN An > 2}
if (x%2== 0,1}

1
1

C=Bn{n|neZAn>1}
D—Rﬁffn|fnCZ/\fn(1l

/\

x=x/2; else x=x*3+1;

T g W
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®4(1)
A{n?|n € IN}
" {n?|ne N}
while(x>1){
l An?|ne€IN An > 2}
if (x%2== 40,1}

{4n? |ne N An > 1}
A4n?+4n+1|nelNAn>1}

i

E=Cn{n|neZAn%2=0}

F’—ﬂﬁfﬂleZ!zxn%jg—Aﬂl
|l| |f||ﬁ||2| |:||1||2| 12./14. Jan. 5005uﬁlbstrakte Interpretation 41

/\

x=x/2; else x=x*x3+1;

o ST Q e




Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®°(L)
A{n?|n € IN}
" {n?|ne N}
while(x>1){
l An?|ne€IN An > 2}
1f(X%2 10,1}

A

B

C

D
/ E:H{4n’|ne IN An > 1}

\ F {4n?+4n+1 |l neINAn>1}

x=x/2; else x=x*3+1;

/ G:QnQJnEEV/\nZI}

H {12n*+12n+4|n€ INAn>1}
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

>
'

while(x>1){

|

. S F (<% D——N\ :
Fur die Anwendung im

Programm  auftretender
Operationen auf einen
Mengenausdruck muB ein

Resultat-Mengenausdruck
bestimmt werden konnen.

A

neu: ®°(L)

An?|n € IN}

{n?|ne N}
{n?|neIN An > 2}

:{071}

{4n? |ne IN An > 1}
Ad4n?*+4n+1|nelNAn>1}
: 2n24n€l/\7/\n21}
{12n°+12n+4|ne INAn>1}

N =]

1 /14 Jan. 2005 Abstrakte Interpretation
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®°(L)
A{n?|n € IN}
" {n?|ne N}
while(x>1){
l An?|ne€IN An > 2}
1f(X%2 10,1}

A

B

C

D
/ E:H{4n’|ne IN An > 1}

\ F {4n?+4n+1 |l neINAn>1}

x=x/2; else x=x*3+1;

/ G:QnQJnEEV/\nZI}

H {12n*+12n+4|n€ INAn>1}

Ill |E||ﬁ||3| |:||1||:| o - ' 15 /14 Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 41



Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®6(1)
{n?| n € IN}
An?|neIN}U{2n?|ne IN}U{12n*+12n+4|nc N}

>
>

while(x>1){

|

A

B

C

1f(X%2 D

///' E

\\\ F
x=x/2; else Xx=x*3+1;

/ G:QnQJnEZN/\nZI}
H {12n*+12n+4|n€ INAn>1}

An?|ne€IN An > 2}
{071}
4n?|ne N An>1}
i@ﬂ+4n+1\nEﬁVAn21}

B=AUGUH
Ill |f||ﬁ”3| |:||I||:| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 41




Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®6(1)

An?|n € IN}
An?|neIN}U{2n?|ne IN}U{12n?*+12n+4|ne N}

>
>

T,T.ln-i-lr\(v\“'\f

5 :{712\726][\7/\7122}
Um feststellen zu konnen, 40,1}

A

B

C

D
ob ein Fixpunkt erreicht | (1,2 c NV An > 1)
ist, ~muB entschieden | [~ i4n2+4n+1\n€ﬂ\7/\n21}
werden konnen, ob zwel
intensionale Mengenaus- %
drucke die gleiche Menge

:iQnQJREZN/\nZI}

12n“+12n+4|neINAn>1}

B=AUGUH
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®6(1)
{n?| n € IN}
An?|neIN}U{2n?|ne IN}U{12n*+12n+4|nc N}

>
>

while(x>1){

|

A

B

C

1f(X%2 D

///' E

\\\ F
x=x/2; else Xx=x*3+1;

/ G:QnQJnEZN/\nZI}
H {12n*+12n+4|n€ INAn>1}

An?|ne€IN An > 2}
{071}
4n?|ne N An>1}
i@ﬂ+4n+1\nEﬁVAn21}

B=AUGUH
Ill |f||ﬁ”3| |:||I||:| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 41




Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®7(L)
{n?| n € IN}
An?|ne IN}YU{2n?|ne IN}U{12n*+12n+4|ne N}

>
>

while(x>1){

|

{n?|neNAn>2}U{2n?|ne INAn>1}
if Glom= 0,1} U{12n2+12n+4|ne N}
14712\71617\7/\7121}

A
B
C
D
///' E
\ F {4n?+4n+1 |l neINAn>1}
G
H

x=x/2; else x=x*3+1;
/ : 2n24 nelNAn>1}
{12n°+12n+4|ne INAn>1}

C=Bn{n|neZAn>1}
D—Rﬁffn|fnCZ/\fn(1l

Ill |f||ﬁ”3| |:||I||:| 12./14. Jan. 2605 Abstrakte Interpretation 41




Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®%(1)
A:A{n?|ne N}
" B :An*|ne N}U{2n?*|ne IN}U{12n?+12n+4|nec N}
while(x>1){
l C:{nzlnEJNAnEQ}U{QnQ\nElN/\nZl}
£ (x%2== D {0,1} U{12n?+12n+4|neIN}
/ E A4n?*|ne INAn>1}U{2n?|ne INAn>1}
\ F : U{12n?+12n+4|neIN
x=x/2; else X=x*3+1;
/ G:QnQJnEZN/\nZI}
| H {12n*+12n+4|n€ INAn>1}

E=Cn{n|neZAn%2=0}

p—ﬂﬁfﬂ|ﬂ£2![§n%2—ﬁnl
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®9(L)
A:A{n?|ne N}
" B :An*|ne N}U{2n?*|ne IN}U{12n?+12n+4|nec N}
while(x>1){
l C:{nzlnEJNAnEQ}U{ZnQ\nElN/\nZl}
£ (x%2== D {0,1} U{12n?+12n+4|neIN}
/ E {4n2\nEJN/\n>1}U{2n2\nE]N/\n>1}
\ F: U{12n?+12n+4|neIN
x=x/2; else X=x*3+1;
g G :{2n*ne NAn>1}U{n?|ne INAn>1}
\ H : U{6n*+6n+2|neIN}
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®10(1)
A:A{n?|ne N}
" B:{...}U...
while(x>1){
l C An?|ne INAn>2}U{2n?*|neINAn>1}
if (x%2==0) D {0,1} U{12n?+12n+4|neIN}
/// N E {4n’|ne INAn>1}U{2n*|ne INAn>1}
\\\ F d4n?*+4n+1|ne NAn>1}U{12n°+12n+4|ne N
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G : %ﬁgnGEVAn21}Uﬁﬂ\néﬂVAnZl}
\ H {12n*+12n+4|n€ N An>1P{6n*+6n+2|necIN}

B=AUGUH
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®10(1)
{n?| n € IN}
... }U...

>
T

while(x>1){

|

2 F£ (% D——_N)\

A

B

C:{nzlnEWAnEQ}U{ZnQ\nElN/\nZl}

D {0,1} U{12n +12n+4|nelN}

E : 4n2\n€l7\f/\n>1}u{2n \nEIN/\n>1}

F A4n’+4n+1 | ne NAn> 1} U{12n*+12n+4|neIN
G :
H

iQn LnEEV/\n>1}U{n2]n€ﬂVAn>1}

Wahrscheinlich terminiert 12n

die  Fixpunktberechnung
nicht. y

+12n+4|ne€ N An>1U{6n*+6n+2|ncIN}

B=AUGUH
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: ®10(1)
A:A{n?|ne N}
" B:{...}U...
while(x>1){
l C An?|ne INAn>2}U{2n?*|neINAn>1}
if (x%2==0) D {0,1} U{12n?+12n+4|neIN}
/// N E {4n’|ne INAn>1}U{2n*|ne INAn>1}
\\\ F d4n?*+4n+1|ne NAn>1}U{12n°+12n+4|ne N
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G : %ﬁgnGEVAn21}Uﬁﬂ\néﬂVAnZl}
\ H {12n*+12n+4|n€ N An>1P{6n*+6n+2|necIN}

B=AUGUH
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu:
A :

" B :

while(x>1){

l C:
if (X%Q D :
/ E

\ F
x=x/2; else x=x*3+1;
/ G
H :
}
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Rechnen mit Mengen (symbolisch)

neu: PHN)))

{h? [ n € IV}

A2 p=dNYY {2n? |ne IN}U{12n2+12n+4|ne IN'}
:{Z"LQHHEGU\W)OWL\EQELQ}QnQ\nElN/\nZl}

{G) 1} U{12n +12n+4|nelN}

2“%M%%1}d{2n nE]N/\n>1}
n?+4n+1 |Vl U{12n?+12n+4|ne N

g%@W%\%l}d}nQ | nEﬂVAn> 1}
2n?4+12n+4|n€IN An>1U{6n>+6n+2|ncIN}

lepunkt erreicht

8= %WEE\E}}Z An%b2i3 0)

>
'

T,T.ln-i-ln{v\“l\f

Um feststellen zu konnen,

mQ ﬁj@b@ S

Wahrscheinlich terminiert
die  Fixpunktberechnung
nicht. Ly
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Rechnen mit symbolischen intensionalen Mengenausdrucken

Zusammenfassung der Anforderungen:

1. Mindestens Durchschnitt, Vereinigung und Programmoperations-Anwendung
muB fur Mengenausdrucke berechenbar sein, das Resultat muB insbesondere
ausdruckbar sein.

2. Die (extensionale) Gleichheit von Mengenausdriicken muB entscheidbar sein.

Dafur gibt es keine geeigneten Kalkule.

Wegen 2. muB die Form der in Mengenausdrucken erlaubten Pradikate stark
eingeschrankt werden.

Dann konnen aber Mengen, die sich aus der Anwendung von

Programmoperationen ergeben, nur in den seltensten Fallen noch ausgedruckt
werden.

AuBerdem konnen wir nicht garantieren, daB8 die Fixpunktberechnung terminiert.
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ABSTRAKTE INTERPRETATION

Die genaue Menge der moglichen Variablenwerte an jedem Programmpunkt [aBt
sich also i.allg. nicht automatisch berechnen.

Wir versuchen daher im Folgenden, wenigstens grobe Informationen uber die
Programmpunkte zu bestimmen.

Dazu fassen wir jeweils mehrere Einzelwerte zu einem “abstrakten Wert"
zusammen.
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Abstrakte Interpretation

Je nach Anwendung kommen z.B. infrage:

konkrete Werte abstrakter Wert
.., -3,-2, -1 neg
0 null
1,2, 3, ... pPOS
.-4 -2.0,2,4,... even
.-3,-1, 1,3, ... odd

N Thl=] THH

12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation
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Abstrakte Interpretation

Da wir ohnehin mit Wertemengen statt Einzelwerten rechnen, konnen wir auch
Mengen abstrahieren:

konkrete Mengen abstrakte Menge
{4,8}, {4,7,8}, {4,5,6,7,8}, ... 4...8]
{1,2,3,4,...},{1,2,4,8,...}, {1,4,9,16,...}, ... [1...q]

Wenn wir zu jedem Programmpunkt die abstrakte Menge bestimmen konnen,
konnen wir wenigstens Aussagen uber bestimmte Eigenschaften machen,
je nach Abstraktionsverfahren z.B. uber Vorzeichen oder Wertebereich einer

Variablen.
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Anforderungen an eine Abstraktion

Korrektheit:

Die fur einen Programmpunkt berechnete abstrakte Wertemenge soll die
tatsachlich auftretende konkrete Wertemenge nach oben abschatzen.
Uberfiihrbarkeit:

Jedes Programmbkonstrukt (Verzweigung, Zusammenfiihrung, Zuweisung, . . . )
muB sich in eine abstrakte Operation / Gleichung liberfiihren lassen. Insbesondere
die im Programm auftretenden Operationen mussen eine abstrakte Entsprechung
haben.

Terminierung:

Wir suchen ein Verfahren zur Berechnung der abstrakten Mengen, von dem wir
garantieren konnen, daBB es immer terminiert.

Aussagekraft:

Die abstrakten Mengen sollen geniigend prazise sein, um die (benutzergegebenen)
Eigenschaften an den Programmpunkten entscheiden zu konnen.
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Anforderungen: Korrektheit

Die fur einen Programmpunkt berechnete abstrakte Wertemenge soll die
tatsachlich auftretende konkrete Wertemenge nach oben abschatzen.
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Anforderungen: Korrektheit

Die fur einen Programmpunkt berechnete abstrakte Wertemenge soll die
tatsachlich auftretende konkrete Wertemenge nach oben abschatzen.

Satz (Cousot,Cousot 1976):

Sei M mit (C) und M’ mit (C’) vollstandiger Verband,
M = M’ eine Galois-Verbindung,

® : M — M monoton und stetig,

X der kleinste Fixpunkt von ® und

X' = || {L, &L, &'(P'(L), &' (P (L"), ...}
Dann ist X C v(X').
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Anforderungen: Korrektheit

Die fur einen Programmpunkt berechnete abstrakte Wertemenge soll die
tatsachlich auftretende konkrete Wertemenge nach oben abschatzen.

Satz (Cousot,Cousot 1976):
Sei M mit (C) und M’ mit (C’) vollstandiger Verband,

M < M’ eine Galois-Verbindung,

P : %4 —— M monoton und stetig,

X der kleinste Fixpunkt von ® und

X' = |_|'{L’7 o'(L"), ®'(P'(L")), ®'(P'(L"), ...}
Dann ist X C (X').

Wir benotigen noch eine weitere formale Definition.
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Anforderungen: Korrektheit

Die fur einen Programmpunkt berechnete abstrakte Wertemenge soll die
tatsachlich auftretende konkrete Wertemenge nach oben abschatzen.

Satz (Cousot,Cousot 1976):

Sei M mit (C) und M’ mit (C’) vollstandiger Verband,
M < M’ eine Galois-Verbindung,

® : M — M monoton und stetig,

X der kleinste Fixpunkt von ® und

X' = ||{L, &' (L), &'(P'(L"), &' (P (L"), ...}
Dann ist X C y(X').
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Anforderungen: Korrektheit

Die fur einen Programmpunkt berechnete abstrakte Wertemenge soll die
tatsachlich auftretende konkrete Wertemenge nach oben abschatzen.

Satz (Cousot,Cousot 1976):

Sei M mit (C) und M’ mit (C’) vollstandiger Verband,
M < M’ eine Galois-Verbindung,

® : M — M monoton und stetig,

X der kleinste Fixpunkt von ® und

X' = ||{L, &' (L), &'(P'(L"), &' (P (L"), ...}
Dann ist X C y(X').

Wir benotigen noch eine weitere formale Definition.
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Galois-Verbindung

Seien M mit (C) und M’ mit () vollstandige Verbande.

Seia: M — M'" und v : M’ — M monotone Abbildungen,
so daB = C ~y(a(x)) fur alle z € M und a(y(z")) C" 2’ fir alle 2" € M’

Wir nennen das Paar o, eine Galois-Verbindung zwischen M und M’
und schreiben M = M.

(6

a(x) ist die Abstraktion von z,
d.h. die prazisest-mogliche Darstellung von z in M.

v(z") ist die Konkretisierung von x,
d.h. das unpraziseste Element in M, das noch durch z’ dargestellt werden kann.
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Beispiel Vorzeichen

M = p(Z) mit (C), M'=p({—,0,+}) mit (C).

Wir definieren die Abstraktion « Fur beliebige Mengen

zunachst auf einelementigen Mengen: S C Z definieren wir:
{—} falls n<0O

a({n}) = {0} falls n=0 a(S) = U,ega({n}).
{+} falls n>0
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Beispiel Vorzeichen

M = p(Z) mit (), M’ = p({—,0,+}) mit (S).

Wir definieren die Abstraktion « Fur beliebige Mengen

zunachst auf einelementigen Mengen: S C Z definieren wir:
{—} falls n<0O

a({n}) = { {0} falls n=0 a(S) = U,ega({n}).
{+} falls n>0

/Z.B.
a({-2,-1}) = a({-2}) Ua({-1}) = {-}U{-} = {—},
a({0,2,4,6,...}) = a({0}) Ua({2}) Ua({4}) Ua({6}) U. .. = {0, +}.
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Beispiel Vorzeichen

M = p(Z) mit (C), M'=p({—,0,+}) mit (C).
Wir definieren die Abstraktion « Fur beliebige Mengen

zunachst auf einelementigen Mengen: S C Z definieren wir:

{—} falls n<0O

a({n})=<¢ {0} falls n=20 a(S) = U,ega({n}).

{+} falls n>0

Entsprechend definieren wir die Konkretisierung v durch
7({_}) — {"'7'37'27'1}

7({0}) = {0}

{+}) = {1,2,3,...}

(5 = Usesr s}
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Beispiel Vorzeichen

M = p(Z) mit (), M’ = p({—,0,+}) mit (S).

Wir definieren die Abstraktion « Fur beliebige Mengen

zunachst auf einelementigen Mengen: S C Z definieren wir:
{—} falls n<0O

a({n}) = {0} falls n=20 a(S) = U,ega({n}).

{+} falls n>0

Entsprechend definieren wir die Konkretisierung v durch

v{-}H = {...,-3,-2,-1}

v(10}) = 10;
y{+H) = {1,2,3,..}
(8D = Usesr7({s1)-
/.B.

Y{—,0,+}) =y({—}) Ur({0}) Ur({+})
= {...,-3,2,-1YU{0tuU{1,2,3,..} = Z.
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Beispiel Vorzeichen

M = p(Z) mit (C), M'=p({—,0,+}) mit (C).
Wir definieren die Abstraktion « Fur beliebige Mengen

zunachst auf einelementigen Mengen: S C Z definieren wir:

{—} falls n<0O

a({n})=<¢ {0} falls n=20 a(S) = U,ega({n}).

{+} falls n>0

Entsprechend definieren wir die Konkretisierung v durch
7({_}) — {"'7'37'27'1}

7({0}) = {0}

{+}) = {1,2,3,...}

(5 = Usesr s}
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Beispiel Vorzeichen

M = p(Z) mit (), M’ = p({—,0,+}) mit (S).

Wir definieren die Abstraktion « Fur beliebige Mengen

zunachst auf einelementigen Mengen: S C Z definieren wir:
{—} falls n<0O

a({ny) = { 10} falls n=0 a(5) = Upes a(in}).
{+} falls n>0

Entsprechend definieren wir die Konkretisierung ~ durch

v{-}H = {...,-3,-2,-1}

7({0}) = {0}

v{+}) = {1,2,3,...}

18 = Uses7{sh)-

% B.

042}=04} —{}{}—{}

&go o8 4§ )Qi? (el ﬁkf }jﬁ&j&ﬁ{@é%} &{4} JUa({6))U...={0,+}.

/
]
=
] -
il
E
IZ
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Beispiel Vorzeichen =01

N
/

“ {~.0} {1 {0.4}

N
/
X

{..,-2,-1,0} {..-2,-1,1,2,...} {0,1,2,...} (-1 [0} +}

N X

X
X
/

{...-2,-1} {0} {1,2,..} {}

/
N
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Z

AN

N

Beispiel Vorzeichen

{..-2-1,0} {...-2,-1,1,2,..} {0,1,2,..

><

x|

{..-2,-1} [0}

/

(1,2,..}

{-,0,+}

RN

{_ O} /+} {O7+}

{_

X X

{0} {+}
7
{}

N
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Z

AN

N

Beispiel Vorzeichen

{..-2-1,0} {...-2,-1,1,2,..} {0,1,2,..

><

x|

{..-2,-1} [0}

/

(1,2,..}

{-,0,+}

RN

{_ O} /+} {O7+}

{_

X X

{0} {+}
///
{}

N
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AN

Z

Beispiel Vorzeichen

N

{..-2-1,0} {...-2,-1,1,2,..} {0,1,2,..

><

{...,-2,-1}

/

X[
/

{-,0,+}

RN

{—,0} —+J {0,+}

{_

X X

R A
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Beispiel Vorzeichen =01

N
/

“ {~.0} {1 {0.4}

N
/
X

{..,-2,-1,0} {..-2,-1,1,2,...} {0,1,2,...} (-1 [0} +}

N X

X
X
/

{...-2,-1} {0} {1,2,..} {}

/
N
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AN

Z

Beispiel Vorzeichen

N

{..-2-1,0} {...-2,-1,1,2,..} {0,1,2,..

><

{...,-2,-1}

/

X[
/

{-,0,+}

RN

{—,0} —+J {0,+}

{_

X X

R A
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Beispiel Restklassen

M = p(Z) mit (C), M’ =p({0,...,m —1}) mit (C) fir ein festes m > 2.
Wir definieren a({n}) = {n%m} fir einelementige,

a(S) = U, ega({n}) fiir beliebige Mengen;

sowie Y({n'}) = {n € IN [ n%m = n'} und v(S") = U,cq 7({5}).

Wir bilden also alle (konkreten) Zahlen, die denselben Rest mod. m haben,
auf dieselbe (abstrakte) Zahl ab.

Firm =2ist 0 € M’ bzw. 1 € M’ die Abstraktion der geraden bzw. der
ungeraden Zahlen.

Fir m = 256 ist 0,...,255 € M’ jeweils die Abstraktion der Zahlen mit dem
entsprechenden Wert des niederwertigsten Byte, z.B.

a({0x2900, 0x0a00, 0x00fe, 0x12fe, 0x85fe}) = {0, 254}.
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Beipiel Restklassen: Eigenschaften

Name Eigenschaft

v F Y({a'}) ny({0}) = 4} fir o’ # b/
v N Y@ Ny') =) Ny(y)

YU (@' Uy') =~y(z") Uv(y)

a U a(rUy) = a(r)Ua(y)

a a(y(z')) = '

Ill |f||ﬁ||3| |:||1||2| 12./14. Jan. 2005 Abstrakte Interpretation 52



Nochmal: Korrektheit der abstrakten Interpretation

Satz (Cousot, Cousot 1976):
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Nochmal: Korrektheit der abstrakten Interpretation

Satz (Cousot, Cousot 1976):

Seien M mit (C), L und M’ mit (C'), L’ vollstandige Verbande.

Sei M = M’ eine Galois-Verbindung.

Sei & : M — M monoton und stetig.

Sei @' : M" — M’ monoton, so daB a(®(y(x'))) =" ®'(x').

Nach dem Fixpunktsatz ist dann

X=||{L, &(L), P(P(L)), ...} derkleinste Fixpunkt von P.

X' = [{L, &L, & (®'(L"), ...} ist nur dann der kleinste Fixpunkt von @',
wenn ®’ zusatzlich stetig ist.
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Nochmal: Korrektheit der abstrakten Interpretation

Satz (Cousot, Cousot 1976):

Seien M mit (C), L und M’ mit (C'), L’ vollstandige Verbande.

Sei M = M’ eine Galois-Verbindung.

Sei & : M — M monoton und stetig.

Sei @' : M" — M’ monoton, so daB a(®(y(x'))) =" ®'(x').

Nach dem Fixpunktsatz ist dann

X=||{L, &(L), P(P(L)), ...} derkleinste Fixpunkt von P.

X' = [{L, &L, & (®'(L"), ...} ist nur dann der kleinste Fixpunkt von @',
wenn ¢’ zusatzlich stetig ist. In jedem Fall gilt aber X T ~(X") .
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Nochmal: Korrektheit der abstrakten Interpretation

Satz (Cousot, Cousot 1976):

Seien M mit (C), L und M’ mit (C'), L’ vollstandige Verbande.

Sei M = M’ eine Galois-Verbindung.

Sei & : M — M monoton und stetig.

Sei @' : M" — M’ monoton, so daB a(®(y(x'))) =" ®'(x').

Nach dem Fixpunktsatz ist dann

X=|]{L @&(L), P(P(L)), ...} derkleinste Fixpunkt von P.

X' =|[{L, &L, &' (®'(L"), ...} ist nur dann der kleinste Fixpunkt von @',
wenn ¢’ zusatzlich stetig ist. In jedem Fall gilt aber X T ~(X") .

D.h. wir konnen im abstrakten Verband (mit ®’) genauso rechnen
wie vorher im konkreten (mit ®, “collecting semantics”).
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Nochmal: Korrektheit der abstrakten Interpretation

Satz (Cousot, Cousot 1976):

Seien M mit (C), L und M’ mit (C'), L’ vollstandige Verbande.

Sei M = M’ eine Galois-Verbindung.

Sei & : M — M monoton und stetig.

Sei @' : M" — M’ monoton, so daB a(®(y(x'))) =" ®'(x').

Nach dem Fixpunktsatz ist dann

X=||{L, &(L), P(P(L)), ...} derkleinste Fixpunkt von P.

X' = [{L, &L, & (®'(L"), ...} ist nur dann der kleinste Fixpunkt von @',
wenn ¢’ zusatzlich stetig ist. In jedem Fall gilt aber X T ~(X"') .

D.h. wir konnen im abstrakten Verband (mit ®’) genauso rechnen
wie vorher im konkreten (mit ®, “collecting semantics”).
Der abstrakte Punkt X’ ist eine obere Approximation des konkreten Fixpunkts X .
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Nochmal: Korrektheit der abstrakten Interpretation

Satz (Cousot, Cousot 1976):
Seien M mit (C), L und M’ mit (C'), L’ vollstandige Verbande.

Sei M = M’ eine Galois-Verbindung.

Sei P : M — M monoton und stetig.

Sei &' : M’ — M’ monoton, so daB a(P(y(x'))) T’ &'(z’).

Nach dem Fixpunktsatz ist dann

X =[1]{L, ®(L), P(P(L)), ...} derkleinste Fixpunkt von P.

X' = [{L, &L, & (®'(L"), ...} ist nur dann der kleinste Fixpunkt von @',
wenn ¢’ zusatzlich stetig ist. In jedem Fall gilt aber X T ~(X") .

D.h. wir konnen im abstrakten Verband (mit ®’) genauso rechnen

wie vorher im konkreten (mit ®, “collecting semantics”).

Der abstrakte Punkt X’ ist eine obere Approximation des konkreten Fixpunkts X .
Wir haben ein Rezept bekommen fur die Uberﬁjhrung der Programmkonstrukte.
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