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a=b( modm):=mlb—a
[alm ={beZ:b=a( modm)} ={gm+a:qeZ}={..,a—m,aa+

m,a+2m,. }

1] =1.. -2,1,4,7,...}

L, :={[a ]m.an}f{[] [ [m =1}
Satz

Wenn m € P, dann ist Z,, mit + und - ein Korper.

11. Algebraische Strukturen

Gruppen

Definition

Sei G eine Menge und (a,b) € G x G — a-b € G eine Abb. mit
1. Va,b,ce G:(a-b)-c=a-(b-c)
2. deeGVaeG:eca=a-e=a

3.VaeGIate€G:a-a! =a! a=-e Die Gruppe (G,-) heiit Kommu-
tativ (oder Abel’sch), wenn gilt:

4. Ya,beG:a-b=b---a

Bemerkungen

1. e ist eindeutig bestimmt: e; - es = €2 = €3

2. a~! ist eindeutig bestimmt: (a=!); = e=ala™")s
—_———
(a=r-e=(a=)1=(a" )1 ala=)a=(a=")2
——
Beispiele

1. G: =R a-b:=a+ b additive Gruppe der reelen Zahlen
G:=7Za-b:=a+ b additive Gruppe der ganzen Zahlen

2. G:=R\{0},a-b:=a-bG:=(0,00),a-b:=a-b
3. G:={2€C:|z| =1}, 2122 := 21 - 22 G heifit S*

4. Matrizengruppen:

{A eM(n xn,R):det A# O}, A-B:=A-B GL(n;R) lineare Gruppe
{AcM(nxn,R): AT = A7}, A-B:= A-B O(n;R) orthogon. Gruppe
{A € 0(n):detA =1}, A-B = A- B SO(n;R) spezielle orthogon.

Gruppe
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singp cos

AeSOQ2)= A= [COS“" 751““"} mit einem ¢ € R < A ist eine Drehung

von R? um den Nullpunkt gegen den Uhrzeigersinn

5. Transformationsgruppen: sei M Menge
G :=Menge aller bijektiven Abb. f: M +— M
f-g:= fog (Gistim allg. nicht kommutativ)
M = {1,2,--- ,n} = G = Gruppe der Permutationen der Ordnung n,
card G =n !

Definition

Zwei Gruppen (G,-) und (H,-) heilen isomarph, wenn eine bijektive Abb. @ :
G — H ex. mit ®(a-b) = ®(a) - ®(b) Va,b e G

Beispiel

G =S H = SO(2), @ : G H: ®%) = [2¢ ¢ ] @ ist offenbar
——
pel0,27)

bijektiv.

Definition

H C G Untergrupppe, wenn H mit der Multiplikation von G eine Gruppe ist,
d.h.:
a,be H=a-bc Ha'cHec H

e (G,)=R,+),H=Z
e GL(n;R o= (n;R D SO(m; R)
o S' D {eTFk e}

Satz

H C @G ist Untergruppe genau dann, wenn: Va,b € H :a-b~' € H+



