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10. Elemente der Zahlentheorie
Z=1{0,+1,42,---}

Satz: Division mit Rest

Va,b € Zmit b£03Jg,r € Zmit 0 <r < |blunda=qgb+1r

Definition:

a,b€Z:bla:< Jqg€Z mit a = qgb
a#0,b#0:ggT(a,b) :=max{c € Z: c|la und c|b}

endl. Menge

Bemerkungen, Rechenregeln
® bla,a # 0= [b| < lal, |a] = |q|[0]
e b|a ist eine refl. und trans. Relation in Z;
— ala
ez
— (¢lbAbla) = cla:b=pc,a=gb<=a="gp ¢
e (bla; Ablaz) = blcrar + coag Vey,c0 € Z
a1 = q1b, az = q2b = c1a1 + caaz = b (c1q1 + c2g2)
—_———
ez
o (bi]ai A balaz) = bibslaras : a1 = qib1, az = qaba = a1az = q1g2 bibe

€L

Satz
99T (a,b) = ggT(b, a( mod b))

Euklidischer Algorithmus zur Berechnung von ¢gg¢7'(a,b):

a = qob+ co,0 < co < |b|

ro=0:b=ggT(a,b)

co>0:b=qro+c1,0 <ry <ro,g9T(a,b) = ggT(b,ro)

r1 =0:ggT(a,b) = ggT(b,r9) = 1o

r1>0:7r9=gqor1 + 72,0 < 1o <11,99T(a,b) = ggT(b,10) = ggT (ro.71)
ro =0:ggT(a,b) =m

ro > 0: usw...

allgemein

Tn—2qnTn—1 +7n, 0 <1y <7y
99T (a,b) = ggT (rn—2,7n-1)

rn = 0:g9T(a,b) = cn1

rn, > 0 weiter ...
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Folgerung
da, B €Z: ggT(a,b) = aa+ (b

Satz: Primzahlzerlegung

Yn=2,3,4,--- Im=1,2,2,--- I(p1,- ,pm) EP":n=p1-pa-... pm

Satz

Die Menge der Primzahlen ist unendlich.

Beweis:

Gegenteil: P = {p1, - ,pm}

a:=pip2...pn+1=p0jpj, ... pj, €P

pila = pj|(pip2---pn + 1) = pil(prip2--pn + 1 = plpa---pn) = pj[l =
Widerspruch

Pj, |p1p2 -+ Pn



