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Egenwerte und Eigenvektoren

Die Aufgabe:

geg: A € M(n x n;K)

ges: A € K,v € K™ mit v # 0 und Av = \v(1)

heit Eigenwertaufgabe, A heiit Eigenwert von A, v heifit Eigenvektor zu \. Die
Menge aller EW von A heifit Spektrum von a (spec A)

Vorsicht: (1) ist ein System von n nichtkin. Gleichungen bzgl. der n 4+ 1 Unbe-
kannten "\, v1,- -+ , v,

Anwendung in der Numerik

Sei Ay, -+, Ay € specA
vy, -+, Uy entsp. EV, lin. unabh. (Basis von EV von A in K")
AeM(nxn,K) < FeL(K",K™): F(v) := Av

F(; vier) = 30 (3 aivy)es

= i=1 j=1
A ist die Matrix-Darstellung von F bzgl. der Standard-Basis
Sei C' € M(n x n; K) Matrix des Basis-Wechels von ey, -« , e, zu vy, - , v, Sei

0
-
-
Matrix-Darstellung von F in vq,--- ,v, = CAC™!

Vj1
vj = vj1€1 + -+ + Vjney, dann C [ - } =

Vjn,

, also Cvj = ¢;

0 A1 0
C’AC’flej =CAv; =)\ Cv; = N | = CcACT = [ Az O } Diagonalma-
—— ~~ ~~ o 0 An

vj AjUj €j
trix.
Antwort des Algebraikers
Aquivalenzrelation in M(n xn;K) : AB < 3C € M(n x n; K) mit B = CAC~!
Kann man die Aquivalentklassen ”klassifizieren”?
Antwort des Physikers

Spektrum eines ”oszillierenden” Prozesses

K=C,\, -+, \, € spanA

V1, , U, entspr. EV, lin. unabh.
n n n d

4 che’\ftvj =3 cjeMt v = A _ cjeity; = 2 2(t) = Ax(t)

= j=1 ~~ j=1

—_——— Av;

z(t) Prozess

R(Z)\jt
n .
)= ¢ eAAbklingrate .o ImAjt +isin ImA;t)
ji=1 =~ ~——
Intensitét Frequenz

Satz und Definition

charakt. Polynom und algebr, Vielfichheit lin EW
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1. Das Polynom n-ter Ordnung P()\) := det(A - AI) heifit Polynom von A,
und es gilt specA = {A € K : P(\) = 0}.

2. Sei specA = {1, -, Am b Aj # A flir j # k.
Dann gilt P(A) = (A1 =A)%-(Aa=A)?2- .- (A, — A)*™ mit aq, -+ ,a, €N
mit a; + - - - @, = n. Die Zahlen a; heilen algebr. Vfheiten von A;.
Bemerkungen
1. K =R : moglicherweise specA = ()
2. K= C: specA # (), besteht aus hochstens n verw. Zahlen

3. A e M(n xn;R) C M(n x n;C) : iiblicherweise werden EW und EV von
reelen Matrizen im komplexen gesucht (Spezialfall)

n=2:A=[2b] det(A— ) =det[*.* ;"] =22 = A(a+d) +ad — be
a,b,c,deR:)\m:“T“l:I:\/(“TM)Q—ad—Fbc

3(a+d+\/(a—d)?+ 4bc)

{(a —d)? +4bc > 0= zwei reele EW, Vfheiten=1
A

(a —d)? +4bc =0 = ein reeler EW, Vfheiten=2
(a —d)?+4bc < 0= zwei komple. EW (konj. kompl. Paar), Vfheiten=1

= AT, dh. b=c= alle EW sind reel.

Satz und Definition adjungierte (komplex konjungierte, trans-
ponierte) Matrix

Sei A = [‘31-1 > “-1--"} € M(n x n;C). Dann heift die Matrix A* = (A7) =
Anpl *** Qnn
[?1-1 o ] adj. (oder kompl. konj. transp.) Matrx zu A, und es gilt (An, v) =
QAln A2n =+ Q@

(u, A*v) fiir ‘alie n,v € C"

Insbesondere: A* := AT, wenn A € M(n x n;R).

Satz

Sei Av = A, Aw = pw,v # 0, w # 0, A # u, dann gilt.
1. v und w sind lin. unabh.

2. A=A"= (v,w) =0

Satz

Wenn A = A* n verschiedene EW besitzt, dann ex. in C™ eine Orthogonalbasis
von EV von A

und A nimmt ”in dieser Basis Diagonalgestalt (mit dem EW in der Diagonale)
an.



