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6. Determinanten

Fiir quadratische Matrizen:

A e M(n x n;K) — detA € K, A = [a5]} 4

6.1 Methoden der (Definition und) Berechnung
6.1.1 Leibnitz-Formel

n

detA = Z sgn(jl, e ,jn)aijlaijz s Qg
Jiy s gn=1
1 (j1, -+ ,Jjn) ist eine gerade Permutation von {1,--- ,n}
sgn(ji, -+ ,dn) =4 =1 (j1,-+,Jjn) ist eine ungerade Permutation von {1,--- ,n}
0 sonst
Permutation von {1, - - - ,n} := Bild einer bijektiven Abb. {1,--- ,n} — {1,--- ,n}.
gerade (ungerade) Permutation < Anzahl der Index-Paare (i,k) € {1, ,n}?

mit ¢ < k und j; > ji gerade (ungerade).

Beispiel
span(1,1)=span(2,2)=0
n=2 span(1,2)=1 } det [l 2221 = sqn(1,2)ai1a22 + span(2, 1)aizas; =
span(2,1)=—1

11022 — A12G21
n=3 sgn(1,2,3)=1=sgn(3,1,2)=sgn(2,3,1) }
- sgn(2,1,3)=—1=sgn(3,2,1)=sgn(1,3,2)
ail ai2 ais

det {ggi 332 ggg] = (11022033 + 12023031 + A13021032 — Q13022031 — 012021033 —

411023032

6.1.2 Entwicklung nach Zeilen oder Spalten

n n
— _1)iti,. Jp— _1)etd, . -
detA = E (—1)"Va;jdetA;; = E (—1)"Va;;detA;;
i=1 j=1
j€{1,,n} beliebig i beliebig
ail - Qg5 ccc Q13
Ajj = asi - ai; - ass
asy - a;j ass
@11 12 213 — a2 a3 ail ai3 a1l a2
det [gg} ggg g§§:| = —anidet [a32 ﬂxs] + agadet [a31 (133] — agzdet [(131 a3z

6.1.3 Berechnung nach Blécken
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BeM(m xm),EeM((n—m)x (n—m))
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CeM(mx (n—m),D e M((n—m) xm)
1<m<n-1
Wenn detB # 0, dann detA = detB - det(E — DB~'C)
insbesondere ¢ = 0 oder D = 0, denn detA = detB - detE
a1l @12 @13 - Qin
0 ai2 a1z -+ azn
0 0 aiz - asn
insbesondere Dreiecksmatrizen | o o ¢ ! 4, | = @11022 " ann
0 0 0 0
0 0 0 0 ann
6.2 Rechenregeln
1. detA = detA+
ayl ** QAln aip -+ Gnil
l oo = l oo ] transponierte Matrix
An1 A Ain G
2. det[al, g, ,a5-1, /\CLj‘H.Lbj, Qj41, ,an] = )\det[al, A5 —1,A5, 0541,
,udet[ala 51, b]a i1, 7an]
a; € K" — detlar, - ,a;-1,a5,a541, - ,a] € Kist linear (fiir jedes j)
A € M(n x n) — detA ist nicht linear,
det(A + B) # detA + detB (im allgem.)
3. det[a17... ’a/j7... S Ayt ’an} — _det[a17... S Qs 7aj,... 7an}
insbesondere:
a; = ap = detlar, - ,a,] =0
det[a; + Aag,az, -+ ,a,] = detlar,as, - ,a,] + Adetlag, aom - -, ay]

=0
Wenn zwei Zeilen oder Spalten linear abh. sind, so gilt: detA =0

Satz

detA = 0 < die Zeilen sind linear abh.
< die Spalten sind linear abh.

& A1 existiert nicht

detA # 0 < die Zeilen sind linear unabh.
& die Spalten sind linear unabh.
& A1 existiert

det(AB) = detA - detB
insbesondere det(AA™') = det] =1 =detA - detA™" = detA™' = 1~

, Q]+



