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6. Determinanten

Für quadratische Matrizen:
A ∈ M(n× n; K) 7→ detA ∈ K, A = [aij ]ni,j=1

6.1 Methoden der (Definition und) Berechnung

6.1.1 Leibnitz-Formel

detA =
n∑

j1,··· ,jn=1

sgn(j1, · · · , jn)aij1aij2 · · · aijn

sgn(j1, · · · , jn) =


1 (j1, · · · , jn) ist eine gerade Permutation von {1, · · · , n}
−1 (j1, · · · , jn) ist eine ungerade Permutation von {1, · · · , n}
0 sonst

Permutation von {1, · · · , n} := Bild einer bijektiven Abb. {1, · · · , n} 7→ {1, · · · , n}.
gerade (ungerade) Permutation ⇔ Anzahl der Index-Paare (i, k) ∈ {1, · · · , n}2
mit i < k und ji > jk gerade (ungerade).

Beispiel

n = 2
span(1,1)=span(2,2)=0

span(1,2)=1
span(2,1)=−1

}
det [ a11 a12

a21 a22 ] = sqn(1, 2)a11a22 + span(2, 1)a12a21 =

a11a22 − a12a21

n = 3 sgn(1,2,3)=1=sgn(3,1,2)=sgn(2,3,1)
sgn(2,1,3)=−1=sgn(3,2,1)=sgn(1,3,2)

}
det

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 −

a11a23a32

6.1.2 Entwicklung nach Zeilen oder Spalten

detA =
n∑

i=1

(−1)i+jaijdetAij︸ ︷︷ ︸
j∈{1,··· ,n} beliebig

=
n∑

j=1

(−1)i+jaijdetAij︸ ︷︷ ︸
i beliebig

Aij :=


a11 ··· aij ··· a13

...
...

...
...

...
a21 ··· aij ··· a23

...
...

...
...

...
a31 ··· aij ··· a33


det

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
= −a21det [ a12 a13

a32 a33 ] + a22det [ a11 a13
a31 a33 ]− a23det [ a11 a12

a31 a32 ]

6.1.3 Berechnung nach Blöcken

det


︷︸︸︷
B
m

m C

D E︸︷︷︸
n−m

n−m


B ∈ M(m×m), E ∈ M((n−m)× (n−m))
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C ∈ M(m× (n−m), D ∈ M((n−m)×m)
1 ≤ m ≤ n− 1
Wenn detB 6= 0, dann detA = detB · det(E −DB−1C)
insbesondere c = 0 oder D = 0, denn detA = detB · detE

insbesondere Dreiecksmatrizen


a11 a12 a13 ··· a1n
0 a12 a13 ··· a2n
0 0 a13 ··· a3n

0 0 0
... a4n

0 0 0 0
...

0 0 0 0 ann

 = a11a22 · · · ann

6.2 Rechenregeln

1. detA = detA⊥[
a11 ··· a1n

...
...

...
an1 ··· ann

]⊥
=

[
a11 ··· an1

...
...

...
a1n ··· ann

]
transponierte Matrix

2. det[a1, a2, · · · , aj−1, λaj+µbj , aj+1, · · · , an] = λdet[a1, · · · , aj−1, aj , aj+1, · · · , an]+
µdet[a1, · · · , aj−1, bj , aj+1, · · · , an]
aj ∈ Kn 7→ det[a1, · · · , aj−1, aj , aj+1, · · · , an] ∈ K ist linear (für jedes j)
A ∈ M(n× n) 7→ detA ist nicht linear,
det(A + B) 6= detA + detB (im allgem.)

3. det[a1, · · · , aj , · · · , ak, · · · , an] = −det[a1, · · · , ak, · · · , aj , · · · , an]
insbesondere:
aj = ak ⇒ det[a1, · · · , an] = 0
det[a1 + λa2, a2, · · · , an] = det[a1, a2, · · · , an] + λ det[a2, a2m · · · , an]︸ ︷︷ ︸

=0

Wenn zwei Zeilen oder Spalten linear abh. sind, so gilt: detA = 0

4. Satz
detA = 0 ⇔ die Zeilen sind linear abh.
⇔ die Spalten sind linear abh.
⇔ A−1 existiert nicht

detA 6= 0 ⇔ die Zeilen sind linear unabh.
⇔ die Spalten sind linear unabh.
⇔ A−1 existiert

5. det(AB) = detA · detB
insbesondere det(AA−1) = detI = 1 = detA · detA−1 ⇒ detA−1 = 1

detA
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