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4. Lineare Abbildungen

V,W Vektorrume iiber einen Kérper K = R oder K = C (gleiches K!)

Definition

F.V — W heif}tt linear, wenn gilt: [F(Au+ pv) = AF(u) + pl'(v) VA, p € K, Vu, v € V]
L(V,W) :=Menge der lin. Abb. von V auf W.

Beispiele

1. identische Abb. I : V -V : I(v)=vYw eV
I(Au+ pv) = Au+ po = Al (u) + pl(v)

2. F :R — R ist linear genau dann, wenn:
JaeRVzeR: F(z)=ax F(z) =F(x-1) =2 F(1)
~—

a

3. F: C — C ist linear genau dann, wenn
Jae CVzeC: F(z) =az ,Graph(F) CC x C
a=r1r"%
F(z) =ri¥z
F ist die Superposition von einer Drehung und einer Streckung

4. f:R™ — R ist linear genau dann, wenn:
Jug € R" Vv € R™ : F(v) = (v, v,).
F(x) = F((vl, e ,vn)) = F(vier+- - Hope,) = v1F(e1)+ - v, Fley) =
<(U1’ e vn)v (F(el)’ e 7F(en)>'

Vo

5. F: R — R"™ ist linear genau dann, wenn:
Jug e R* VA€ R: F(A\) = Mg
FAN)=F\-1)=XF(1)

——

Vo

6. F: R? — R? ist linear genau dann, wenn: Ja, b,c,d € R V(z,y) € R? :

F((x,y)) = (ax + by, cx + dy)
[« 5115]
F((z,y)) = F(xer + ye)
= rF(e1) +y(F(ez2)
—— N——
(a,c) (¢,d)

= z(a,c) +y(b,d) = (az + by, cx + dy)

F(($7y)) = (_$>y)
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Spiegelungen sind lineare Abb. von R? in R? (als VR iiber R!), sind aber
nicht lin. Abb. von C nach C.

VR iiber R : F(A(z,y)) = AF((z,y)) VAR
VR iiber C: F(\z) = A\F(z) YA e C

7. v=W =R[z]; F(P) := P’ ist linear: AP + Q)" = AP + puQ

8.V =W = R[z]; F(P) :=

O —sy

P(y)dy ist linear. (;fr()\P(y) + uQ(y))dy =

x

A Of P(y)dy + p Of Q(y)dy

Eigenschaften

1. Fe(U,V),ge L(V,W)= GF € L(U,W)
(G+F)(Aat+uv) = G(F(Autpv)) = GOAF (u)+pF(v)) = AG(F(u)) +u G(F(v))
—— ——

(G-F(u) (G-F)(v)

2. F e L(V,W) bijektiv = F~1 € L(W, V)
AF~Yu) + uF~t(v) =w
= F(w) = FOF~!(u) + pF (v

)
= AF(F~H(u) +p F(F~H(v)) = M+

F(/\F*I(Z) + uF~1(v)) o +pv = AF"Yu) + pF~1(v) = Fr(Au+ po)

3. L(V,W) ist VR ber K mit:
(F+G)(v):=F@w)+Gw) (AF)(v):=AF(v)
Nullelement: F(v) =0 Vv € V  inverses Element: (—F)(v) = —F(v) Yo € V

1 FeL(V,W):
Kern: kerF := {v € V : F(v) = 0} Unterraum in V: u,v € kerF =
F(u)=F(v) =0= F(Au+ wv) = AF(u) + uF(v) =0
Bild: imF := {F(x) € W : v € V} Unterraum von W: wy,wy € IimF =
wp = F(Ul),U)Q = F(’UQ) = \Mwi + dwy = AlF(Ul) + )\QF('U : 2) =
F()\lvl + )\2’1}2)
f ist surrjektiv gdw. imF =W
f ist injektiv gdw. kerF = {0}
Fluy=F(v)e Flu—v)=0&u—v € kerF

Satz: Dimensionsformel fiir lin. Abb

Sei F € L(V,WV),dimV < oo, dann gilt dim im F' < oo
und [dim ker ' + dim im F= dim V

Folgerungen

1. Wenn ein bijektives F' € L(V, W), dann dim V=dim W:
F ist injektiv = dimkerF =0
F ist surjektiv = dimimF = dimW dimV = 0+ dimW
aber: Es ex. nichtlin. Abb R — R?
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2. Fredholm’sche Alternative: F' € L(V, W) ist injektiv & dimkerF = 0 <
imF =V & F ist surjektiv
Entweder die ”homogene” lin. Gleichung F'(v) = 0 besitzt eine "nichttri-
viale” Lsg oder die "inhomog.” lin Gleichung F'(v) = W. besitzt fiir jedes
w eV eine Lsgv eV




