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Wiederholung

(u,v) €V xV — (u,v) € K
K = R: Euklidischer VR
K = C: Hermite’scher VR

Satz und Definition

Sei V ein VR mit SP, U ein Unterraum von V.

e1, -+ ,en, ONB in U.

veV

Dann heifit v := (v, e1)e; + - - -+ (v, en) e, orthogonale Projektion von v auf U,
v — vg heiBt senkrechtes Lot von v auf M, es gilt (v — vg,u) = 0 fiir alle w € U
und ||v — vol|{||v — u|| fiir alle w € U mit u # vp.

Abstand eines Punktes v € V von einem affinen UR A = w + U =
{w+u:vweU}, UUR von V

Abstand von v zu A (1)
= min{|[v —a|| : a € A} (2)

= min{v— (w+u)||:ueU} (3)

= min{ll(v— w) —ull w e U} (1)

Abstand von v-w zu U (5)

Satz und Definition: Orthogonales Komplement und Orthoprojektor

Sei V VR mit SP, U Unterraum von V.

Dann ist UL := {v € V : (v,u) = OVu € U} ein Ur von V und U* heifit
orthogonales Komplement von U in V.

Esgilt V=U@®U* dh. V=U+U* und UNU+ = {0},

dh. Yo e VIU e Ut c UL v =u+ut

Die Abbildung: v € V' — u € U heist orthogonale Projektion von v auf U.
Bezeichnungsweise: u = Pv

Beispiel

V =R U = {(u1,uz,u3) € R® : \jus + Aaug + Azuz = 0}AT + A3 + A3 > 0
U+t = span{(A1, A2, A3)}

ONB in Ut ; Andzds)
WYESYESY:

_ (A A2, 3) (A A2, 3)
lo=Poll s |((un, uz, ug), 5222 ot
)\ -l—)\ + A3 AT+ A5+ A3
“1\;%3%%‘ =Abstand von v nach U
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Beispiel
V =R,U = span{ug},ug # 0
ONB in U: %
Pv= <”7 7\\u2|\>7”u;\|
— _ _Uo U — _ _Ug \_uUg _ _ug \_ug —
H”_PUH—H” <U’Hu3H>Hu3II ’— <“ <“’|\ul’||>||u3u7” <”’|u3|>|u3||>—
ug 2 v,ug )2
O
Satz:

Hilbert-Schmidt-Orthonormierungsverfahren.
Sei by,---,b, Basis in V. Dann existiert eine ONB ey, ---,e, in V mit: span

{b1,--+ by} =span{er, - e, }Vj =1, w
Beweis:

€1 = :l:ngiiH

ey := Aie1 + Aabsy :

(A1e1 + Aaba, Areg + )\2bz> =1
= )\2 + 2\ )\2<61,b2> + )\ ||b2||

(Arer + Aaba,e1) = 0 = A; + Aa(ba,e1)
= A1 = —Aa(ba, €1)
= 1= A3 [(ba, e1)” + [|ba]* — 2(e1, b2)]

Beispiel
A3 =

€2 =

I S
||bzuz R
bo—(ba,e1)e1
o rer)erll
1 _ (baer)
Y = F e M = T theal

J J
bjt1— Z (bj+1.er)er bjt1— > (bjri.exn)er
=1 k=1
ej+1 =% ; , (ejr1,e) = ( £ ; el
[1bj41— 2 (bj+1.er)erl| Hb_7‘+1—k§1<bj+1vek)ek\|
(I=1,--,7)

J
. #1 E _
— 1 J+17€l j+1aek ek;€l>‘| =0
k=1

(bj+1.€1)



