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2.3 Lineare Abhéangigkeit

Definition:

® vy, -+, v, €V heiflen linear abhiingig, wenn gilt: A1, .-+ | A, € R, Adjug +
XAt =0und AZ 4 -+ + A2 >0 (1)

e v1,---,v, € V heiflen linear unabhingig, wenn sie nicht linear abhingig
sind, d.h. VAq,--- , A\, ER A o1+ A, =0= A+~ 4+ X, =0 (1)

Beispiel

V=R?

n=2 vy, vy linear abhéngig < einer der Vektoren ist skaliertes Vielfaches des
anderen < vy, v liegen auf einer Gerade durch Null.

n=3 vy, vy, v3 linear abh. < liegen auf einer Ebene durch Null.

Lemma

U1, -+ ,Vp sind lin. abh < 35 € {1,--- ,n} 1 v; € span{vy,--- ,vj_1,- - ,vn}
U1, ,Vp sind lin. unabh < V5 € {1,--- ,n} :v; ¢ span{vy,--- ,v;_1, -+ ,Un}
Beispiel

V=R"uv, - ,0, € R

v = [Ull--vml]a o, Up = ['Ulna e 7Umn]

Ansatz: [0, ,0] = A[v11-Vm1] + -+ An[V1n, 0 5 Umn]

0= XMwvi1 + -+ Av1n

: & lin. Gleichungssystem fiir Ay, - - - , A, m Gleichungen
0= )\mvll + -+ )\nvmn

Beispiel

V =F(R), f1,---,f:neFR)

Ansatz:

O=Mfi+-+fn

0=Mfi(z)+ -+ Afo(z) Vz eR

n=3: fi(2) = 1, folx) = sinz, fo(x) = cosa

Frage: IA1, Ao, Ao e RV € R: A; + Agsinx + Azcosxz =0
$:0:/\1+/\320ng:/\1+/\2=O$:7T5)\1—)\3:O}/\1:)\2:)\3:0
Strategie zum Beweis der lin. Unabhéngigkeit
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Satz

1. Seien vy, - -+ ,v, linear unabhingig, dann gilt: vy, -+, v,,v,41 sind linear
unabhéngig < v,41 ¢ span{vy, -+ ,v,}

2. Seien vy, -+ , v, linear abhéngig = vy,- -, v,, vy linear abhéngig

3. Seien vy, ,VUpn, Up41 linear unabh. < vy, - - , v, linear unabhéngig

4. Seien wy,- -+ ,Upn,Unpy1 linear abh. dann gilt: vy,--- v, linear abhingig
& vp1 € spanf{vy, - v}

2.3 Basen, Koordinaten und Dimensionen

Satz und Definition

Seien by, - ,b, € V fixiert. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) Yo € VAL, -+, An) ER" t o= M\iby, -, Anbn

(ii) b1,---, by, sind linear unabhéngig, und fir jedes v € V sind by,--- ,b,,v
linear abhéngig

Wenn (i) bzw. (ii) erfiillt sind, dann heiit b1, - - , b, Basis in V, und die Koeff

A1, 5, Ay aus (i) heiflen Koordinaten von v bzlg. der Basis by, -+ , b,
Beispiel

Standard-Basis in R" : e; = [1,0,---,0],eo = [0,1,---,0],--- ,e, =[0,0,--- ,1]
v=2A1e1 + Agea + - Apen = 01 = A1, 02 = Agy et U = Ay

Beispiel

V =R, [z] Basis: 1,z,22,--- ,2". Sei p € R, [z] bel fixiert. p(z) = a,z™ + - - - ag
Gp,an—1,a : 0 eindeutig durch p bestimmt. = ag, a1, - ,a, sind die Koordina-
tien von p bzlg der Basis 1, x,22,--- , 2,

Beispiel

V =TF(R) besitzt keine Basis:

Hauptsatz der Algebra

Ein Polynom vom Grad < n, das nicht das Nullpolynom ist, besitzt hochstens
n Nullstellen.
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Satz und Definition (Dimension)

Wenn vy, -+ , v, und wi, - ,w, zwei Basen in V sind, dann gilt m = n, und
diese Zahl heiffit Dimension von V und wird mit dim V bezeichnet. Beispiele
dimR" =n

dimR,[z] =n+1

dimF(R) = o0



