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2. Vektorraume

R? = {(al,aQ);al,ag S ]R}

2.1 Axiome, Rechenregeln, Beispiele

Definition:
Eine Menge V mit zwei Operationen (u,v) € V2 — u+ v € V und (u,)) €
V x R = Au € V heifit Vektorraum, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(I) Yu,v € V:u+v=v+u (Kommutativitit)
(IT) Yu,v,w € V: (u+v)+w=u+ (v+w) = u+ v+ w (Assoziativitiit)
(III) 30 € VWov € V: v + 0 = v (Neutrales Element)
(IV) Yo e Vi—v € V: v+ (—v) =0 (Inverses Element)
(V) Vi peRVw € V: Auv) = (A - p)v =: duv
(VI) VA,p € RYv,u € V: AMu+v) = du+ v
(VII) YA, p e Vv € V: (A 4+ p)v = Av + po
(VIII) YoeV:1lv=v

Rechenregeln

Das Nullelement aus (III) ist eindeutig bestimmt.
e Dasinverse Element zu einem v ist eindeutig bestimmyt, es gilt —v = (—1)v.

YVoeV:00=0

e VAER:AN=0
e Xt+y=z, €Rz,y,zeVA£0=>2=1(2—y)

Beispiel
V =F(R) := Menge der Funktionen f : R — R

(f +9)(x) := f(z) + g(z) VzeR

”punktweise” Operaionen {

Af)(z) == Af(x) Vz e R
Nullelement: f =0, d.h. f(z) =0Vz € R
inv. Element: (—f)(z) := —f(z) Vz € R
Beispiel

Seien (V,W) Vektorrdume, dann wird V X W zu einem neuen Vektorraum durch:
(v1,w1) + (va +w2) := (v1 +v2, w1 +ws) Nullelement: (0,0)
A(v,w) := (A, Aw) inv. Element zu (v,w) : (—v, —w)
= R',neN
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2.2 Unterrdume und affine Unterrdume
Definiton: Sei V ein Vektorraum:

(i) U C V heifit unterraum von V, wenn fiir alle u,v € U,\ € R gilt: u+ v €
Ul eU
U ist mit den v von V ”geerbte” Operationen ein Vektorraum.

(i) A C V heiit affiner Unterraum von V, wenn ein Unterraum U von V
existiert unfeinv € Vmit A={v+u:vueU}=1v+U.

Beispiel

V=R

Unterrdume: {0}, R?, Geraden durch Null

affine UR: alle ”echten” Unterrdume, alle Geraden (nicht durch Null)

Bemerkung
v1 + Uy = vg + U, gilt genau dann, wenn vy — v € Uy = Us
Beispiel
UR in R? : {0}, R3, alle Geraden durch Null, alle Ebenen durch Null
A M
o ! i ;
N s - R jrr'—

Aly

Beispiel (UR von Funktionen)
V =TF(R)
Unterrdume:

¢ C(R) :=Menge der stetigen Funktionen

e CF(R) :=Menge aller k-fach stetig diffenrenzierbaren Funktionen (k € N)
e R[z] :=Menge der Polynome

e R, [z] :=Menge der Polynome vom Grad <n

R, [z] C Ro[z] C ---C*(R) c C*1(R) C --- C C(R) C F(R)

Definition
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(i) Seiwvi,---vn, € V,A1,--- Ay € R Dann heifit Ad;vq + - - - + \,v, Linearkom-
bination von vy, , v,

(if) Sei M C V, dann heifit
span M:= {v € V : v ist Linearkombination von Endlich vielen Elementen von M}
lineare Hiille von M in V

Beispiel
M = {v, - v,}
span M={A\jv1 + -+ Apvp : A1, -+ , Ay ER}

Sprechweise: span M ist der Unterraum, der von den Elementen von M auf-
gespannt wird.

Beispiel

v =F(R)

M ={1,z%2%,---} = span M = Rlz]

Sei f € Rz] = f(z) = apz™ + ap—12™ 1 +--- 4+ ao
M ={1,2%,23,---} = span M = Ry[z]

Durchschnitt und Summe von Unterrdumen:
Seien Vi, V, zwei Unterrdume von V, dann gilt:

e Vi NV, ist wieder Unterraum

o Vi + Vo= {uv1 +vy:v1 € Va,vp € Va} ist auch Unterraum
Wenn v; NV, = {0}, dann nennt man V; + v, direkte Summe und schreibt
Vi+he=Viah

Beispiel

V=R

‘/1 = Span {(1,0,0),(
‘/2 = Span {(03 1,0),(
i+, =R3

,1,0)} 21 — z2-Ebene

0
0,0,1)} x2 — z3-Ebene



