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1) Lineare Gleichungssysteme - Der Gauf3-Algorithmus

1.1 Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten

(1) ax+by =f
(2) cx+dy =g

geg: Koeffizienten: a,b,c,d

Rechte Seiten, Inhomogenititen: f,g

ges:Unbekannte: x,y

1.ad#bc:a-(2) —c- (1) : alcx +dy) — clazx + by) = ag — cf
(ad = be)y = ag — cf

Y= Z“Zl:% (a # 0 oder ¢ # 0), also ist  eindeutig bestimmt.

2. ad = bc

2.1 ag # cf = keine Losung

2.2 a9 =cf

221bg#df:b-(2) —d- (1) : b(cx + dy) — d(ax + by) = bg — df
(be — ad)x = bg — df = keine Losung

2.2.2 bg = df:

2221 a#0:z=2(fby)

cé (f - by) + dy = g automatisch erfiillt, unendlich viele Losungen, ein ”freier
Parameter”

b # 0 oder ¢ # 0 oder d # 0: analog

a=b=c=d=0: f #0 oder g # 0 = keine Losung

f = g = 0 =:unendlich viele Losungen, zwei ”freie Parameter”

1.2 Der Gauf3-Algorithmus

(3)
01171 + a12T2 + -+ -+ A1nTp = Y1
21T2 + Q22T2 + -+ - + A2y = Y2
Am1T2 + AmaZa + -+ AmnTn = Ym
oder auch:
n
Zaijacj = yl(Z = {1,2, e ,m)
j=1
geg. a/ij7yi(i = 1a27 e ’m)(.] = 172a e 7”))
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Definition

Folgende Operationen (die offenbar die Menge der Losungen von (3) nicht
dndern) heiflen elementare Zeilenumformungen:

e Vertauschen zweier Zeilen
e Multiplikation einer Zeile mit A # 0

e Das Ersetzen der i-ten Zeile durch die Summme der i-ten Zeile und dem
A-Vielfachen der j-ten Zeile

Definition

(3) hat Stufenform, wenn fiir alle ¢ = 1,--- ,n folgendes gilt:

e Wenn ein k£ € {1,2,--- ,n — 1} existiert mit a;3 = a;2 = -+ = a5, = 0,
dann gilt: a;411 = aip12 =" =415 =0
e Wenn a1 =--- =a;, =0, dann a;411 =+ = @j41, =0

e Wenn a4 # 0, dann a;411 =0

Satz

(3) habe Stufenform, und mindestens ein Koeffizient sei ungleich Null
Sei ig :=max{i=1,--- ,m:a} +---a?, >0}

Sei jo :=min{j =1,--- ,n:ay; # 0}

Dann gilt:

(i) Wenn ig < mund yi, | + yi4o + - +y2, > 0, dann ex. keine Losung

(ii) Wenn ig < m und ;041 + Yio+2 + - - + Ym = 0, dann ex. unendlich viele
Losungen (n — ig " freie Parameter”)

(iii) Wenn ip = m = jp, dann ex. genau eine Losung

(iv) Wenn ig = m < jo, dann existieren unendlich viele Losungen (m — jo
" freie Parameter”)

Satz iiber den Gauf3-Algoritmus

Jedes lin. Gleichungssystem l&8t sich durch endlich viele elem. Zeilen auf Stu-
fenform bringen.



