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Rückblick

fn(x) auf I = [a, b] glm. konv.: ∀ε > 0∃n0 ∈ N : |f(x) − fn(x)| < ε für
n ≥ n0, x ∈ I
f(x) = lim

n→∞
fn(x) Grenzfunktion f = lim

n→∞
fn∑

un(x) Reihe, heißt gleichmäßig konvergent, falls sn(x) = u0(x) + · · ·+ un(x)
(Partialsummen) bilden eine gleichmäßig konvergente Folge auf I

folgern Konvergenz aus gleichmäßiger Konvergenz:

Satz: Es sei un(x) stetig auf I = [a, b],
∑
un(x) gleichmäßig konvergente Reihe

auf I, so gilt:
∞∑

n=0
un(x) ist stetig.

Bew: f(x) :=
∞∑

n=0
un(x), x ∈ I

Bilden ψn(x) := f(x) ==
∞∑

n=0
ui(x), gleichmäßig konvergente besagt: ∀ε >

0∃n0 ∈ N : |ψn(x)| < ε∀n≥n0,∀x ∈ I
z.z.: x0 ∈ I, ε > 0, so ex.δ > 0 : |f(x)− f(x0)| < ε fa. x mit |x− x0| < δ.

f(x) =
n∑

i=0

un(x) + ψn(x)

f(x) =
n∑

i=0

un(x) + ψn(x0)

 ⇒ |f(x)−f(x0)| = |(
n∑

i=0

un(x)+ψn(x)−
n∑

i=0

un(x)+

ψn(x0)) + ψn(x)− ψn(x0)|
≤ |(

n∑
i=0

un(x) +ψn(x)−
n∑

i=0

un(x) +ψn(x0)) +ψn(x) +ψn(x0)| (Dreiecks-Ungl.)

Wählen n0 ∈ N mit |ψn(x)| < 1
3ε sofern n ≥ n0, x ∈ I, also auch |ψn(x0)| 13ε für

n ≥ n0.

Da
n∑

i=0

ui(x) stetig auf I ⇒ ∃δ > 0 : |
n∑

i=0

ui(x) −
n∑

i=0

ui(x0)| < 1
3ε, sofern

|x − x0| < δ (für festes n = n0) ⇒ |f(x) − f(x0)| < 1
3ε + 1

3ε + 1
3ε = ε falls

|x− x0| < δ.

Satz: Sei un(x) stetig auf I = [a, b] und
∞∑

n=0
un(x) sei gleichmäßig konvergent.

Dann ist
b∫

a

(
∞∑

n=0
un(x))dx =

∞∑
n=0

b∫
a

un(x)dx

Den Beweis (über Partialsummen) spare ich mir mal :)

Bestimmung der Fourier-Koeffizienten nach Euler-
Fourier

(notwendige Bedingung!!)
Vor: f(x) = a0

2 +
∑
n≥1

(an cos(nx) + bn(nx)) sei eine gleichmäßig konvergente

Reihe ( auf I = [0, 2π]) (ai ∈ R, i ≥ 1, bi ∈ R, i ≥ 1)
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⇒ Integrieren über [0, 2π] = I, dann folgt
2π∫
0

f(x)dx =
2π∑
0

a0
2 dx+

∑
n≥1

an

2π∫
0

(cos(nx)dx+

bn
2π∑
0

sin(nx)dx = a0
2 x

∣∣∣2π

0
+

∑
n≥1

(an · 1
n sin(nx)

∣∣∣2π

0
+ bn(− 1

n ) cos(nx)
∣∣∣2π

0
) = 0

a0 = 1
π

2π∫
0

f(x)dx Wir wissen: auch
∑
n≥1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) cos(mx) ist

gleichmäßig konvergent, denn | cos(mx)| ≤ 1 beschr.
Wir mult. bei Seiten von � mit cos(mx) ⇒
2π∫
0

f(x) cos(mx)dx =

2π∫
0

a0

2
cos(mx)dx

︸ ︷︷ ︸
0

+
∑
n≥1

(an

2π∫
0

cos(nx) cos(mx)dx

︸ ︷︷ ︸
0 für m+n

+bn

2π∫
0

sin(nx) cos(mx)dx

︸ ︷︷ ︸
0 Orthog.-Relationen

⇒ am = 1
π

2π∫
0

f(x) cos(mx)dx,m ≥ 0

und bm =
2π∫
0

f(x) sin(mx)dx,m ≥ 1

Der endliche Fall (DFT) ”Diskrete Fouriertrans-
formation”

Bem:
2π∫
0

f(x)dx =
a+2π∑

a
f(x)dx, falls f(x) periodisch mit Periode 2i (und inte-

grierbar)

f(x) auf I = [−π, π]!, f(x) = a0
2 +

n∑
m=1

(an cos(mx) + bn sin(mx))

Gegeben xi ∈ I, N Punkte mit f(xi) = y : diese sollen aus ]− π, π[ mit gleichen
Abständen gewählt werden, symmetrisch zu 0.
Hier N = 2n+ 1 ungerade, λ := 2π

2n+1
xi = i · λ, i = −n,−(n− 1), · · · ,−1, 0, 1, · · · , n
(Skizze)
Erhalten notw. Bedingung f(xi) = yi(i = −n, · · · , n) ⇒

�


a0
2 + cos(x−n)+ sin(x−n)+ cos(2x−n)a2+ · · · = y−n

...
...

...
...

...
...

a0
2 + cos(xn)+ sin(xn)+ cos(2xn)a2+ · · · = yn

� ist ein ”lineares Gleichungssystem” für die Zahlen ai, bi ∈ R

Beweis des Additionstheorems

HS: h ∈ R ⇒ 2 · sin(h
2 )( 1

2 +
n∑

m=1
cosmh) = sin

(
(m+ 1

2 )h
)

Bew: cos((m + 1
2 )h) + cos((m − 1

2 )h) = cos(1
2h + mh) + cos(− 1

2h + mh) =
2 · sin( 1

2h) sin(mh)
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