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[Forfiihrung des Beweises von Freitag, 30.01.2001]

2m
Bezeichnung: (fo, f1,- - - , f¢) sei ein Tupel von Funktionen fiir die | f;(z)f;(z)dz =

0
0 fiir ¢ # j. Dann heifit dieses Tupel ein System orthogonaler Funktionen auf
[a, b]. Es heiBt Orthonormalsystem, falls iiber dies [(fi(x))?dz = 1.
Folg: \/%7, % cos(x), ﬁ sin(z), ﬁ cos(2z), ﬁ sin(2z),- - -, # cos(nz), ﬁ sin(nz)
ist ein Orthonormalsystem auf [0, 7].

o0
L+ > aycos(nx) + by sin(nx) heifit Fourierreihe von f, allg. weder konvergent

noch n::{f(x)

Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenreihen

I=la,b) CR;a,beRa<b
Def: f,, : I — R Folge von Funktionen.

i) Falls Vz € I die FOlge f,(z) konvergiert, so heifit f: I — R mit f(x) :=
lim f,(z) die Grenzfunktion der Folge (f,)nen

ii) Die Folge (fn))nen konvergiert gleichméfig (gegen die Grenzfunktion f),
falls Ve > 03ng € N mit: Vo € I ist |f,(z) — f(2)| <, falls n > ny.

Beisp: f(2) = 2,1 = [0, 1],

a) 0<z <1 so limz"=0

n—oo

b) z =1, sonlirr;oxnzl

0, zel0,1]

1, z=1

IA(fy) ist nicht gleichméBig konvergent!

Bew: Fixieren ng zu geg. € > 0, so dass fiir n > ng, gilt: |f(x) — fu(zx)| < € f.
alle € [0,a]. Aber in Umgebung von = = 1 wird f,(z) beliebig klein = f, ()
beliebig nahe an 1 = Widerspruch!

Bem: (f,.(x)) sei gleichméfig konvergent, so ist die Folge konvergent, besitzt
also eiIoloe Grenfunktion.

= ex. Grenzfunktion f(x) =

Bez: Y up(x) sei eine Reihe von Funktionen u, : I — R, so heifit diese
n=0
m

gleichméBig konvergent auf I, falls s : n(x) := Y u,(z) eien gleichmiflig kon-
n=0

vergente Funktionenfolge auf I bildet ((s,,(z)) gleichméBig konv.). s,,(z) =
uo(x) +ur(x) + -+ + um ().

Cauchy-Kriterium fiir gleichméaflige Konvergenz

f(n) Funktionenfolge auf I, so gilt: (f,) ist gleichmé&Big konv. auf I & Ve >
03ng € N: |fn(z) — f(2)| < eVm,n > ng,Vz € I.



Mathematik fiir Informatiker 1 - Vorlesung 04.02.2003 Seite 2

Weierstraf3sches Krit

> ¢y sel eine konv. Folge nicht negativer Zahlen und es gelte |u, (x)| < ¢,Vx €
n=0

I,neN.
Dann ist die Reihe Y w,(x) ist gleichméfBig konv. auf I. Satz: Y u, (x9 sei eine

n=0

gleichméBig konv. Reihe auf I und g : I — R sei beschrinkt. Dann ist auch
S un(x) - g(x) gleichméiBig konvergent.



